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INTRODUCTTION

Soit W une variété compacte & bord dont le bord est la réunion de

deux variétés V et V! ; on dit que W est un h-cobordisme entre V

et V! si les injections de V et V' dans W sont des équivalences
d*homotopies S. Smale ([5]) a démontré que tout h-cobordisme simplement
connexe de dimension au moins 6 est difféomorphe au produit V X [0,1] ,

et, par suite, que deux variétés simplement connexes de dimension au moins

5 qui sont h~cobordantes sont difféomorphes.

Ctest l'objet de ce cours de démontrer ce théoréme. On ne traitera ni
des applications de ce théordme qui, pourtant, sont nombreuses et impor=—
tantes (voir [1]) ni des généralisations (voir [3] pour le cas non simple-
ment connexe). La méthode originale de démonstration utilisait une présen-
tation des variétés par anses (méthode utilisée dans [1], [3], [5]1) ;

M, Cerf a préféréd utiliser les fonctions de Morse sur les variétés (comme
dans [4]) car ce procédé lui permet dlatteindre des résultats beaucoup

plus fins que le théoréme du h-cobordisme concernant le groupe des difféo~

morphismes dfune variété (ces choses ne sont pas abordées dans ce cours ).

La lecture de ce cours suppose la connaissance des théorémes de base
de la topologie différentielle : principalement les théoremes de transver-—
salité (voir bibliographie du chapitre I), ensuite les théoremes de fibra-
tion de J. Cerf (voir l'appendice de [2]), enfin un théor®me (voir [4],
[7]) dont voici l'énoncé :

Théoréme du nombre diintersection.- Solent M une variété, X et X!

deux sous-variétds de M , On suppose M , X , et X' compactes,

connexes, orientées et sans bord ; on suppose en plus :

(a) T, (M) =0 ; T (M-X)=0 ;

(b) dimension M » 5 ;

(¢) codimension X > 2 3 codimension X' 2 3 3
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(a) (dimension X) + (dimension X!') = dimension M

Soit b le nombre dlintersection de X et X' o Il existe un plongement

f de X' dans M , gui soit isotope & l'injection de X! dans M , et
qui vérifie la condition suivante : f£(X') coupe X en lbt points,

transversalement en chacun d'eux.

Parmi les conséquences des théoremes de transversalité, on utilisera les

thdorémes de plongement et de séparation de Whitney (voir [1]1, [61).

(1] Je CERF - La théorie de Smale sur le h~cobordisme des variétése.

Séminaire Cartan, 142me année, 1961-62, n°11,

[2] Je CERF ~ Sur les difféomorphismes de la sphére de dimension 3
(I'4 = 0) « Lecture notes in mathematics, n°53,

Springer Verlag, 1968,

(3] Mes KERVAIRE- Le théoreme de Barden-Mazur-Stallingss Comment. Math.,
HelVQ .4_'__0_" 1965, p.31-‘42.

[4] Je MILNOR = Lectures on the h-cobordism theorem. Princeton

mathematical notes, 1965,

(5] Se SMALE = On the structure of manifolds. Amere. Je of Math., 84,

[6] He WHITNEY ~ Differentiable manifolds. Ann. of Math., 37, 1936,
Pe 645-680 .

(7] He WHITNEY -~ The self-intersection of a smooth n-manifold in
2n~spaces Ann. of Mathe, 45, 1944, pa220-245,
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CHAPITRE I

TRANSVERSALITE

Ce chapitre ne contenant que des résultats classiques, nous nous
abstenons de le rédiger. Une courte bibliographie renvoie & divers articles
concernant les thdorémes de transversalité. Nous énongons cependant 1l'unique

théoréme que nous utiliserons par la suite.

DEFINITION.- On appelle triade (1) la donnée de trois variétés (W,V_,V)

obh W est une variété & bord, et VO et V1 deux variétés disjointes,

ouvertes et fermdées dont la réunion est le bord de W

Soit (W,VO,V1) une triade, on désigne par F 1l'ensemble des appli-

cations différentiables f : W— [0,1] telles que
Ay ey
0=V, ., f (1) =V, .

Sauf mention explicite du contraire, toutes les variétés et applications

. ’ i . . - rd > m
considérées ici sont différentiables de classe C o Liespace E est

muni de la topologie QGO s il n'est pas vide.

DEFINITION.- On dit qu'une fonction f e F est une fonction de Morse

si tous ses points critiques sont non-dégénérés, et toutes ses valeurs

critigues distinctese.

THEOREME o~ Le sous-ensemble de E formé des fonctions de Morse est un

ouvert partout dense de F pour la topologie Qoo .

(1) On utilise aussi le nom de cobordismes
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Bibliographie du Chapitre I

Quelques propriétés globales des variétés différentiables.
Comment. Mathe Helve, 28, 1954, pe17-86.

Plongements différentiables de variétés dans variétés.

Comments Mathe Helv., 36, 1961, p.47-82.

Le lemme de Thom et les théorémes de plongement de Whitneye.
Séminaire Cartan, 14&me année, 1961-62, exposés nos4, 5, 6

et 7o

Transverse mappings and flows.

Benjamin Inc., 1967,
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CHAPITRE 1I

FONCTIONS DE MORSE SUR UNE TRIADE

Ce chapitre est un chapitre de legon de choses ol nous étudierons
les propriétés immédiates des triades (introduites dans le chapitre précé-
dent) munies d'une fonction de Morse. Nous étudierons dlabord les triades
munies d'une fonction sans point critique (par.)), puis au paragraphe 2,
nous montrerons qufil existe un modéle pour les points critiques d'une
fonction de Morse ; enfin, nous introduirons les nappes d!un point critique

dont nous donnerons quelques propriétés (par.3 et par4d).

Paragraphe 1.~ TRIADES SANS POINT CRITIQUE,

1.~ Le théoreme fondamentale.

THECREME 1 o=~ Soit (W,VO,V1) une triade compacte, et f (W,VO,V1) ——
([a,b],{a} ,{b}) une fonction de Morse sans point critique, il existe
un difféomorphisme CP: VO><[a,b] ——W tel gque le diagramme

VO X[a,b] L? —glw

Po f
[apb]

soit commutatif.

Pour la démonstration de ce théoréme, le lecteur consultera J. MILNOR,
Morse theory, (Annals of math. studies, Princeton, n°51, par.3). La démons=
tration consiste & munir W d'une métrique riemannienne, et a appliquer

la théorie des équations différentielles sur une variété au champ de

vecteurs X = grad.f / '}grad.f[!2 .
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Remarque.~ La restriction de ¢ & Vg X{a} définit un automorphisme 6
de VO . En composant ¢ avec 5 —1><id : Vo><[a,b] — VO><[a,b] , on

se rameéne au cas ou %’ induit sur VO xfa} 1tidentité de vo .

Si H est l'espace des difféomorphismes Y 3 VO><[a,b] — W
astreints & la condition du théoréme, et dont la restriction a VO><{a}

est 1l'injection canonique VO—~9\N » il est clair que le groupe G des

isotopies de V| opere & gauche dans H de fagon simplement transitive.

Remargues~ Si y € W est un point non-critique de la fonction

f:W-— R , il existe un plongement ¢ : p™1 x [-€,&] —W (oW n
est la dimension de W et Dn"1 la boule unité de E?"1
tf(O,O) =y et fo {}(x,t) = f(y) + t o Il suffit, pour trouver § , de

cholsir des coordonnées locales au voisinage de y pour lesquelles le

) tel que

champ gradef est égal au champ (0,ees,0,1)

2+~ Souse~triades.
Si N est une sous=-variété compacte & bord de W , dont le bord

bN est la réunion d'une sous-variété Mo de VO et dfune sous~variété

M1 de V1 g et si N est transversale & bW 1le long de BN , on dira

que (N,MO,M1) est une sous=triade de (W,VO,V1) .

THEOREME 24~ Soit (N,MO,M1) une sous~triade de (W,VB,V1) s et f une

fonction de Morse sans point critigue sur W qui induise une fonction sans

point critigque sur N , alors toute "trivialisation" Y : Mo><[a,b]-$ N

(le théordme 1 en prouve l'existence) gui induit l'inclusion canonique sur

MOX{a} peut se prolonger en une trivialisation &? H VOX lagb] —> W

induisant sur VO><{a} 1'application canonigue.

Démonstration.- Lorsquion a identifié N & Mo><I (ot I est l'inter-

[N

valle [a,b] ) par le difféomorphisme Y , et W & V_ XI par un
difféomorphisme dont le théorzme 1 affirme l!existence, choisi de fagon
qu'il induise l'application canonique sur VO><ia§ s, le probléme du

prolongement de ‘f devient celul de la recherche d'une isotopile de VO ’
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dont la restriction a Mo soit une isotopie de plongement de MO dans
VO données Dtaprés le théoréme de fibration de Cerf (voir Séminaire
CARTAN,nO15,(1962-63) exp«8, page 1), llapplication de restriction
Aut(VO)-——~>Pl(MO,VO) est une fibration localement triviale, et on peut
donc relever tout chemin de l'espace Pl(MO,VO) lorsquton stest donné le

relévement de son origine. Ceci achéve la démonstratione

Remarquons que, si “ n'induit pas l'application canonique sur
ﬁQ)X{a} , pour prolonger Y il faut dlabord savoir si le difféomorphisme
de Mo défini par ‘P' N&)X{aﬁ , se prolonge en un difféomorphisme de VO ,
clest~a~dire si 1l'origine de 1l'isotopie de plongement admet un relévement

dans Aut(Vo) .

figure 1

3+~ Voisinages tubulaires de sous=triades.

Nous groupons dans ce numéro deux résultats techniques qui nous

seront utiles par la suilte.

PROPOSITION 1.~ Soit (W,VO,V1) une triade, f une fonction de Morse

sur W ,(avec points critiques éventuels), soit (N,M,M;) une sous=~triade

sur laguelle f induit une fonction de Morse sans point critique, alors

N admet dans W un voisinage tubulaire dont les fibres sont & niveau

constante

- ¥~\;;\ \
T N iR
- : “\!A\ \\\\\ figure 2
S Y oy

N | \
B i St S cemy W
/\\.~___._.-‘v_.._,_.L ; SO o}

M’O
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Notons I 1le segment [a,b] (ot a = £(V ) et b= £(Vy))
Le théoréme 1 prouve l'existence dlun plongement Y 3 MO><I-——+W ’

dont l'image est N , et qui rende commutatif le diagramme
X I ki > W
SNZ
I

Si U est un voisinage tubulaire assez petit de MO dans VO s On sait

My

que ﬁ) se prolonge en un plongement O: UXI —W qui induit 1l'appli-
cation canonique sur U X{a} , et qui réalise un voisinage tubulaire

de N dans W (ceci dl'aprds les propriétés des voisinages tubulaires).
Mais @ ne respecte pas les niveaux sauf le niveau a et le niveau b .
Nous aurons démontré la proposition lorsque nous aurons remplacé © par
un plongement ? t SXI — W (ot S est un voisinage tubulaire assez
petit de N% dans VO ), qui prolonge @i s, qui induise l'application
canonique sur Sx{a}, et qui respecte les niveaux, c'est-a-dire rende

commutatif le diagramme
S X I

.y
px /

I

Pour tout x de U , considérons la fonction t r=f(0(x,t))
Lorsque x est un point de Mb , la dérivée de cette fonction n'est pas
nulle (car elle est dgale & 1 ) 3 il existe donc un voisinage S (tubu-
laire) de Mo dans VO s tel que la dérivée ne s'annule pas pour X
dans S .« Lapplication ¥ : SXI —>SXI définie par T{x,t)= (xf(6(x,t))
est donc un diffdomorphisme de SXI sur lui-m8me, et le plongement

 ou] p
composé % = 0. est le plongement cherché,
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PROPOSITION 2.- Soient (w,vo,v1) R (N,MO,M1) et f , une triade,

une sous~triade et une fonction de Morse (avec points critiques éventuels).

Soit h un niveau compris entre a et b , et V 1la surface de niveau

h de W (la surface V n'est pas une variété si f a des points criti-

ques de niveau h ). On _suppose qu'il existe un fermé S de V , contenant

VN N=M , et ne contenant aucun point critique de la fonction f , et

que f induit sur N wune fonction de Morse qui n'a pas de point critigue

au niveau h o Dans ces conditions, il existe un voisinage ouvert U de

S dans V , et un plongement 2 U X [0,6] — W (pour £ assez

petit) tel que

(a) le diagrammec
U X[0, €] g W
h+2>\\ u/4;
2 !
[hyh+ €]

soit commutatif,
(b) ifilJXEO} soit lt'application canonique,
(c) %3iNiX[C% €] soit un difféomorphisme sur la portion de N

comprise entre les niveaux h et h+ €& .

i A A S e .
s -~

La proposition 2 ressemble & la proposition 1, mais on stimpose icl
un "minimum" pour le voisinage trivialisé de la sous=variété.

Indications pour la démonstration.- On utilise la proposition 1 pour munir

un voisinage tubulaire de N , au voisinage du niveau h , d'une métrique
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pour laquelle N est un lieu de lignes intégrales de grad.f . On prolonge
cette métrique & W , et on construit Y & l'aide des lignes intégrales

de grad.f comme dans la démonstration du théoréme 1,

Paragraphe 2.~ POINTS CRITIQUES.

Comme la démonstration du théoréme de MORSE n'est pas plus difficile
pour un espace de Banach quelconque, que pour un espace de dimension finie,

nous donnerons la démonstration la plus générale, (voir R. PALAIS, Morse

theory on Hilbert manifolds, Topology, vol.2, 1963, p«299~340).

il

lee Forme canonique pour un point critique non-dégénéré.

THEOREME 34~ Soit U wun voisinage de llorigine O dlun espace de Banach E,

et f : U—> R une application de classe ¢” (n » 3) pour laguelle O

est un point critigque non-dégénéré ; il existe un Cn"2-difféomorphisme

x = Y(y) d'un voisinage de O {(dans E ) sur un voisinage de O (dans U)
f

tel que la fonction f(tf(y)) - f{0) soit guadratique en y (clest-—d~dire

soit un polyndme homogéne de degré 2 ).

I1 suffit de considérer le cas ot f(0O) = O . La formule de Taylor

nous donne, dans un voisinage V (¢ U) de O , étoilé par rapport & O

1
£(x) = (v{ (1=t) £ (tx) dt)(x,x)
o}

soit £(x) = g(x)e(x,x)

ol g est une application de classe c"=2 ge V dans ltespace des
formes bilinéaires symétriques et continues sur E o Pour x assez
voisin de O , g(x) est non-dégénérée, et définit donc un isomorphisme
G(x) de E sur E* = L(E,R) . Soit Y(x) = G(0)™

assez voisin de O , Y(x) est voisin de lt'identité de E , et on peut

o G(x) 3 pour x

trouver une application A d'un voisinage W de O (dans E ) dans E*e,

de classe CM™2 , telle que Y(x) = A(x). A(x) .« On va démontrer que
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f(X) = g(o)-(A(X).X, A(X)oX) .

Ceci achevera la démonstration du théoréme : il suffit de vérifier que

y = A(x).x définit un difféomorphisme d'un voisinage de O dans W ,
sur un voisinage de O dans E , ce qui est évident puisque la dérivée

en O de l'application x +> A(x)ex est égale & A(O) = id(E) .

La symétrie de la forme bilindaire g(x) permet de calculer la

transposée de Y{(x)

pour tous u € E¥ , z e E ,

u(¥(x)ez) = u(G(0)™ s G(x).z)
= G(0)(G(0)™" o) .G(0)™ . G(x) .z
= G(0)(G(0)™" s G(x).z)G(0) " au
= G(x)24G(0)™ su = G(x) o G(O)™ .z
dtod y(x) = a(x) . a(o)™

I1 en résulte que tY(x) = G(0) » Y(x) & G(O)m1 : la transposde de Y se
déduit de Y par l'isomorphisme G(O) de E sur E* , Il en est de

m&me pour la "racine carrée" de Y : sa transposée est
ta(x) = G(0), A(x) . G(O)" .
Donc g(0) e (A(x) ex, A(X)ex) = G(O)4(A(X)ex)a(AlX)ex)
= PA(x) 5 G(O) o A(x) exux

G({O) exex = f(x)

H

Ceci achéve la démonstration.

Le difféomorphisme trouvé n'est pas le seul & transformer f en une

forme quadratique, et naus verrons plus loin qufon peut lui imposer un

certain nombre de conditionse Néanmoins, si x = tp(y) est un difféo=
morphisme tel que £(¥ (y)) = £(0) + P(y,y) , o P est une forme bi-

linédaire symétrique sur E , le calcul de la dérivée seconde de f

montre que
2P(y,y) = £"(0)o(§ *(O)ay, P*(O)ay) .
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Ainsi, si f est une fonction de Morse sur une variété W , et
¢ € W un point critique de f , il existe au voisinage de ¢ un sys=-
téme de coordonnées locales tel que f(x) = f(c) soit un polynfme
homogéne de degré 2 des coordonnées locales. En outre, pour tout systéme
de coordonnédes locales de ce type, le polyndme obtenu a pour image par
1tisomorphisme canonique de W (au voisinage de ¢ ) sur l%espace tangent
3 W en c¢ (au voisinage de O ), le polyndme symétrique %-f"(c) y qui
est "bien défini" puisque f!(c) = O . En particulier, son indice est
égal & 1l'indice i du point critique c¢ o Nous n'utiliserons que les
coordonndes locales pour lesquelles f£f(x) - f(c) se réduit a une somme
de carrds (une transformation linéaire sur les coordonnées permet de
transformer une forme quadratique d'indice 1 , en une somme de i
carrés négatifs et de n=-1i carrés positifs), alors on aura :

2 2

2
f(x):f(c) m X cae = X + X + ..Q"*‘X Y
1 i i+

N

o

2.~ Etude du moddle de point critique, voisinage de Morse.

Nous allons donner quelques définitions et notations concernant la
fonction h : R —s R , définie par

h(X)="X2-...-x2+x2 +000+X2

1 i i+ n
dont nous venons de montrer qulelle est le modéle d'une fonction de
Morse au voisinage dtun point critique dfindice 1
Le point O est le seul point critique de la fonction h . Pour
faciliter 1'écriture, on notera Y = (x1, seo Xi) € E} et

Neel . , .
vy Xn)éé R . La surface de niveau superieure

Z=(Xi
Newloe

+1.

hix) = - Y2 + 72 = 1 est difféomorphe au produit .5} XS par le

difféomorphisme 3
(y,z) (€ RY x s™3=1y 5 (v,2) (€& R* xR™™)

(1)
¢ Y:y.ﬂ‘-ﬁ- et Z = z«chly| o
Y
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De méme, la surface de niveau inférieure h(x) = -1 est difféomorphe

au produit =1 & R,

——

Le voisinage de Morse modéle M est défini par les indgalités :

1~ y2 o+ 22

comprend s

1 , et ’Y{.[ZI{C} « Clest un compact dont le bord

- une portion de la surface de niveau supérieure difféomorphe au
produit D! X gni=1 (par le paramétrage (1) ),

~ une portion de la surface de niveau inférieure difféomorphe

1 »
au produit s*™ x p™™t ’

Jzf =1

comprise entre les niveaux «1 et 1 4 Elle est donc le lieu de

~ la surface latérale qui est la portion de la variété IY

trajectoires orthogonales des surfaces de niveau de h o Son bord
est la réunion de deux exemplaires de gi=1 x gn-i~t placéds 1ltun

au niveau -1 , l'autre au niveau 1 , et comme la restriction

de la fonction h & la surface latérale est sans point critique
(puisque cette surface est orthogonale aux surfaces de niveau de h),
il résulte du théoréme sur les triades munies dtune fonction de
Morse sans point critique, que la surface latérale est difféomorphe
au produit [~1, 1] X 81—1 X Sn_i_1 de fagon telle que h soit

envoyé sur la projection sur [-1,1] .

La nappe descendante de O est la partie de 5? X {O} contenue

dans M ; clest le disque Dt x {O} ; elle ne rencontre pas les surfaces
de niveau h(x) > O ; le seul point de niveau O est le point O , et
son intersection avec une surface de niveau compris entre =1 et O est

une sphéere de dimension i=1 centrde en O . On définit de la méme

maniére la nappe montante. La réunion des deux nappes constitue la réunion

des lignes de gradient de h (oh trajectoires orthogonales des surfaces

de niveau) issues de O .



La figure 4 représente le cas n=2 , i=1 , La figure 5

représente le méme cas, mais le dessin est tracé sur la sous~variété
3 , .

de R d'équation x5 = h((x1,x2))

n=3,i=2

o« La figure 6 représente le cas

.hﬂ,//\\\\&
,. /
/ \
N

figure 1

figure 3

Remarquee~ Ce que nous venons de dire ne stappligue pas aux cas des

est la boule de
, qui s'identifie & la nappe montante (pour i = O )
ou descendante (pour i =

points critiques d'indice O ou n , Dans ce cas, M

centre et de rayon 1

n ) : il n'y a qutune seule nappeces



Rétractions de M adaptées & la fonction h .

Nous ne donnerons pas de définition des rétractions de M adaptées
& la fonction h , mais nous nous contentons d'indiquer trois types de

rétractions de M qui nous seront utiles. Apreés lecture du paragraphe 3,

e} . ;e s r . fme sy s
n-1, le lecteur soucieux de précision pourra écrire cette définition.

(a)s Homothéties. Soit A un réel inférieur 2 1 , et %& : M — M

1L'homothétie de rapport A et de centre O 3 l!'égalité
)
h(Ax) = A %.h(x)
prouve que <Ph envoie les surfaces de niveau de h dans des

surfaces de niveau de h

(b)e Rétraction suivant les lignes de gradient de h .

Si g3 [-1,1]—> [~1,1] est une application croissante qui
soit 1'identité au voisinage de O , ltapplication T M — M
définie en associant & tout point x de M l'unique point
{K(X) situé sur la méme ligne de gradient que x , et tel que
h(T (x)) = g(h(x)) , sera appeldée une rétraction suivant les
lignes de gradient de h . Elle envoie les surfaces de niveau
dans les surfaces de niveau, et pour un choix convenable de la
fonction g , l'image de M sera dans un volsinage arbitraire
de la surface de niveau O : il suffit de choisir 1%image de g
assez petite (fig.8).

Si on choisit pour ¢ une fonction qui soit lt'identité sur [~1,0]
et telle que l'image de [O,1] soit assez petite, la rétraction
laisse invariante la portion de E de niveau négatif, et envoie

la portion positive dans un voisinage de la surface de niveau 0O .

(fig9)
figa7 fig.8 fig.9
1o LN e Fe o N
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(¢)e Rétraction suivant les lignes de gradient de la fonction
k(Y,2) = |Y|.|Z]

On définit cette rétraction de fagon dévidente, et, comme les

lignes de gradient de la fonction k sont contenues dans les
surfaces de niveau de la fonction h , cette rétraction envoie
encore les surfaces de niveau de h dans des surfaces de
niveau de h . Un choix convenable de cette rétraction permet

dfenvoyer M dans un voisinage arbitraire de la réunion des

T

= \/

deux nappess

AN

\»\_ﬁ//\\
AN

(/

figure 10

Paragraphe 3.- NAPPES,

1+~ Voisinage de lorse et nappes sur une variété.

Dans ce numéro, W désigne une variété différentiable de dimension n
£ une application différentiable de W dans R , et ¢ un point criti-

que non-dégénéré d'indice i pour la fonction £ .

DEFINITION.~ Si M est le voisinage de Morse modele pour les points
critiques d'indice i sur les variétés de dimension n , on dit qu'un

plongement { ¢ M —— W est un plongement adapté 3 f en ¢ , si Y(O)=c

et s'il existe un plongement croissant ¢ * 3 [~1,1} — R tel que
fo<{‘ = Kf’o h 3 clest=a~-dire

T S

h\/ (‘F‘ \i/f

[~1,1] ————> R est commutatife

H



- I1e13 =

Propriétés.
(a) Si YeW—W , et yt: R — R sont des plongements, et
g : N —> R une application différentiable, si Y est crois~
sant et s1 goY = Y's f , alors W {c) est un point criti-
que non=dégénéré pour g , et ﬂlo‘f est un plongement adapté

& g en Y(c) .

Moty W —Y
hl fl Lg
\ o S
I RN S AR

(b) Pour tout point critique, il existe un plongement adapté, Le
théoréme de Morse nous donne, en effet, un plongement q) dtun
voisinage ouvert V de O (dans R" ) dans W tel que

£(P(x)) = h(x) + £f(c) . Il existe un nombre positif A tel que
1'homothétie de centre O et de rapport 7 envoie M dans V ;
le plongement Y : M —s W défini par ¥ (x) = ¥ (A x) est

évidemment adapté & f en ¢

M Ay Y o

hl hjl 1f
2 R

R A S R 1d+f(o)> R

(¢) si (k?t)tea[0,1] est une isotopie adaptée du voisinage de

Morse modele M , et Y : M —> W un plongement adapté & f
en ¢ , alors pour tout t € [0,1] 1le plongement c{ 3) : M —W
est adapté & f en c¢ (clest cette propriété qu'on v1ent

d'appliquer en (b) & lthomothétie de rapport A )e

DEFINITIONe= Soit N wune scus-variété de W , on dit que N est une
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nappe descendante (resp. montante) du point critique ¢ pour la fonction

f s'il existe un plongement de M dans W , adapté & f en c , tel
que N soit l'image de la nappe descendante (resps montante) du modéle M ,

I1 en résulte que N est difféomorphe & pt (respe ph=i ) .

Propriétés.
(d) si Y: M — W est un plongement adapté, et N la nappe

descendante (respe. montante) correspondante, il existe une
. . :0 1
isotopie (Y t)t€5[0,1] de plongements de E. dans W telle
que
« pour tout t &€ [0,1] , (? . soit un plongement adapté,
. %)t = kf sur la nappe descendante (respe. montante)

modele,

r{) = '\Q
o L
« ltimage de ? 1 soit contenue dans un voisinage arbi-

traire de la nappe N

On obtient L?t par composition de et dtune rétraction

adaptée de M , laissant fixe la nappe descendante (respess)
et dont ltextrémité a son image dans un voisinage assez petit
de cette nappe : pour cela on compose une rétraction du type

(¢) avec une rétraction du type (b) .

(e) Si 1%on prend seulement une rétraction du type (c) , on peut
starranger pour que l!'image de %31 soit contenue dans un voi-

sinage arbitraire de la réunion da la nappe montante et de la
nappe descendante.

(f) De méme, si (%3,LP') est un plongement adapté, en composant Y
avec une rétraction du type (b) , on peut, sans changer les
images des nappes, modifier %” par n¥importe quel automor-
phisme différentiable du segment [~1,1] qui soit égal &

ltidentité au voisinage de O .

0 fs s
Nous donnerons au n 3 une caractéristique des nappes.
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2+~ Complément au théoréme de lorse.,

THEOREME 4.~ Soit E wun espace de Banach, p : E —> R une forme guadra=

tique continue non-dégénérée, et P : E — E™ 1'isomorphisme correspon-

dant ; si E est la somme directe de deux sous—espaces fermds M et N

qui soient conjuqués pour la forme quadratigue p (clest-a-~dire que

¥yeM ,et VzeN ,ona Ply)lez=P(z)ey=0.) etsi q et r

sont les formes quadratiques (supposées non-dégénérées) induites par p

sur M et N , alors
p(x) = qly) + »(z)

(od (y,z) représente la décomposition de x sur M et N respective~

ment)s Sous ces hypotheses, si k : N —> M est une application de classe
Cr—2__

¢t (r >3) , tangente & O au point O (£ N) , il existe un

difféomorphisme dtun voisinage U de O dans E sur un voisinage V

de O dans E , noté
X = (Y,2) = (Y(y,z), 9(y,z)) = O (x) ,

tel que
(a) p( & (x)) = p(x)

(b) y=k(z)ée= Y =¥(y,z) =0

H(ysz) =0

il

(c) z =0 Z

Commentaire.~ Le théoréme affirme que le groupe des difféomorphismes de E

qui laissent invariante la forme quadratique p , contient des difféom-
morphismes d'un certain type : i.e. transformant en son plan tangent &
l'origine une surface, tout en conservant le sous-espace conjugué de ce

plan tangent (pourvu que les formes quadratiques induites par p soient

non=dégénérées) .

Démonstratione~ Nous choisissons Y =Y(y,z) = y = k(z) de sorte que la

condition (b) est vérifide, et nous cherchons Z =Y(y,z) tel que

r(Z) + qly = k(z)) = z(z) + ql(y)
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soit
r(Z) = r(z) + 2Q(y)k(z) = qlk(z)) = £(y,z) .

On procede alors comme dans la démonstration du théoréme de lorse : la

formule de Taylor appliquée & f(y,z) considérée comme fonction de z

donne f(y,z) = gly,z)e(z,2)

car £*(yyz) = 2R(z) + 2Q(y)ek?(z) = 2Q(k(z)) k1 (z)
Z

stannule guel gque soit y pour z = O , On peut alors trouver, pour

(y,z) assez voisin de O , un élément A(y,z) de N¥ , tel que
Aly,z) o Aly,z) = G(0)™, Gly,z) 3

et on prend pour ¥ 1l'application
Z = Aly,z)ez &

Les conditions (a) et (c) sont donc ainsi vérifides. En outre l'appli=-
cation B ainsi définie est un difféomorphisme puisqutelle est tangente
en O & l'application identique (comme il est facile de vérifier par le

calcul des dérivées des applications ¢ et Y )e

Ce théoréme va nous permettre de donner une caractérisation des nappes.
Remarquons auparavant que lorsque E est un espace de Banach, et M un
sous—espace fermé sur lequel p induit une forme non-dégénérée, le conju-
gué N de M est son supplémentaire et p induit sur N wune forme non-

dégénérée.

3e~ Caractérisation des nappese

PROPOSITION 34~ Si N est une sous-variétd de W , difféomorphe au disque

L N . . .
D™ , dont le bord se trouve & un niveau constant de la fonction f y in=

férieur au niveau f(c) , si N contient ¢ et si f induit sur N une

fonction de Morse dont le seul point critique est le point ¢ s avec

l'indice i , alors N est une nappe descendante de ¢ .

Il vy a un énoncé analogue pour les nappes montantess En outre,
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si N et N' sont deux nappes descendante et montante respectivement,

dont les plans tangents en c¢ sont conjugqués par rapport & f"(c) s N

et N' sont les nappes d'un méme plongement adapté du modele M dans W .

Démonstration.

(a). Soit ¢ wun plongement de M dans W adapté & f en ¢ , et
tel que l'image de la nappe descendante modéle soit tangente en
¢ & N (ce qu'on peut toujours réaliser par un changement de
variables lindaire parce que f"{c) induit une forme définie
négative sur le plan tangent & N ) 3 au voisinage de O y
1'image réciproque de N est une surface d'équation Z = k(Y)
(avec les notations du numéro 2) o k est une application
différentiable de _EF dans Ef"i s tangente & O au point O .
Le complément du théoréme de Morse nous fournit un difféomor-
phisme 6 d!un voisinage de O dans ﬁ sur un voisinage V
de O dans M , conservant la fonction de Morse moddéle h ,
et envoyant @ "1(N) (au voisinage de 0) sur la nappe descen—
dante modele, Le plongement composé ‘?0 @'4 t+ V — W envoie
donc, au voisinage de O , la nappe modéle sur un voisinage
de ¢ dans N , et f, kPOQ-J': Prtoh o I1 en résulte
qu'un voisinage de ¢ dans N est une nappe descendante de ¢ .

Comme le plan tangent & N' en ¢ est conjugué du plan ten—
gent & N , l'image réciproque de N! par H‘%@m1 est tan-
gente en O a la nappe montante modéle, et le complément du
théoréme de Morse nous fournit un second difféomorphisme € !
qui envoie l'image réciproque de N!' sur la nappe montante mo=—
dele, en conservant la nappe descendante (& cause du {c) du
théoréme 4). En considérant le plongement ﬁ?O 9~J o€3’"1 on

voit, qutau voisinage de ¢ , N et N! sont les nappes dlun

méme plongement adapté.

(b)s Il reste & étendre ce plongement de fagon & obtenir pour nappes

N et N! en entier. Soit donc ¥ un plongement de M



dans W , adapté & f en ¢ (on supposera méme, pour simpli-
fier, que Y envoie la fonction h sur la fonction f ) tel
que l'image Y(N) de la nappe modele soit une sous-variété D
de N , dont le_bord S est au niveau ~1 o Soit x—b2 le

niveau du bord de N , le complémentaire de D dans N est une

couronne C difféomorphe au produit Sl""1 X D—b2 , =1] par un
difféomorphisme qui envoie la fonction f sur la projection sur

le segment [~b2 ,~1] (d'aprés le théoréme 2 du par.?). Toujours
dlaprés le paragraphe 1, on peut trouver un voisinage tubulaire

fermé T de C dont les fibres sont & niveau constant. A l'taide

dfune rétraction de M le long des lignes de niveau de h , on

peut modifier Y de fagon que l'image de la surface de niveau

inférieure de M (de niveau =~1 ) soit contenue dans T

(voir par.3, n°1).

Ri
AN
b

|

-b

figure 11 figure 12

Soit, dans le modele .ﬁp , MY le voisinage O obtenu en

2

saturant M jusqu'au niveau inférieur =D le long des lignes

de gradient de h 3 M! est défini par les inégalités :
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se prolonge en un plongement q)' : MY — W , respectant les

Z!‘é 1 « Le plongement N

niveaux, et envoyant la couronne (Z =0 , 1 ¢ [YQI,g pe )
sur la couronne C o Pour construire V¥ ' , il suffit d'utili-

ser la trivialisation de T + Une rétraction de M! sur M

a——

le long des lignes de gradient de h permet de transformer‘ \t

en un plongement adapté ayant toutes les propriétés annoncées.

I1 ne reste plus qu'a recommencer, pour la nappe montante,
les opérations ci-dessus en remarquant qulelles ne modifient pas

1'image de l'autre nappe.

4 4~ Nappes de gradient.

DEFINITION.- Soit N wune nappe descendante du point critique ¢ , dont
le bord bN est au niveau f(c)- b2 et supposons que la variété W est

munie d'une métrique riemannienne ; on dit que la nappe N est la nappe
2

de gradient pour cette métrique si N est la réunion des lignes de gra=-
2

dient de la fonction f comprises entre les niveaux f(c) et f(c)-b
auxquelles le point c¢ est adhérent. Il y a une définition analogue pour
les nappes montantes.

Par exemple, dans le voisinage de Morse modele M , les nappes sont
les nappes de gradient pour la métrique induite par la métrique euclidienne

. . n
ordinaire de R .

PROPOSITION 4.~ Toute nappe N du point critigue ¢ est nappe de gradient

pour une certaine métrigue riemannienne sur W

La nappe N est en effet 1l'image de la nappe canonique par un plon-
gement adapté %) du voisinage de Morse modéle M dans W . Elle est
donc nappe de gradient pour toute métrique prolongeant la métrigue sur

%>(M) transportée de celle de M

Plus généralement, soient Nj,N2 y eoe g Nr des nappes descendantes
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et N‘1,Iﬂ'2 ? ose N’r des nappes montantes relatives aux points criti-

 telles que les plans tangents en cs a Nj et

N!'  soient conjugués ; si ces nappes sont "disjointes", clest-a-~dire sans

queS C'l [} C2 s s 9 C

au%re point d'intersection que les cj = Njf\ N’j 3 11 existe une métri-
que riemannienne pour laquelle toutes ces nappes sont nappes de gradient,
Il existe en effet des plongements t?j : E — W pour lesquels Nj et
N'j sont images des nappes canoniques et dont les images sont contenues

dans des voisinages. des Nj(J N‘j assez petits pour 8&tre disjoints.

Application au prolongement d'une nappe.~ Etant donnée une nappe N des=

cendant du point critique ¢ jusqu'au niveau £(c)~b2 , on munit W
d'une métrique adaptdée & la nappe N {cf. prop.4). Supposons que par tout
point de DbN passe une ligne intégrale de gradef qui soit définie entre
les niveaux f(c)- 82-b2 et f£(c)-b? ; alors la réunion Nt de la
nappe N et de toutes ces lignes de gradient est une nappe descendant

de c¢ Jjusqulau niveau f(c)-—a2--b2 « Cela résulte immédiatement de la

caractérisation des nappes (prop.3).

Paragraphe 4.~ UN LEMME UTILE,

Pour finir ce chapitre, nous démontrons un lemme technique que nous
utiliserons par la suites Le lecteur pressé ou peu courageux peut s'abste-

nir dten lire la démonstratione

PROPOSITION 5.~ Soit N une nappe d?un point critigue d*une fonction de
w . . . »
Morse f sur ; si ((?t)t.e[0,1] est une isotopie du bord bN de N

dans la surface de niveau de bN , dont l'image ne contienne aucun point

critique de f , il existe une nappe N! , qui coincide avec N en-

dehors d'un voisinage arbitraire de bN dans N , et dont le bord bN!?

est 1'image (P1(bN) de llextrémité de l'isotopie (‘ft) .

Soit a 1le niveau de bN , nous allons construire une nappe N¥

qui coincide avec N au~dessus du niveau a + €& « Soit V un voisinage
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de l'image de ¢ N (et en particulier de bN ) dans la surface de niveau
a ; on peut supposer que V est une variété a bord, et on sait alors
(parel, prope2) qu'il existe un tube T , compris entre les niveaux a

et a +% (avec ML ) dont l'intersection avec la surface de niveau
a soit V , et un difféomorphisme ¢ :V X [0,m] — T qui envoie

bN X [O,’?] sur la couronne C de N comprise entre les niveaux a

et a+m , et tel que fF(Y(x,y)) =a+y , 0o xeV et ye [O,'7] .
Désignons par [ wune application différentiable de [0, ] dans [0,1]
telle que P(0) =1 et P('7) = P (M) =0 , et par C! 1'image de
bN X [0,m] dans T par l'application &3 (x,y) mﬂﬂ%%’(%)e (y}(x),y) .
Ce plongement est tangent en tout point de DbN X %”?f a la restriction

de Y & DN XiO,HQ} (dtaprés le choix de f )y et £ induit sur C!
une fonction sans point critique puisque, d'apres l'expression du plonge-
ment @ , C! est transversale aux surfaces de niveau de f . Dfapres
la caractérisation des nappes, la sous~variété N de W obtenue en

recollant C! & N & la place de C , est une nappe, ce qui acheve la

démonstration.
/]
1
N
\
a-M:)
T~ c!
0 — @
Y,

fige 13 ¢ la fonction P figure 14



- IIT1 =

CHAPITRE III

CROISEMENTS ET NAISSANCES

Dans ce chapitre, on démontre (par.2) l'existence sur toute triade
dtune fonction de Morse ordonnée, clest-a-dire dont les valeurs critiques
sont fonction croissante de leur indice. On obtient une telle fonction par
déformation d'une fonction de Morse arbitraire donnée sur la triade. On
étudie dlabord un moddle de croisement de deux points critiques mal rangés
(parsl), puis on plonge le modéle dans la triade. De méme, on décrit au
paragraphe 3 un modéle de naissance d'un couple de points critiques, 1l'un
d'indice i , l'autre d'indice i+!1 , et on donne (pare4) un critére
pour que le plongement de ce moddle permette la cancellation diun tel

couple de points critiques dans une triade.

Paragraphe 1.~ CHEMIN ELEMENTAIRE DESCENDANT,

Soit h : M —> [~1,1] 1la fonction de Morse canonique sur le voisi-
nage modéle M , et ws: M — [0,1] une fonction cloche & support
contenu dans 1'intérieur de M , et égale & 1 au voisinage de O .
Pour tout A e [0,1] , la fonction

h =h,- Aear
est une fonction de Morse dont l'unique point critique est O , pourvu
que & >0 soit assez petit. Pour A =1 , la valeur critique correspon-

dante est h1(0) R

DEFINITION~ On appelle chemin élémentaire descendant relatif au point

criticue ¢ de la fonction de Morse f ¢ W——=R un chemin (f4)
q — A 36[0:1]

dlorigine f dans l'espace F des fonctions sur W pour lequel

=1

il existe un plongement ‘P : —3>W adapté & f en ¢ tel que pour

tout A e€[0,1] on ait 3
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=
)

bi s W
h;\l Jf.' fped =feh
i3 ! R
. FlW=GM) = £ | W= (M)

Un tel chemin est entiérement déterminé par la donnée du plongement
adapté kf « Remarquons aussi que fA est une fonction de Morse pour
toutes les valeurs de A € [0,1] sauf un nombre fini : le seul accident
possible est que la valeur critique fﬂ(c) soit égale & une autre valeur
critique f£(c!) . On dit alors que le chemin (fy) a réalisé le croise-

ment des valeurs critiques en ¢ et c!' .

PROPOSITION 1.~ Soit N une nappe descendant du point critigque ¢

susqufau niveau f(bN) = a , pour toute valeur b ¢ Ja,f(c)[ il existe

un _chemin élémentaire descendant (f,) relatif au point c tel que

f1(0)=b .

Démonstratione- La nappe N est image de la nappe canonique par un

plongement adapté %} :

o)
o €«=— 1=
}..b

On a vu (ch II§3 n°1) quton peut choisir le couple (9,9") de telle
sorte que LW(~ £) = b . Le chemin élémentaire descendant correspondant

est le chemin cherché.



Paragraphe 2.~ FONCTION DE MORSE ORDOWNEE SUR UNE TRIADE,

DEFINITION .~ Une fonction de Morse ordonnée sur la variété W est une

fonction de Morse f : W —> R dont les valeurs critiques sont rangées
dans ltordre croissant des indices, c'est-a-dire qu'on a @
(1) [f(c) = f(c?)].[indice(c) =~ indice(c?)]} > O

pour tout couple (c,ct') de points critiques.

THEOREME 1 4= Sur toute triade compacte il existe une fonction de Morse

ordonnée.

Démonstrations.- Il existe sur la triade W une fonction de Morse f

la fonction présente un nombre fini de points critiques et elle est
ordonnée si et seulement si la relation (1) est vérifide pour tout couple

(¢c,ct) de points critiques consécutifs (i.ce tel qu'il n'y ait aucune

valeur critique comprise entre f(c) et f(c') ). Le théordme 1 résulte

alors de la

PROPOSITION 24~ 51 ¢ et c¢! sont deux points critiques consécutifs de

la fonction de Morse f avec fl(c!)<gf(c) et si indice(c) g indice(c?)

il existe un chemin d'origine f dans l'espace F qui réalise le croise~

v, (C S eed’ i -
ment des valeurs en ¢ et c¢ (Ctest~a~dire un chemin (ft)t;e[0,1j

ol ft est une fonction de Morse ayant mémes valeurs critigues gue f en

dehors de ¢ et c¢!' pour toute valeur de t sauf pour tog530,1[ ou

1'ona f. (c) =f, (') , et l'extrémité £y de ce chemin vérifie
0 0
f1(C) <:f1(c‘) )e

On va construire explicitement ce chemin ¢ ce sera un chemin élémen-

taire descendant relatif au point critique ¢ « On peut d'ailleurs signa=-
ler que ltexistence d'un chemin de croisement entre c¢ et ¢! implique
toujours lt'existence dfun chemin élémentaire réalisant ce croisement.

Compte tenu de la proposition 1, l'existence d'un chemin élémentaire conve~

nable est une conséquence de la
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PROPOSITION 34~ S1 ¢ et c' sont deux points critiques consécutifs de

la fonction f avec
fct) < f(c)

indice(c) ¢ indice(ct)

il existe une nappe N descendant de ¢ et de niveau inférieur

f(bN) ¢ flct) .

Démonstration.~ Soient N1 une nappe descendante relative & ¢ et NY,

une nappe montante relative & ¢! supposées toutes deux assez petites
pour &tre disjointes. On sait (ch.II,§ 3,n°4) qu'on peut alors munir W
d'une métrique riemannienne pour laquelle N1 et N% sont des nappes de
gradient, et qu'on peut prolonger ces deux nappes par les lignes de
gradient jusqu'd un niveau intermédiaire a ¢ f(c?) , f(c)[ » A ce niveau,
les bords bN2 et bN'Q des nappes prolongées sont respectivement une
(i-1)-sphere et une (n-i'~1)-sphére plongées dans la (n=-1)=-variété
f~1(a) (on a désigné par i et i' les indices respectifs de ¢ et ct).
Si ces bords sont disjoints, les lignes de gradient de tous les points
de DbN, se prolongent jusqu'd un niveau inférieur 2 f(c!) et la nappe
descendante prolongée convient.

Dans le cas contraire et si 1 ¢ i' on peut remplacer N2 par une
nappe N, dont le bord bl C t=1(a) est disjoint de bN! . En effet,
la somme (i-1) + (n-i'-1) des dimensions des variétés bN, et DN, est
strictement inférieure 3 la dimension (n=1) de la surface de niveau
fm1(a) et le théoréme de séparation de Whithney (ou bien le théoréme de
transversalité de Thom) fournit une isotopie de bN2 dans la surface de

niveau dont ltextrémité bN3 est disjointe de bN'2 ¢ d'ol la nappe N3

dtapreés la proposition 5 du chapitre 11,
Pour une métrique adaptée aux nappes (disjointes) N, et N, , les

lignes de gradient permettent de prolonger N3 en la nappe N cherchée.

(voir figure 1)



Paragraphe 3.~ MODELE DE NAISSANCE,

1 o= Premiére étude du modeéle.

. 12 n . -
Considérons sur R~ la fonction numérique

k(X)z—X2~...—x‘2+x' 2+-00+X 2+X3-—43SX .
S 1 i i+1 n=1 n n

Ses dérivées partielles sont les suivantes :

©k ok

—— = e 2X 9 dse g VU = o 2'X'i ’
% X1 1 dxi

ik ok
"";“""“ = 2)(. 3 * e, = 2X ‘,'
—'é"li = 3(X 2 - S) .

D%, n

I1 en résulte que la fonction kg, présente :
« pour s ¢ O aucun point critique,
« pour s > O deux points critiques non-dégénérés sur la droite

X, = X, = ees = X =0 3 1%n pour X = \/s a pour indice i

1 2 n=1
3/2
et pour valeur critique =~ 2g /

n

s ltautre, pour Xpy = o= \/;‘ s
a pour indice (i+1) et pour valeur critique 2532 ’
. pour s =0 un point critique dégénéré en 0 € R" .

Cet exemple montre comment apparait un couple ordonné de points critiques

dfindices consécutifs i et (i+1) o

2+- Plongement dans la variété,

Soit T B? —> [0,1] une fonction & support compact dgale & 1
dans un voisinage du segment (x4 = eee = Xpwt = 05 =1¢ x, ¢ 1) , on

pose

= 2 00 0 o 2 2 ss e 2 3 .
lt(x) == x“ - X, S X +x O xn+3q}~ﬂ&4kw(x)jxn
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Hors du support de @r la fonction 1.(x) =k éx) n'a pas de point

critiques Dans le fermé Tﬂ‘—1(1) , la fonction lt(x) =k ct(x) a des

points critiques déja étudiés. Dans le compact (Supp(w) - ﬁ5"1(1)) la

fonction ko n'a pas de point critique ; pour t e [-1,1] , on peut

choisir ¢ > O assez petit pour que la fonction 1 s assez voisine

t

de kj , n'y ait pas non plus de point critique.

L'application ¢-: B?—~_935? définie par

(leyitl,xn);""_'«; (X/"lOO,X ] 1~1(X))

N1

“
di g

est un difféomorphisme puisque ne s'annule jamais. En la composant

ax

n
avec une homothétie de rapport /" assez petit, on obtient un diffdomor-
phisme Y qui envoie le support de - & l'intérieur du cylindre

1 x 1¢ RY . On note B (comme birth) lt!image réciproque qf"1(Dn"1><I) .

PROPOSITION 44= En tout point y € W non critique pour la fonction f

on peut faire apparaitre un couple de points critiques dlindices i et

(i+1) en déformant la fonction f dans un voisinage arbitraire de vy .

Démonstratione=- Soit ¢ : Dm-1x I — W un plongement adapté & la fonction

en vy (ch.II,§ 1,n°1), clest=a~dire qu'on a un diagramme commutatif ¢

™l 1 RN W
5
I s R

Si 1'on note G =Yooy et 5" = ¢ ﬁ” » on définit, pour tout t ¢ [=1,1]
W ——s R par :

la fonction ft :

ft = f en dehors de & (B)

) = ! .
ftoe 901t sur B (B)

Pour t =~1 , on a ﬁ4=:f & cause de la commutativité du diagramme
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> W
lf
>R

Comme la déformation de la fonction lt lorsque varie le parametre t

9\

ntest effective que dans le support de w qui est contenu dans 1l'intérieur
de B , la fonction ft est différentiable ; clest méme une fonction de
Morse pour t #0 +Pour t < O elle a mémes points critiques que f
pour t =0 , il y a un point critique dégénéré en y , qui se dédouble
pour t > O en un couple ordonné d'un point critique dl'indice 1 et d'un

point d'indice (i+1) contenus dans ©(B) .
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Paragraphe 4.- COLLISION ET CANCELLATION DE DEUX POINTS CRITIQUES.

1 e=~ Enoncé du résultata

DEFINITION 4~ Soit (01,02) un couple ordonné de deux points critiques
consécutifs dlindices i et (i+1) pour la fonction de Morse

f : W——=R  Une nappe montante N1 relative a <, et une nappe

descendante N, relative & c, telles que F(bNy) = £(bNy) = a 4 ol

f(o1) {a<( f(02) , sont en bonne position si la (n-i-1)-sphére bN1

et la i-sphére bN2 se coupent transversalement et en un seul points.

THEOREME 2,~ Si c, &t ¢, sont deux points critiques consécutifs pour

lesquels il existe deux nappes en bonne position, il existe un chemin

dlorigine f dans l'espace F qui réalise 1'élimination de ces deux

points critiques.

Ct 301 i 4 ot ti
estma=dire un chemin (ft)té5[0,2j ol ft est une fonction de

Morse ayant mémes valeurs critiques que f en dehors de c¢; et ¢,

pour toute valeur de t sauf pour t =1 ou l%'on a un point critigue

dégenere (provenant de la collision de c, et Cy ) et la fonction f2

a m@mes points et valeurs critiques que f sauf 01 et c2 qui ont

disparue
Comme au paragraphe 3, on obtient un tel chemin en plongeant dans W

une déformation du type (ks) .

2.~ Description du voisinage double modele D

Soient M, et M, les voisinages de Morse modeles pour les indices

=1 =

i et (i+1) munis des fonctions de Morse canoniques h1 et h2 « S0it

VIR pi x gn=i-~1 — M le paramétrage (chelI,par.2,n°2) de la surface

de niveau supérieur de M, . 5i by est un point du bord supérieur de
la nappe montante de M, et si B, : pr=i=t . gn-i-t {0} est un
plongement tel que 91(0) = %)1"1(b1) , le plongement

W.oe(id x6,) + D x D™ sy,

est un paramétrage d'un voilsinage de b1 dans la surface de nilveau
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supérieure de M1 « A l'aide des lignes de gradient de la fonction h1 ’

on prolonge ce plongement en un paramétrage dfun voisinage de b1 dans g1
noté X, : D* X D™= X [~ €,0] —s M
la relation h1c>X:1(x,y,t) =11t .

De la méme manidre, on construit un paramétrage )ﬁz : Dl><Dn"1—1X[Oﬁ]

dfun voisinage d'un point b, de la surface de niveau inférieure de My o

adapté a la fonction h, par

1 1

Le voisinage double D est la réunion de M1 et de M, avec ltidentifi-
= o _‘-1 == ? .‘._

cation évidente de 7(,1(Dl><Dn = %O}) avec ')(,2(D1><Dn =1y gLO";) .

Le voisinage D est une variété & bord, arétes et coins, munie dtun

paramétrage d'un voisinage dw point b (qui résulte de l'identification

de b1 et b

X, :+ D XD X[—-&,S]-——-—v\g obtenu en recollant X1 et XQ .

Sur Q la fonction h obtenue en recollant h1~ 1 et h2+-1 est une

5 ) par le plongement

Ne=ieed

fonction de Morse ; on a hoX (X,y,t) =t .

On va maintenant munir d'une métrique riemannienne en déformant les
métriques canoniques de My et M, au voisinage de l'image de ¥, de
fagon qu'elles se recollent, et ceci de telle sorte que les courbes
t — X (x,y,t) soient des lignes de gradient de h , et, plus précisé-
ment, que les lignes de gradient de h soient réunions de lignes de
gradient de hy et de hy Pour cela, on recolle la métrique de M; ,
celle de M, et l'image par X de la métrique produit de

i neidd =2
D™ XD X[-&, £] & l'aide d'une partition de 1l'unité

3+~ Plongement et saturation du double modele.

PROPOSITION 5.~ Si c, et c, sont deux points critiques consécutifs de

la fonction f ¢ W — R pour lesquels il existe deux nappes N1 et N2

e

en bonne position, il existe un plongement <f1 @1 — W adapté & la

*e

nappe N1%‘qui se recollent en un plongement @ D —W adapté & la

fonction f par un difféomorphisme ¢' : R —s R tel gue folf =¢'oh .

Démonstration.- Soient L?1 2 M, ——W et %>2 ¢ M,— W deux plonge-

ments adaptés des modéles pour lesquels N1 et N2 sont respectivement

¥ot un plongement ‘?2 : My, ——> W adapté & la nappe Ny,
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les images des nappes canoniquess. Si V est la variété de niveau f*1(a)

1 =1
des voisinages tubulaires des sphéres bNi » S1 on a choisi '\P 1 et LP 5

s _ . R NaY ) ] ‘
et si M1 = ¢ (M) et 1\/12 = %2(3}2) , les intersections Mi NV sont

¢limages assez voisines des nappes (ch.II,par.3,n°1,propriété (a) ), la

condition de transversalité de bN, et DbN, au point bt = bN, N bN,,

assure que l'intersection de ces tubes est "bonne" : clest un cube

voisinage tubulaire trivial d'un voisinage de b! dans chacune des nappes.

. , i Nei=
Soit 1 D XD
saint ?1 avec un automorphisme horizontal de 1_\f11 (clest~a~dire conser—
vant les surfaces de niveau de la fonction h1 ) qui conserve la nappe

— V un paramétrage de ce cube j; en compo-

Lontante modéle, on peut s'arranger pour que W' =Y, ,1 | DiXDn“i“1><$LO} .
On fait la m&me chose pour ‘-P 5 e Supposons en outre quton a choisi Cf1

de telle sorte que fo L{31‘37(,1(x,y,t) =a+t et sz de telle sorte

que fo‘-P2 oxz(x,y,t) = a+ t ; alors les deux plongements (-101 et “PZ

se recollent en une application continue 1{7 : 2—-—»\ W , et si \-P‘,‘ et

\D '5 sont les deux changements de paramétre associés a LF1 et ¥, ,

la fonction &{”1(1 +t) = a+t sur [~ &, O] se recolle différentiable=~
ment & la fonction ?‘2(1:-—1) = a+t sur [0,&] o Comme la fonction h

a - - e . s . —_ t
est obtenue en recollant h'l 1 et h2+1 , les égalités fo‘ﬂ &?10111

et f o‘fz =‘-?'2cs h2 entrainent que fo tf = '-?' oh e
Il ne reste qu'd rendre différentiable le long de {‘{11 N }\_/_12 1tappli-
cation “F . Il existe des coordonnées locales (X,Y,T) dans W , au

voisinage du cube image de L{ o FX, , pour lesquelles on a
“?1 °X1(st9t) = (Xy"7 (x,y,t),t) ot M (x,7,0) =y

L?2 o X 5(%,7,t) = (75 (X,¥5t),v,t) ot ;(x,y,o) = X o
Par une déformation du plongement Qf1 0X1 laissant fixes les images
des surfaces (t = constante) et des surfaces (x = constante), on peut
déformer la fonction 7 en une fonction égale & y au voisinage de
t =0 , Cette déformation se transporte par )(J 1"'1 en une déformation
de Lf1 sur un voisinage de by qui conserve les images des surfaces

de niveau et de la nappe canonique montante. Cette déformation se
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prolonge en une déformation de k?1 sur M1 tout entier ayant les mémes
propriétés. Une opération analogue sur LF2 permet de rendre différen-

tiable le plongement ({ qui vérifie toutes les conditions de la propo-

sition 5.

Remarque.~ Comme les points critiques ¢y et ¢, sont consécutifs, on
peut toujours supposer que le plongement %‘: D ——W a une image
D = (?(2) comprise entre des niveaux entre lesquels les seuls points

critiques de la fonction f sont les points c, et Chpoe

Saturation.~ Soit f : W —>R (respe f' : W' —5 R) wune fonction de

Morse, c, et ¢, (respe C'1 et 012) deux points critiques consécu=~
tifs dtindices 1 et (i+ 1) pour lesquels il existe des nappes en
bonne position, et § : D —> W (resp. §' : D —> W') un plongement
(proposition 5) du voisi;age double modele ada;té a4 ce couple de points
critiques, d!'image (€(2) =D (resp. ‘P'(B) = D') , L'application

A = Q?"1<>‘P' : D — D! est un isomorphisme, et il existe un auto=

morphisme A! de R tel que £y A = Atoef

Munissons W et W' de métriques riemanniennes qui prolongent les
métriques de D et D! images de celle de D par ¢ et ! o Soit
S c W le fermé obtenu en prenant la réunion de toutes les lignes de
gradient de f wrencontrant D et limitées aux niveaux extrémes de D
on dit que S est le saturd de D .+ Le saturé S5 est une variété a
bord et & arftes obtenue en collant & D deux pavés isomorphes &
Di><Dn-i—1><I

, 1'un & la surface de niveau supérieur de M1 dans le

complémentaire de M1(\ M, par la face Dl><Dn"l"1><§O}- , et a la

surface latérale de M2 par la face Dl><sn"'l"2 X I , ltautre étant

collé de fagon symétrique (voir figures 3 et 4)e Il est clair que
1tisomorphisme A se prolonge en un isomorphisme de S sur le saturé
St de D! transformant encore f' en A',f . Il en résulte que s'il

existe une déformation & support dans ltintérieur de S qui é€limine les

points critiques c, et Chy ltapplication A la transporte en une

déformation analogue pour la fonction f! .



Conclusion.~ Pour démontrer le théoreme 2, il suffit de trouver, pour

une fonction de Morse particuliere, une déformation & support contenu

dans un voisinage double saturé gui élimine un couple de points critiques

d'indices i et (i+1) , et ceci pour tout i .

4 .~ Retour au modele.

On choisit comme fonction particulidre la fonction

2 2 2 2 3 1

o €'>0 sera fixé. La déformation est donnée, pour t € [0,2] , par

2 2 2 2 3 .
ft(X)-—"‘X,] "'ooo""xi +xi+1 +...+Xn~1 +Xn —3E (1«t"GJ'(X))Xn
or I ¢ 5? — [0,1] est la fonction cloche du par.3, n°2 , Comme au
paragraphe 3, hors du support de <t , la fonction ft = kg' nla pas de -
point critique. Dans le compact ur"1(1) s, la fonction ft = kst(1 £)
a deux points critiques déja étudiés pour 0Lt <1 , un point critique

dégénéré pour t =1 et aucun point critique pour t >1 o Enfin ¢'> 0

peut 8tre choisi assez petit pour que, sur le compact (supp(w) —TT"TZ;))
et pour t € [0,2] , la fonction ft s assez voisine g1 de la fonction
ko , ntait pas de point critique.

Montrons qu'il existe un voisinage double saturé de deux nappes en
bonne position de fo = ké| assez grand pour contenir le support de la
déformation fJC , c'est-a~dire le support de W , Il suffit d!étudier
les cas suivants (affinité sur la variable X ) e

. 2 3 -1
lercas : i=0 ; flx,y) = [x|T+y -~y ot (x,y)e¢ R" XR .

Le cas de 1 = n=1 est du méme coup résolu par la fonction =-f
1

Lign=2 ;5 flxy,z) == %%+ |y[*+2° -2

1 S S0 S e ot S

ot (x,y,2) @ " xR XR

Nous allons démontrer dans ces deux cas le

LEMME 1 4= Pour tout compact K C‘BF . il existe un voisinage double saturé




S pour la fonction f dont l'intérieur contient K .

Choisissons les nappes en bonne position 3

ler cas @ c, = (0, :%g) : N1 = composante connexe de (f‘< 0) conte-
nant c,
02::(0,*\/:-_%) ;N2=(X=O;—-1$y\<0).
2emecas c, = (0,0, wl;-) ; N1 contenue dans (x = 0) et f(bN1) =0
¢2 = (0,0, Jll-) : N2 contenue dans (y = 0) et f(sz) =0 .
3

Soit <f ¢ D ——«>§? un plongement adapté & ces deux nappes ; on munit
BF dtune métrique prolongeant l'image par (f de celle de D .+ Puisque
c et c¢ sont les seuls points critiques de f , on peut prolonger le

1 2
plongement ‘P le long des lignes de gradient de f de sorte que les

niveaux extrémes du saturé S soient -A et A tels que f(K) Cc[-A,A] .
Soit P < D la surface de niveau h=1(0) : clest le "plombage" de

deux couronnes six pr-i-1 o plxgn=i=1 | 12 donnée de thE s plon-—
gement dans la variété de niveau V = f_1(O) , suffit pour reconstituer
%}(2) et S & l'aide des lignes de gradient de f . Si, dlautre part,
K! est la "projection" de K sur V par les lignes de gradient de la

fonction f , le lemme 1 est démontré dés que K! est contenu dans

%’(g) . Il suffit donc de démontrer le

LEMME 2.~ Si %): D ~—~>£g) est un plongement adapté aux points critiques

c. et c¢. et aux nappes N, et N_ , pour tout compact K!CV il

1 - 2 1 2
existe une isotopie (%%)t e (0,1] du plongement Y|P =T : P —V

telle que K' soit contenu dans W}(P) .

2
1ler cas ¢ On traite seulement du cas n =2 et f(x,y) =X +Y =V 3

N hnc S W it A0

(on obtient le cas général & partir de celui-l&d par rotation dans

R" =_EP"1><B; autour de l'axe {O}XR ) La variété V est alors la
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courbe d!équation

2
x'“+y3-y=O

qui est difféomorphe & la droite, et F est un segment : dlou le lemme
(voir figure 3). -
2eme cas : On traite seulement ducas n=3, 1i=1 et
222:5:27 = -x2-+ y2 + z3 - z (on obtient le cas général & partir de
celui-~l3a par deux rotations). La variété V est alors la surface
dtéquation

-~ x2 + y2 + z3 -z =0

qui est difféomorphe au tore privé dlun point (penser & la cyclide de
Dupin d'équation x2(2~ 1) + y2(z+*D Fz0—7=0 qui est l'inverse d'un
certain tore par rapport & un de ses points) et P est le plombage de
deux couronnes difféomorphes & S1><I dont les 4mes sont plongées par <?
sur un cercle méridien et un cercle paralldle de (S1><S1) - {pt} Tespec-

tivement : dlot le lemme dans ce dernier cas (voir figure 4).
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figure 1

figure 2 : formation du modele double.
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figure 2 bis : le modéle double et son saturé (en pointillé)

figure 3
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figure 4
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CHAPITRE 1V

DEMONSTRATION DU THEOREME DU h~COBORDISME

Dans ce chapitre, on démontre le théordéme du h-cobordisme (voir
Introduction) : on sait (ch.III, par.2, théoréme 1) qu'il existe sur tout
cobordisme compact une fonction de Morse ordonnée et on va montrer que les
hypothéses homologiques de h-cobordisme et 1l'hypoth@se de dimension permet-
tent d'éliminer tous les points critiques de cette fonction par collision
(cheIII, par.4, théoréme 2) d'ot la trivialité du h-cobordisme (ch.II,
par.l, théoréme 1).

Dans tout ce chapitre, (W,V,V!) désigne une triade compacte, connexe
(ctest-t-dire que W est connexe, ce qui ne restreint pas la généralité)
munie dfune fonction de Morse ordonnéee. On note n la dimension de W
on note Vi une variété de niveau situde entre les points critiques
dtindice i et ceux d'indice (i+1) et Wi la partic de W située en-
dessous de Vi ¢ c'est une variété a bord bWi = V) Vi « On suppose
que W est orientée ce qui oriente chaque V, comme composante du bord

de W .
1

Paragraphe 1.~ TRIADES DONT TOUS LES POINTS CRITIQUES ONT MEME INDICE,

Dans tout ce paragraphe, on suppose que la triade (W,V,V?!) est
munie d'une fonction de Morse f qui a (r+1) points critiques
Cos Cis see 5 C (indexés dans l'ordre des valeurs critiques décroissantes)

qui sont tous des points critiques dlindice i ,

1 e~ Métriques adaptées.

PROPOSITION 1,- Il existe un systéme de nappes Nos Ny s eee sy Ny deux

& deux disjointes, descendant respectivement des points Co’ c1 s sse 5 C

T
Jusquta la varidté de niveau V o Pour toute donnée de ce type, il existe
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une métrique riemannienne sur W pour laguelle ces nappes sont nappes de

gradient. De plus, pour cette métrigue, les nappes de gradient montantes

sont deux & deux disjointes et montent jusqu'au niveau de V' .

La deuxiéme partie de la proposition est évidente dlapres (IIL,2,4).
La premiere partie se démontre par récurrence. Supposons W munie d'une

métrique pour laquelle les nappes de gradient de Cis wee s cr soient

disjointes, et soit N la nappe de gradient descendant de cg jusqu'a

une variété V" de niveau compris entre f(co) et f(c1) o Dans V" (de
dimension (n-1) ) la trace de la nappe montante N’j de c5 est une
sphére de dimension (n-i=-1) , et bN est une sphére de dimension

(i-1) ; il existe donc une isotopie d'un voisinage de bN dans V" telle
que lt'image de bN par ltextrémité de cette isotopie ne rencontre pas les.

N'j « La nappe N!' fournie par (ch.II, par.4, prop.5) se prolonge alors,

le long des lignes de gradient, entre les niveaux V" et V

2+~ Relations homologiques.

241« Lthomologie Hi(W,V) est somme directe de (r+1) sous-groupes
isomorphes & Z et Hq(W,V) est nul pour q# i o En effet, le long des
lignes de gradient, on peut rétracter W sur la réunion de V et de tou=

tes les nappes descendantes, d?ol l'isomorphisme

@ H (N ,bN ) =-H (VU(N,),V) s H (W,V)
J oa 37 3 el J q

Choisissons une orientation sur chague nappe descendante : les clas-

ses fondamentales des nappes (Nj’ij) forment une base de H4(W,V) ’

notée (Y 5 ¥y » ses 5 ¥o) o

2424 boit B! = L)N'j la réunion des nappes montantes et A' = B'nV!
Ll'application naturelle Hq(W,V) —-e-Hq(W,W—-B’) est un isomorphisme car
W- B! se rétracte sur V 1le long des lignes de gradient de f .+ Mais,par

excision, on peut remplacer W par un voisinage tubulaire T de B!

(i.ee une réunion disjointe de voisinages tubulaires Tj des nappes
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montantes N!'_ ) 4 Si on oriente T. en orientant sa fipre en c. comme
J J
la nappe Nj qui lui est tangente, et si on oriente N’j de sorte que le

nombre d'intersection N, . N’j soit +1 , on a alors un isomorphisme de

ne1 i . .
Tj sur D XD d'ou un isomorphisme

| s
ty ¢ H(W,W=B') 2> & Hq(Dn tx (ph, 57y
J

de telle sorte que l'image par ti de la classe fondamentale vy, de la
J

nappe (Nj’ij) soit exactement le générateur canonique du j-iéme

composant de la somme directe.

2434 L'injection (V',V'=fp) —s (W,W=B') induit sur 1‘homologie

un isomorphisme sauf en dimension (n-1) .« Ceci provient du diagramme

H (VE, V. At > H (W, W~ B!
ql ) q(,l )
Hq(Sn"1_1><(Dl,Sl-1)) 5 Hq(Dn~l><(Dl,Sl"1))

ot la fléche du bas est un isomorphisme pour ¢ # n-1 .

En particulier, si 1 £ n-1 , la composée des fleches

??"‘ o
Hy (V1 VT AT) 225 1, (0= BY) 1y 1, (4, V)

est un isomorphisme ; le groupe Hi(V',V*n-A') est un groupe libre a
(r+1) générateurs et on peut représenter le générateur correspondant &
yj € Hi(W,V) par un petit disque rencontrant bN!'  (seulement) transver-

J
salement en un point avec un nombre d'intersection égal & +1 o

2¢4e Il en résulte que, si M est une sous-variété orientée de

dimension 1 de V! qui coupe transversalement les bN’j , l'image de

sa classe fondamentale par l'application composée
H 1
i(M).“~e\Hi(V ) mne,Hi(W).“_% Hi(W,V)

-—
est égale a 4%—(M. ij)yj en tenant compte de la commutativité du
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diagramme

H (V1 V1= At)

T~ ,
;' Hi(W,W-—B’) -—:—;-a-Hi(W,V) .

H, (V1)
l .
= H, (W)
i

3.~ Croisement de singularités de méme indice.

Soient V" et VM deux variétés de niveau situées entre les niveaux

de c, et de C, V™ Stant situde au-dessous de V" .

On note W! la portion de W située entre V et V" ,

yn vr et VYo,
‘N i V" et V"V
W V et V™ (voir figure 1) .

On rappelle que W est munie d'une métrique riemannienne adaptée

(cfe prop.1) et que No est la nappe descendante de c¢_

Vi

o N

ym / \ ’
/ \ B \\*/// X We
[ % NO , e
{
|

figure 1

On note
N  lfespace des nappes descendant de s jusqutd V , et coIncidant

avec No au~dessus de V"
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Q*‘ le sous—espace de N formé des nappes qui sont de gradient

au-~dessous de V™

B" = B! W¢" 1a réunion des nappes montantes (W""[\N’j) (1 <3 <),
Am = BY N VM 1a réunion des intersections avec V™ des nappes N!',
S ltespace des sous-variétés de V™ difféomorphes 2 Si~1 ’ ’

§*% le sous-espace de celles qui ne rencontrent pas A ,

Eo 1tintersection de No et de V™

PROPOSITION 24~ On a alors le diagramme commutatif suilvant :

T (S,S*,S ) & . H_(V“‘,V"’ - A")
1 '="= o] R |
A j T

cr (N,N ) G H. (W)

suo =, fe) v i b2

o les fleches sont définies ci~-dessousSe

Les espaces N et S , espaces de sous-variétés, sont munis de la

topologie quotient de lt'espace des plongements par les automorphismes de

la source.

Définition de ﬁ . Il n'y a pas de point critique entre les niveaux V"
et V" | et W™ est donc difféomorphe a V™ X I par un difféomorphisme
qul envoie NOtW fim sur S X1 .+ Cecl entraine qu'il existe un isomor-
phisme canonique TT1(§,§*, So) _m_;TTO(Q*;NO) « La fléche [ est la
fléche composée de cet isomorphisme et de la fléche canonique

T (NN ) — TT_(N,N)

Définition de ¢ o Une nappe N de N est un disque de dimension 1

plongé dans W , avec son bord dans V ; elle définit donc une classe

dthomologie dans Hi(W,V) qui ne dépend que de la classe d'homotopie du

plongements D'ol une application

GF g 97 (N,N ) — .
Gos v (NGN ) Hi(W,V)
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Mals chaque nappe N & N coincide avec N, au-dessus de V" , donc

tout élément de l'image de ‘§ ! induit dans Hi(W”,V") le méme élément
que Ny o La suite exacte
0 s H, (W1,V) —s H, (W, V) ——s H (W, H1) — ©
ﬁaLexoision
Hi(W",V")
montre que l'image de %;’ est dans le sous-espace affine de Hi(W,V)
paralléle & Hi(W',V) et issu de la classe définie par No ;s la soustrac-

tion de cette classe identifie ce sous-espace affine et Hi(W',V) o« Clest

ainsi qu'on définit l'application j§ ; on montrera qu'elle est surjective.

Définition de « . (analogue & celle de ' ) On prend l'image de la
gt

classe fondamentale du cylindre SOX I dans V™

Définition de T o Clest llapplication composée

T3
Hi (V"', V m__An) _:2‘{’_-2_5 Hi(W”" 9th — B") Elé Hi (Wnu ’v) SN Hi(wg ,V)
o T est l'isomorphisme induit par la rétraction de W™ gur VvV
3

et W1 et ﬁ}z sont les applications définies au par.?, n02.3 .

PROPOSITION 3.~ L'application & est surjective pour 2 ¢ i {n=2 3 si

/ e

VM est connexe.

La commutativité du diagramme (1) est évidente dtaprés la défini-
tion des applications « , f , T et iS' o La surjectivité de Ef résulte
de la surjectivité de X et de T .

L'application ¥ est bijective pour i # n-1 . Il suffit dtappliquer

le par.t, n%2,3 & la triade (Wew vV, V™) ce qui montre que 'V1 et W:z

sont des isomorphismes si i # n-1 .

L'application « est surjective si 2 ¢ i‘é‘n-Q et si V™ est connexe,

(pour i=1 , on a le méme résultat si on ajoute l'hypothdse que le

complémentaire de A" dans V™ est connexe ; de méme pour 1 = n~1 si
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le complémentaire de SO dans V"™ est connexe).
La sous-variété A" de V™ est la réunion disjointe de 1 spheres
S, yees; S de dimension (n=i-1) ; rappelons (par.1,n® 2.3) que les
r générateurs du groupe libre Hi(Vm, Vi A"} sont représentés par des
petits disques de dimension 1 transversaux chacun & l'une des Sj
(1gign)
Soit P wun point de S et Q un point de S, ¢ comme V™ est
o ? J

connexe, il existe un chemin différentiable § joignant P & Q . On peut
supposer que P est le seul point d'intersection de So et du chemin 5:,
et Q le seul point d'intersection de A" et de O s pulsque SO et AV
sont des sous-variétés de codimension au moins 2 dans V™ 4 De plus on
peut supposer que ces intersections sont transversales. Il existe alors

un plongement du tube Dnﬁ2><[0,1+-€L] dont la restriction & (0x[0,1]
est le ?hemin 8 ,et tel que So rencontre le tube suivant un diamétre D
de Dnle§O}, et Sj rencontre suivant un diametre D! de Dn"2><§1k ,
et que les Sk s K £ 3 ne rencontrent pas le tube. Les disques D et
D! sont des diamétres de dimension (i=1) et (n~i=1) respectivement
de D2 |, Comme i-1 &n=2-1 , il existe une rotation %Dt (te[0,1])
de D2 qui transforme D en un diametre transversal & D' , et
dlorientation arbitraire, Soit h une application différentiable de D
dans I = [0,1] qui soit égale et tangente & O au bord de D , et
égale & 1 au voisinage du centre de D o L'application g de I XD

dans le tube Dn~2 X [0,1+ &) définie par
g(t,x) = ( Fh(x).t(x)’ h(x)et) pour t € [O41]

= ( Fh(x)(x)’ h(x)+t=1) pour t € [1,1+¢&]
définit une déformation de D , et donc de SO , clest=a=dire un
élément de ¢§1(§,§*;SO) dont l'image dans H (V™, V" ~ A")  est le
générateur défini par un petit disque transverse & Sj s OU son opposé,

suivant la rotation Ft choisicee
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figure 2

Le fait que tous les générateurs de Hi(Vm,V"'-A") soient dans
1'image de lt!application K ne prouve pas que K est surjective, puis~
que WT1(§,§*;SO) ntest pas un groupe. 1l est cependant bien clair, qu'en
itédrant la déformation décrite plus haut, on peut obtenir ntimporte quelle
combinaison lindaire & coefficients entiers relatifs des générateurs de

H, (v, ,ymo An) s d'ol la surjectivité de ltapplication « .
i

4 .- Le théoréme de la base,

THEOREME 1.~ Soit (W,v,Vt) wune triade, f une fonction de Morse sur la
triade dont tous les points critiques sont dlindice i (2 g i gn-2) ,

et soit (xgy X4 seeey Xr) une base de Hi(W,V) s il existe une fonction

de Morse g sur la triade qui a les propriétés suivantes ¢

(a)s g a les mémes points critiques que f

(b)e g coincide avec f au voisinage du bord de W ,

(c)s g se déduit de f par un nombre fini de croisements

élémentaires,
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(d). g possdde un systeme de nappes descendantes (deux & deux

sans point commun) cqui réalisent la base (xoy X, pesey Xr)

1
(en les prenant dans 1'ordre des valeurs critiques décrois~

santes) .

Démonstration.- Soit (yo yeses Yr) une base de Hi(W,V) réalisée par

un systéme de nappes de la fonction f (numérotée dans l'ordre des va-

by ol

leurs critiques décroissantes). La surjectivité de l'application 5
(no3,prop.3) montre qu'il existe une nappe descendant du point c¢, et
disjointe des nappes représentatives de Yy seees Yo o dont lt!'image dans
Hi(W,V) est la somme de Yo et dtune combinaison linéaire arbitraire
des Y (1€ j3<r)

Dtautre part, en changeant la fonction f par un chemin élémentaire
de traversée, on peut permuter l'ordre des éléments de la base (yo,...,yr) .
Enfin, en changeant l'orientation d'une nappe, on change 1'élément de
base correspondant en son opposé. Or toute base d'un Z~module libre de
type fini peut 8tre obtenue & partir dfune base donnée par un nombre fini
dlopérations de ce type : le théoréme en résultes

En d'autres termes, on a utilisé le fait (élémentaire) que le groupe
linéaire G1(Z,r+1) est engendré par la réunion du sous=groupe des ma-
trices de permutation et du sous-groupe des matrices triangulaires infé-

g rd 7 . rd -~ +
rieures dont tous les élédments diagonaux sont égaux & =~ 1

Paragraphe 2.~ RELATIONS HOMOLOGIQUES ET HOMOTOPIQUES DANS UNE TRIADE
ORDONNEE o

1 e~ Relations homologilgues.e

1.1+ De 1!'étude des triades qui n'ont de points critiques qu'en
dimension i , on déduit par excision que Hi(wi’wi~1) est somme directe
de sous-groupes isomorphes & Z en nombre dgal au nombre de points cri-
tiques dtindice i , chacun engendré par la classe fondamentale diune

nappe descendante. De plus Hq(Wi’Wi—1) est nul pour g # i .
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ou si J { g

1.3+ En considérant la suite exacte d'homologie du triple (Wj,Wi,V)
on trouve que ll'application canonique Hq(Wi,V)-~+ Hq(Wj,V) est un iso=
morphisme dés que q <1 ou j < q e En particulier, comme W = Wn ’

ll'application Hi(Wi+1,V)-——+ Hi(W,V) est un isomorphisme.

2+~ Relations homotopiques.

2¢1e Dans le cas ot il n'y a de points critiques que de l'indice i ,
l?image d'une application de s? dans W peut &tre séparée des nappes
montantes (qui sont des (n-i)-disques) dés que q + (n~1) n~l d'apres
le théoreme de séparation de Whitney. Or on a vu (par.1,r92.2) que le
complémentaire dans W de la réunion des nappes montantes se rétracte par

déformation sur V o+ Il en résulte que ?tq(W,V) =0 pour gq< i .

2.2¢ On en déduit immédiatement que dans le cas général
T[q(Wj,Wi) =0 si qg1i «Et, en considérant la triade (W,V%,V) munie
de la fonction ordonnée ~f , on trouve que TTq(Wi,Vi) = O pour

g n=i~1 .

2.3 L'application naturelle ?Lq(wi) ;»Wtq(wj) est un isomor=~

phisme pour g < 1 ; elle est surjective pour q =1 &
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Paragraphe 3.~ ELIMINATION DES POINTS CRITIQUES D!INDICE O ET 1 .

1+~ Points critiques d!'indice O

THEOREME 2.~ Sur une triade connexe (W,V,V!) il existe une fonction de

Morse sans point critique d'indice O ni point critigue d!indice n

figure 3

La variété W, est difféomorphe & la réunion (disjointe) d*un cylin-

dre VX I et des nappes montantes (N‘j) des points critiques dtindice O

qui sont des n~disques. La variété W1 se rétracte par déformation sur la

réunion de W et des nappes descendantes (Mk) des points critiques
d'indice 1 (par.1,n®2.1) ; dlautre part (par.2,n®2.3), on a
TKO(W1) = TTO(W) =0 .

Soit c, le point critique d!indice O 1le plus haut, en raison de
la connexité de W, 1l existe une nappe descendante Mj dtindice 1
(iece un 1e=disque) qui joint la nappe N’O de ¢, soit & la nappe d'un
autre point critique d!indice O , soit au cylindre VXI : ll'intersec-

tion de N’O et de Mo est nécessairement réduite & un point et évidem-
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ment transversale. Ces nappes sont en bonne position et le thdoréme de
cancellation (III.4.1, th.2) permet d'éliminer le point critique c, avec
un point critique d'indice 1 .

Par récurrence, on voit qu'on peut éliminer tous les points critiques

dtindice O  le procédé utilisé nous garantit 1l'existence d!un nombre
égal de points critiques d'indice 1 qui sont éliminés gratuitement

tandis que tous les autres points critiques restent inchangés. Le méme
procédé appliqué & la fonction «f élimine les points eritiques dl'indice n

avec un nombre égal de points d'indice (n-1) .

COROLLAIRE 1 .=~ Tout cobordisme connexe de dimension 1 est trivial et

donc_diffdomorphe au segment [O0,1]

En effet, lorsquton a éliminé les points critiques dl'indice O et
ceux dl'indice n =1 , il n'en reste plus et la trivialité résulte de

(IT4141, thel).

COROLLAIRE 24~ Tout cobordisme de dimension 2 tel que H1(W,V) = 0

est trivial.

\

En effet, lorsquton a éliminé les points critiques dfindice O et
d'indice 2 , on a H1(W1,WO) = H1(W,V) = O ce qul montre qu'il ne reste

plus de point critique d'indice 1 dYapres (par.2,rf>1.1) .

Application : classification des variétés compactes de dimension 1 et 2 .

Soit M une varidété compacte munie d'une fonction de Morse £
cette fonction a au moins un maximum et un minimum. Lorsquton retire & M
un petit voisinage de Morse dun maximum et d'un minimum, on obtient un
cobordisme. Dans le cas de la dimension 1 , il est trivial donc difféo-
morphe & la réunion de deux segments. Il en résulte que M est toujours
difféomorphe au cercle.

Dans le cas de la dimension 2 , le lecteur étudiera ce cobordisme
suivant la dimension de HT(W,V) pour obtenir la classification des va~

ridtés de dimension 2 (cfe Seifert et Threlfall, Lehrbuch der Topologie).
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2e= Points critigues dtindice 1

THEOREINE 3,- Soit (W,V,V!) une triade connexe telle que
V  soit connexe,
TV) = T =0 ,

n = dim.W 2: 5 $

et si f est une fonction de Morse sans point critique d!indice O , on

peut éliminer les points critigques dl'indice 1 de f en ajoutant un

nombre égal de points critigues d!'indice 3

A partir de maintenant, on suppose V et V! connexes pour éviter
dtavoir & prendre dans les énoncés des hypothéses des précautions illu=-
soires (car, si on peut supprimer les points critiques dlindice 1 , la

varidté V est sirement connexe).

figure 4

Soit ¢ le plus haut des points critiques d'indice 1 et N! sa

nappe montante dont le bord bN‘C:V1 est une (n-2)-sphdres Il existe un

cercle S <V, qui coupe DbN' transversalement et en un seul point. En

effet, le complémentaire V1-(L)bN'j) de la réunion des bords de toutes

les nappes montantes d'indice 1 se transporte le long des lignes de gra-

dient sur le complémentaire V-(L)ij) des bords des nappes descendantes
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qul est connexe puisque V est connexe et que chaque ij est un couple
de pointse Considérons alors un petit segment transverse & bN! 3 on peut
joindre ses extrémités dans V1~ (L)bN‘j) dfou, en arrondissant les angles,

un cercle S C V1 qul ne rencontre aucun bN*j sauf DbN! qutil coupe

transversalement en un seul pointe

Les nappes descendantes Mk des points dtindice 2 sont de dimene~

sion 2 o Comme dimeS + dimaka =2 {n~1 =dim.V, , le théoréme de

1
séparation de Whitney nous permet de supposer, par isotopie, que S ne

rencontre aucune des ka e A 1l'aide des lignes de gradient, on construit

un cylindre qui rencontre V1 suivant S5 et V2 suivant un cercle St ,

Par un chemin élémentaire de naissance (cheIlIl,par.3,prop.4), on fait
apparaitre un peu au-dessus de V2 un couple d!un point c¢?! dtindice 2

et d'un point c¢" d!'indice 3 . Soit S" c.v2 le bord de la nappe des=-

cendante de ¢! ; si les deux cercles S' et S" sont isotopes par une

isotopie de plongements dans V_ , le procédé de (II,4,prop«d) nous donne

2
une nappe descendante de ¢! de bord S' et qui se prolonge donc le long

des lignes de gradient jusquta S C.V « Les points ¢ et c¢t?' ont des

1
nappes en bonne position, donc se tuent par (III,4,th.2) .

I1 reste & montrer que S' et S" sont isotopes. Pour cela, il
suffit de voir qu'ils sont homotopes, car, dlaprés le théoréeme de plonge=~
ment de Whitney, le cercle étant de dimension 1 , et V2 de dimension
au moins 4 , deux plongements homotopes du cercle dans V2 sont isoto-
pese Les cercles S' et S" sont en fait homotopes & O sous les hypo~

theses du théoréme 3 dlapreés le

LEMME .~ La variété de niveau V2 est simplement connexe.

En effet, 711(W2) = 711(W) dtapres (par.2,no 2.3) et qTq(W) = 0
par hypothése g dlautre part T{Q(W2,V2) = O dlaprées (par.2,n02,2) puisque
2 {n=3 3 le lemme résulte alors de la suite exacte d'homotopie du
couple (Wz,v2) w
?L2(W2,V2) __%.ﬁ\1(v2) -~>3L1(W2) .
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Ceci acheve la démonstration du théoréme 3.

Remargues.
1 Si l'on oublie que ¢T1(W) =0 , il n'en reste pas moins que 5"
est homotope & O dans V2 » Supposons en effet que la naissance du cou=~

ple {c',c") ait eu lieu dans une portion W‘2 de W , située entre les
surfaces de niveau V2 et V!5 , assez plate pour qutil n'y ait eu aucun
point critique avant la naissance de (ct,c") ; alors V2 est rétracte
par déformation de W'2 et S" qui est le bord d'un disque dans W'2

(ctest le bord de la nappe) est homotope & O dans Vy

2. Démontrons la généralisation suivante du théoreme 3 :

THEOREME 31!,~ Soit (W,V,V!') wune triade de dimension n » 5 telle gque

1tapplication canonique ?51(V) _— 1T1(W) soit un isomorphisme, et si

f est une fonction de Morse sans points critiques d'indice O , on peut

éliminer les points critiques d'indice 1 de f en ajoutant un nombre

égal de points critigues dlindice 3 .

Dlaprés ce qui précéde, il suffit de trouver un cercle S , plongé

dans V1 , coupant DN?' transversalement en un seul point et qui soit
‘homotope & O dans W, , cecl parce que S a méme classe que S' dans

?11(W2) et parce que, si cette classe est nulle, la nullité de ﬁt2(W2,V2)

(par.2,rf)2.2) entraine que S! est homotope & O dans V .
2

Soit (x1 geves X5 Ry yeeey Rt) une présentation de TE1(V) par

S ?
générateurs et relations. On peut supposer que les générateurs sont re-
présentés par des cercles plongés dans V-(L}ij) « Le groupe 611(W1)
est alors le composé ¢I1(W1) = TI1(V)%€(y1 yeaay yr) ol yj correspond

a4 la nappe Nj « Diou

» Y1 senny Y‘r H R«] KEEY) Rt)

‘r{',] (V1) = <IT1 (W/') = (X,] gseoy XS

et on peut représenter dans V1 les générateurs Xy geeey X (en dépla=-

cant les précédents le long des lignes de gradient) par des cercles plon-

gés dans V1 et ne rencontrant aucun bN’j s de méme chaque Yj peut
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8tre représenté par un cercle plongé dans V1 et gul rencontre la seule

nappe ij en un seul point et transversalement.

Le groupe TT1(W2) est quotient de ¢I1(W1) par les relations
introduites par les nappes descendantes d'indice 2 ¢ mais, par hypothése,
on a ??1(W2) = 731(W) = TT1(V) et il en résulte que, dans ¢€1(W2) , On
a des relations du type yj = ’r’]j(x1 gy xs) o 47_ est un mot composé
avec les lettres X, ,eee, X et leurs inverses. D!'aprés le choix des re-

1
présentants dans V1 des générateurs, et comme V1 est de dimension au
moins 3 , on peut trouver un cercle S , plongé dans V4 et rencontrant
bN‘1 transversalement en un seul point, dont la classe d!homotopie dans
. ~1 ; :
TL1(V1) soit y, .7, (x1 yeees xs) « I1 est clair que le cercle S est

homotope & O dans W2 et ceci acheve la démonstration.,

3e Sous les hypothéses du théoréme 3 et si T@1(V‘) =0 , le
théoreme 3 appliqué & la fonction ~f montre quton peut éliminer les

points critiques dfindice (n-1) .

4. La méthode précédente qui consiste & faire naitre un point cri-
tique d'indice (i+1) et un point critique d'indice (i+2) pour que
le point nouveau-~né d'indice (i+ 1) +tue un point critique d'indice 1
permet, si TZ1(V) = €T1(W) = TT1(V') et si H,(W,V) =0 , d'éliminer
tous les points critiques sauf pour les indices i et (i+1) ob

2 {1¢n=-3 . Dans ce cours, on utilise une autre méthode,

Os 11 n'y a pas d'espoir pour que ces méthodes fonctionnent en
dimensions 3 et 4 ¢ en dimension 3 on ne peut pas éviter que S

rencontre les nappes descendantes dfindice 2 et en dimension 4 les
cercles S' et 5" peuvent &tre noués dans V, (de dimension 3 ) et

pas forcément isotopes.
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Paragraphe 4.~ ELIMINATION DES POINTS CRITIQUES DYINDICE ig (2 £1ign=4).

THEOREME 4.- Soit (W,V,V!) une triade de dimension n , f une fonc-

tion de Morse sur W et i un entier tel gue 2 é iqg n=4 3 on _suppose

que

n > 6

‘ﬂ:l (V) =0
H, (W,V) = O

f n'a pas de point critigue d'indice inférieur ou égal a

(1=1) o I1 existe alors une déformation de la fonction f qui élimine

tous les points critiques d'indice 1. par gcllision avec des points dlindice
(343) _en nombre égal et qui conserve tous les autres points critigues.

La démonstration est scindée en deux parties.

1. Partie géométrigues

Soit ¢ le plus haut des points critiques d'indice 1 et Nt  sa
nappe montante. Le théoréme de cancellation permet dtéliminer ¢ si l'on
trouve un point critique ¢! d'indice (i+1) et une nappe descendante
M relative & ¢! qui soit en bonne position par rapport a Nt , Cela
signifie que dans V; la j-~sphére bM coupe la (n-i-1)-sphere bN!
transversalement en un seul point. Il en résulte que le nombre dtinter-

section (bM . DbN') doit 8&tre égal a + 1 ., La deuxidme partie de la

démonstration (partie algébrique) est consacrée & la démonstration de

1texistence d'un point critique c¢!' et d'une nappe M telle que
(bM o bN!) = 1 3 si 1l'on admet cela, pour déformer la nappe M en une

nappe de ¢! en bonne position par rapport a N , il suffit (dtapres
chelIl, par.4,prop.D) de trouver une isotopie de plongement de bM dans Vi

dont llextrémité coupe bN! transversalement en un seul pointe

Une telle isotopie est fournie par le théoréme du nombre d!'intersec-
tion de Whitney (cfe Introduction) pourvu que les hypothéses en soient
vérifides. Or Vi est de dimension n-13»5 , la i-sphére DbM est de

codimension n-i~1 > 3 d'aprés l'hypothése sur i , et la
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(n=i-1)-sphére bN' est de codimension 1 > 2 . I1 reste & vérifier
1thypothése (a) « Comme il n'y a pas de point critique d!'indice plus
petit que 2 , la tranche W1 a lthomotopie de V ; elle est en parti-

culier simplement connexe ; il en est de méme de toute tranche Wj dlapres
(pars2,n® 2.3). Comme i ¢ n=3 , il résulte de (par.2, n° 2.2) que

Iz(Wi,Vi) =0 , donc Vi est simplement connexes

i
=

C

V' Q

figure O

I1 reste & voir que (Vi-bN’) est simplement connexes Si llon avait
i>3 , ce serait évident car bNt a pour codimension 1 dans Vi » Pour le

cas i=2 , on doit faire une démonstration plus compliquées Soit V’i une
variété de niveau située en-dessous de ¢ et au-dessus des autres points
dtindice i . Le groupe ¢€1(VE) est un quotient du groupeﬁf1ﬁﬂf{U(N3r\VE»)
dtaprés le théoreme de séparation de Whitney, puisque les intersections
(NB(\V%} des nappes montantes NB d!indice i sont de codimension 1 > 2

Par transport le long des lignes de gradient, U”i_(U(NH(\VE))) a 1thomo-
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topie du complémentaire (V-(U ij)) des bords des nappes descendantes

des points critiques situés au-dessous de V'i o« Pour 1 ¢ n=-3 , la

codimension des ij est au moins 3 et ¢T1(V-(L*ij)) = WT1(V) =0 .,
Ainsi, V':,L est simplement connexe, donc aussi (V'i-{PIf\V‘i))

ot N est la nappe descendante de ¢ , et de méme (Vi-bN’) par trans—

port le long des lignes de gradient,

2. Partie algébrique.

On va montrer qu'aprés des croisements éventuels de points critiques
dtindice (i+1) , il existe une nappe M descendant dfun point ¢!
d'indice (i+ 1) dont la trace DbM sur Vi ait un nombre d'intersection
dgal & 1 avec DN' . En appliquant (par.1,n®2.4) & la triade W%g@\ﬁ)
avec C_ =0 cela signifie que l'image de la classe fondamentale DbM

par llapplication composée
Ho (V) K Hy (wy) oy 1, (W, V)
a pour coordonnée 1 sur Yo ®

Si «eHy (W' 4,Vs) (ot W' , est la portion de W située

entre V. et Vi+1 ) est une classe telle que hoko O (X) ait pour

coordonnée 1 sur Y, » alors o« est élément dlune base du Zemodule

libre Hi+1(W‘ 1,V ) et le théoreéme de la base (par.t,n®4) appliqué &

la triade (W! 41
une nhappe descendante d'lndlce (1+1) représentant & et, par suite,

dont le bord bM a une classe fondamentale [bM] = Jdo convenable. On

V V 1) montre qulaprés quelques croisements, il existe

va construire K
Comme H, (W 17 V) = Hi(W,V) = 0 , la suite exacte

He (0t )_L,H (W, V) s H, (W, V)

prouve que y_ = OB ou BEZH (W W.) o L'image réciproque par

19

excision de & dans Hi+1(w V ) est 1%élément K cherché a cause de

i+1?
la commutativité du diagramme
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2 k ,
Hy g (W0 4,V ) =5 H (V) —= H, (W,)

ﬁl excilsion l =

a o T #
CHRPL > H,; (W)

Hi+1

Paragraphe De-~ CONCLUSION,

THEOREME 5.~ Soit (W,V,V!') une triade compacte connexe de dimension n ,

on_suppose que
n > 6
T (V) = 7T, (W) =97, (V) = 0
H%IW,V) = 0

alors W est difféomorphe & VX[0,1] .

En effet, on peut munir W d'une fonction de Morse (ch.I) dont on
élimine les points critiques dtindice O et 1 (ch.IV,par.3) ainsi que
les points dfindice n et (n-=1) (ch.IV,par.3). Ltutilisation de (ch.IV,
par.4) ne laisse de points critiques qu'en dimension (n=~3) et (n=2) .
Le lecteur se convaincra & ltaide de (ch.IV, parel, n®2) quton a H (W,V) =0 ;

on applique alors & la fonction =f le paragraphe 4 pour conclures.

Note e~ Montrons gue H*(W,V') = 0 o Lorsqu'il n'y a que des points criti-

ques dtindice (n-3) et (n~-2) , le triple (Wn~2’wn~3’wn~4) est équi-

valent au triple (W,W V) . Le seul groupe dthomologie non nul de

(W)

des classes fondamentales des nappes (N&)1<<k o descendantes des points

critiques dfindice (n=2) . De méme pour Hn~3(wn-3’v) dont une base est

représentée par les nappes descendantes (Nj)1 <ig¢s ° Dans la suite exacte
A Q

du triple (W,W_ _3,V) , la nullité de M, (W,V) prouve que le seul homo-

n=3’
est le groupe de dimension (n-=2) dont une base est constituée

morphisme non nul
P A I
o3 Hn—2(w’wn—3) > Hn~3(wn-3’v)
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est un isomorphisme. On en déduit dlabord que r = s ; dbautre part,
dtapres (par.1,rf)2.4), sur les bases canoniques, o s'exprime par la
matrice des nombres d'intersection (ka. bN’j) : cette matrice est

inversible,

Si 1'on note W‘n—3 la tranche de W située au~dessus de Vn—3 ,
on calcule H/(W,V') & l'aide de la suite exacte du triple (W,W‘n—3,V') .
L*homomorphisme HS(W’W!n—3) —-—>H2(W'n_3,vt) qui s'exprime par la
transposée de la matrice précédente est inversible 3 dfol la nullité de
H, (W,v)

Plus généralement, avec des points critiques en tous indices, on peut
montrer que H,(W,V) est 1'homologie du complexe (Hq(wq’wq~1) sd ) e

q 49
et H*(W,V’) 1thomologie du complexe transposée.
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