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En raison des difficultés techniques, il a été décidé de faire 

paraître ce cours sous la forme d'un fascicule par chapitre. De ce fait 

les références aux chapitr&s non publiés ne peuvent pas être précisées. 

11 s'agit ici de références à un chapitre O d'introduction, comportant 

la définition des catégories DIFF, PL et TOP, quelques résultats élémen- 
3.. 

taires sur les fibrés, les énoncés des théorèmes de plongement de Whitney, 

de voisinages tubulaires et de voisinages colliers, ainsi que la démons- 

tration d'un lemme de position générale en PL. A u  dernier paragraphe de 

ce chapitre 1, on trouvera auski des références au chapitre V, intitulé 

llf ibré de HurewiczY , 

Pour les questions concernant les variétés différentiables, le 

lecteur peut se reporter au livre de J. Munkres [l?]. Sur la topologiez 

PL, on peut lire E. Zeeman [23]  ou Hudson (~iecewise linear topology, 

Benjamin 1969). Enfin sur les fibrés localement triviaux et sur les 

fibrks de Hurewicz on peut lire D. Husemoller (~ibre bundles, Mc Graw-Hill 

1966 ) .  



Enoncé du principe d'isomorphisme stable ; exemples. p. 1.2 

- 
Isomorphisme stable des variétés hilbertiennes. p. 1.8 

Démonstration générale. du principe d'isomorphisme 

stable. p. 1.11 

Le problème de llexisteqce et de l'unicité d'une 

structure PL sur une variété topologique. p. 1.28 

Problème de rendre propre une équivalence dlhomotopie. p. 1.32 

Bibliographie p. 1.34 



Rappelons que si M est une variété de la catégorie DIFF, PL ou 

TOP, T(M) désigne son fibré (ou microfibré) tangent dans la catégorie. 

Le but de ce chapitre est de discuter de plusieurs points de vue le 

1 .l Théorème : Principe d 'iSomorphisme stable  azur) . 
Soient Ml et M2 deux ~ariétés métrisables sans bord de dimension 

n(n < +a), dans la catégorie C! (= DIFF, PL, TOP), et soit f : Mi- M2 
une équivalence d'homotopie dans k. Pourqu'il existe un entier N et un 

N isomorphisme F : Mlr IRN+d2xdlRN hornotope à f x 1lIR , il faut et il suf- 
fit que les fibrés f*r(~~) et T(M ) soient stablement isomorphes, 1 
c'est-à-dire isomorphes après addition à chacun d'eux d'un fibré tri- 

vial de dimension convenable. 

La nécessité de la condition est facile à voir. 
N N 

Lfisomorphisme F donne un isomorphisme de F%(M xlR ) avec T ( M  xIR ) .  
2 1 

De la commutativité à homotopie près du diagramme 

N on déduit que f*r(~~)@ cN est isomorphe à r(ldl)$ E , où cN est trivial 

de dimension N. 

1.2 Remarques et exemples : Pour l'uniformité de l'énoncé, on a supposé 

que f est une équivalence d'homotopie dans la catégorie b de Ml et M2. 
Si k = DIFF ou PL, la notion d'équivalence d'homotopie dans est a 

priori plus restrictive que la notion ordinaire d'équivalence d'homo- 

topie. Rappelons qu'en fait si k = DIFF ou PL il y a des théorèmes 



d'approximation des applications continues par des applications dans k 
qui permettent de remplacer une application continue par une applicati 

dans k tout en restant dans la même classe d'homotopie ; ces théorèmes 
permettent aussi de remplacer une homotopie continue entre deux appli- 

cations, qui sont dans e ,  par une homotopie dans k entre ces deux même 
applications. (voir Munkres [17] pour = DIFF ; pour k? = PL voir 

théorème d'approximation simpliciale : Spanier r i 9  ; p.126)). 

Montrons par des exemples que l'on ne peut pas espérer un iso 

1 e 

mor- 

phisme entre M et M2, même si l'on suppose que f*r(~ ) est isomorphe 1 2 
à T(M~). 

2 1 1  
Exemple 1 : Soit M = int D - {deux points] et soit M = S x S  - {un po 1 2 
T(M~) et T(M ) sont deux fibrés triviaux. D l  autre part, Ml et M2 ont 1 2 
même type d'homotopie qu'un bouquet de deux cercles : 

Alors le principe d'isomorphisme stable dit que Ml et M2 sont stableme 

isomorphes : en effet, il est facile de voir un isomorphisme entre 

M1xR et MZxR. (~lles sont toutes les deux isomorphes à l'intérieur 

du tore plein à deux trous). 

Mais Ml n'est pas homéomorphe à M2 : les compactifiés d1Alexandro. 
h 

Ml et P sont respectivement s2 où trois points sont identifiés, et un 2 
tore, c'est-à-dire deux espaces n'ayant pas le même type d'homotopie. 

h 4 4 A 

En effet x ~ ( M ~ )  = E~(s'xs') = 0. Mais R ~ ( M ~ )  est différent de O pour 

la raison suivante : il existe une suite d'applications S !,il B 

/' où f identifie à un point trois points de la sphère et où gf identifie 

à un point un disque contenant ces trois points. Il est élémentaire de 
2 2 

voir que (gf), : H2(s ) - H2(s ) = Z est un isomorphisme. 

Donc f n'est pas homotope à zéro. 

Ce que nous venons en fait de voir c'est que M et M2 n'ont pas le 
1 

même type d'homotopie propre. 



Exemple 2 : Un autre exemple traitant cette fois le cas des variétés 

différentiables fermées (compactes, sans bord) est fourni par les es- 

paces lenticulaires de dimension 3 : Ml = L(7,l) et M2 = L(7,2). Ce 

sont deux variétés parallélisables ayant le même type d'homotopie, 

donc stablement isomorphes. Mais elles ne sont pas homéomorphes. D'ail- 
N N leurs M x D  n'est, pour aucune valeur de N, difféomorphe à M x D  , bien 1 2 

que int ( M ~  x D~ ) int(h4 -x D~ ). (voir Milnor [13  1 ) . 
2 

La classe des variétes DIFF fermées, ayant le type d'homotopie 

d'une n-sphère fournit d'autres exemples. Pour n = 7, Milnor [IO] 

donne plusieurs telles variétés non difféomorphes. Elles sont toutes 

parallélisables car n6(S0(7)) = O. On déduit ce dernier fait de la 
4 

nullité de n (so(~)) pour n 2 8 (périodicité de Bott, Cf. Milnor 
6 

Cl11) 
7 

et de la trivialité bien connue de T(S )(cf. Steenrod [20;~.140] 

grâce à la suite exacte C = n7(S7) 3 n6(S0(7)) + x6(s0(8)) = O du fibré 
7 7 7 

principal de T ( S  ) : ~0(7) -. ~0(8)+S ; en effet a(l) classifie T(S ) 

( c f .  Ç teenrod [20 ; p .  981)~es exemples sont tous homéornorphes (cf .[15 ; p. 1091. 

Il est beaucoup plus difficile de trouver des exemples traitant le cas 

de variétés simplement connexes et fermées dans les catégories TOP ou 

PL. Mais ils existent : tashof -Rothenbery [y]. 

La classification des variétés à isomorphisme stable près est donc 

beaucoup moins fine que .leur classification a isomorphisme près. 

Nous devons le principe d'isomorphisme stable à B. hlazur. Il l'a 

démontré d'abord pour les variétés DIFF fermées. (cf. [8 1 ) .  M. Hirsch r4] 
a démontré le cas de notre énoncé où f est une équivalence d'homotopie 

propre, c'est-à-dire une application propre qui est une équivalence d'ho- 

motopie dans la sous-catégorie des applications propres. Remarquons que 

le premier exemple cidessus n'est pas couvert par le théorème de Hirsch: 

il n'y a pas d'homotopie équivalence propre Ml+ Me. Mazur a proposé une 

démonstration générale dans [9 1. A cause d'une lacune* dans sa 
démonstration nous ne l'exposerons pas. 

*Dans [9 ] la démonstration de la proposition 3, p.391 cQmmence avec 
une affirmation fausse : le deuxième diagramme p.392 n'est pas commu- 
tatif. 



La démonstration complète que nous donnerons sera fondée sur la 

méthode d'engouffrement de Stallings et sur une astuce de Hirsch qui 

permet de démontrer seulement le cas DIFF pour en déduire les autres 

cas . La longueur de ce chapitre est due au fait que nous y démontrons 
le théorème d'engouffrement dont nous avons besoin. D'ailleurs nous 

commencerons par esquisser la démonstration de Hirsch, à cause des 

trois raisons suivantes : - 

a) La démonstration de Hirsch englobe le cas central des variétés 

fermées, pour &,es trois catégories considérées. Elle est un prolonge- 

ment simple de la démonstration de Mazur (modifiée par ~ilnor) pour 

les variétés DIFF fermées. 

J 

b) Si le lecteur réussit à démontrer directement dans le cas général 
s que, pour s assez grand, f x l  s : Mlxl~S-.M2xR est homotope à une IR 

équivalence d'homotopie propre, alors il aura évidemment une démons- 

tration complète. 

c) En ajoutant aux idées de Hirsch une astuce que nous a communiquée 

N. Kuiper, on peut démontrer un principe d'isomorphisme stable pour le. 

variétés hilbertiennes. (voir $2). 
* > 

1.3 Esquisse de la démonstration donnée par Hirsch pour le cas où 

f : M l - M g  est une équivalence d'homotopie propre. 

Donnons d'abord la démonstration dans le cas DIFF, les détails 

étant laissés en exercice. L'astuce de Hirsch qui permet d'en déduire 

le même résultat pour TOP et PL est expliquée dans notre démonstration 

générale à partir de la p.I.26 . Elle consiste à remplacer M (i=1,2) i 
par l'espace total lisse d'un IRk-fibré normal à un plongement de Mi 

dans EtnCk, pour k assez grand. 

Exercice : Si g : X-Y est une application propre de DIFF et si d est 

une métrique sur X, il existe une fonction continue E : ~-+]O,+m[de 

telle sorte que toute application continue g1 : X-Y, qui satisfait à 

d($l (x), g(x)) < E(X) pour tout x E X ,  est elle-même propre et proprement 



homotope à g. (~mployer un tube normal à un plongement propre de Y 

dans un espace euclidien). 

Soit n = dim M. et soit un entier srn+3. Il existe une applica- 
1 

tien propre f' : Ml -+Me x DS, qui est proprement bomotope à f et qui 

plonge M dans M2 x (int DS- O). Pour trouver f l ,  il suffit d'employer 1 
le théorème de plongement de Whitney (cf. ch. O ) en approximant 

: ~ ~ - ~ ~ x ( i n t ~ ~ - O ) ,  ~ < I J x ~ / l < î .  
S Le fibré normal v de f 1  satisfait à 

Donc dans le groupe des classes d'isomorphisme stable on a : 

<Y> = (<~*T(M~)> - <T(M~)>) + ccs> = 0 + 0 
s c'est-à-dire, v est stablement trivial. Puisque s > n, il est en fait . 

trivial (cf .  ch. O ) . Donc il existe un plongement propre 
s s 

F : M1xD -M2xD tel que F(~,o) = fl(m), pour tout mEMl, et que 
S F(M~ x Ds) CM2 x int.DS. Notons T = F(M x D ). Si nous démontrons : 

1 
(") xIRs- int.T bT x [0,1[, 

le théorème sera démontré : étant donné que Mi xvS- int(~, x DS) est 
L L 

S s isomorphe à Ml x bDs x [0,1[, il existe un difféornorphisme de M1xlR -M2xlR, 

prolongeant F. ( c f .  théorème des voisinages colliers (cf. ch. O)). 
, Il ne nous reste qu'à démontrer (*). 

& 

*- ? 

Affirmation : Il existe un difféomorphisme g, de M x DS sur lui-même, 2 
de telle sorte que g,lld x sS-l = identité, et que 

2 
g,(l/2~) CCM2 x l/2Ds CC~(T) C c M 2  x D8 

(X C F Y  veut dire X c int Y et 1/2 T = F(M~ x 1/2DS)). 



1.7 

a 

En démontrant (") nous pouvons donc supposer 

1 / 2 ~  C C M 2  x (1/2 Ds) C C  T CC >d2 x DS 

Or le difféomorphisme 

s -1 (*) M2xDS- int(M2x 1/2Ds)Z M2x S x [0,1] 

montre que le cobordisme de bT à M x S  s -1 
2 

S c = ( M ~ X D  - int T ; b ~ ,  M~XS~-') 

admet un cobordisme inverse à gauche d donné par T - int(M2 x 1/2 DS) 
tel que le composé dc sait le cobordisme produit trivial donné par ( 

à lui-même. (voir [15 ,p.2] pour la notion de cobordisme), 

De même le difféomorphisme 

( O )  T - int(l/~~)z bTx[0,1] 
garantit un inverse à gauche c f  pour d. - 
Alors c = (c 'd) c.z c' (dc ) '2 c ' ,  donc cd et dc sont des cobordismes 

produits. Maintenant, l'identité de produits infinis 

(cd)(cd)(cd) ... =c(dc)(dc)(dc) ... 
s'interprète en disant que bT x [0,m) est difféomorphe à l'espace 

S 
obtenu à partir de (Y x D - int T) en lui attachant sur b(M2 x DS) un 

2 
collier b(M2 r DS) x  CO,^), espace qui est isomorphe à II2 r ELs - int 
Donc (") est démontré. 



Pour justifier notre affirmation, construisons un automorphiqm~ h 

I 
Y L, - 

Pour ensuite obtenir p le lecteur pourra modifier convenablement 4 sur T 1 
par la même méthode. On forme un plongement propre i 

-9 

D- : hf x r - 3 - 3 7  -( int(h[, x ps\ +PI niie w(rn.0) .= (m.0) Dour m E M. et aue i 
- 

propre et le théorème de Whitney (cf. ch. O ) sous sa forme relative). 
s -1 

Ensuite il existe un plongement proire G : M2 x [-2,2] x D -. M2 x D~ 

tel que ~(m,t,O) = g(m,t) (cf. théorème de stabilité au chapitre O). 

Soit ci le transporté par G d 'un automorphisme de M2 x [-2,2] x D' qui 
O q. -b 

fixe un voisinage de son bord et qui envoie M x 1 x 5 sur M2 x O x O. 
S 

2 s -1 
Alor~+~esr un automorphisme de M2 x D de telle sorte Ji0IM2 x S = iden- 

tité et que M2 x O C bo(int T). 
w 

Il existe une fonction C ,A : M2+(0,m) telle que 

M2 x AD' = {(m,;) E M2 x D ~ .  , 1 i ~(m)) soit contenu dans ~i~(int T), 
s -1 

et il existe un automorphisrne lbl de M 2 x ~ B  tel que <bllli2xS = identité 
s s 

et aue ~J,(M,x AD ) = M,x1/2~ . Enfin (1, = b.4  est l'automorphisme 
A - - 

cherché. 

L'esauisse de la démonstration de Hirsch est complkte. 

§ 2. ISOMORPHISME STABLE DES VARIETES HILBERTIENNES 
----,-----------,----i----------------I----=== -__--_____-_-__-__----________________________________________------________________________________________--________________________________________---------- 

Dans ce paragraphe, qui n'est pas du tout nécessaire à la compré- 

hension de la suite, nous adaptons les idées de la démonstration de 

Hirsch au cas des variétés hilbertiennes. 

Soit X lTespace de Hilbert réel séparable, 
3C=c ;=  4 2 2 

(xl , xe ,  . . . ) 1 X i  E"' /Ix// = ""i (1. 
Soit D le disque EXEX ; llXll51) et 

S la sphère {;EX ; IlXll = 11. 

i !  
1 

Nous emploierons sans le démontrer le résultat fondamental (et 1 
1 

élémentaire) suivant : 



2.1 Théorème de Bessaga [ 2 ] 
Il existe un difféomorphisme de sur x -  {ô]  qui fixe tout point 

hors de D. 

al 

Soit k(X) la catégorie dont les objets sont les variétés C (à  b~ 

qui sont localement difféomorphes à 5 = lC x [o,o[, et dont les morph 
03 

mes sont les applications C . 
Sous Porme dfune suite d'exercices nous allons indiquer la démonstrat: 

du théorème suivant dû à N. Kuiper. 

t. 

2.2 Théorème : Si f : Ml + M est une équivalence dfhomotopie de variéti 
2 

sans bord dans la catégorie & ( X ) ,  il existe un difféormorphisme 

F : Mlx K - M ~ X K  homotope à fxlK . 

Exercices 

1) Soit Mi, i = 1,2, dans k(X) (ou DIFF), et soit Ni une composante d 
bord de Mi. Soit Fi : N. x[o,~[+M~ un plongement sur un ouvert de LI 

1 i 
tel que Fi(n,O) = n, pour tout n E N i  Enfin soit f : N1 +N2 un isomor- 

phisme. L'on forme M = (M~UM~)/{~) à partir de la réunion disjointe 

d'exemplaires de M M en identifiant NI à N2 par f. Alors M admet un1 1' 2 , 
structure de variété C unique de telle sorte que M M2 soient des 

1 ' 
sous-variétés lisses, et FI, F2 se recollent pour former un voisinage 

m 
tubulaire C de NI = N2 dans M. 

2) (MC Alpine [ 1 1). Pour tout X E k (x) il existe un plongement f : x 4% 
sur une sous-variété fermée .(selon Lang [6;p77]  tout tel plongement admet 

un voisinage tubulaire). En effet, si bX = $, soit ip : Ui 5 x, i = 1, 
CD - 1 i 

2,3, ..., une suite de cartes C telles que C g ,  (intD]tapisse X. 
m i - 1 Soit g : K -  [0,1] une fonction c telle que g (O) = {;EX; 1;1 211. 

Alors lfapplication 6 : U 4 x 3 ~  = 3, bi(x) = ( g ( i p i ( x ) ) . B i ( x ) , g ( P i ( x )  
-1 i i 

plonge pi (int D) et se prolonge à X en une application cm par la règll 
(Li(') = O si xfui. Ensuite 

constitue un plongement fermé de X dans ~ D - o ~ K .  



3) Déduire du théorème de Bessaga : 

a/ D Z  D - {Z] ; b/ S ~ K  ; c/ DZKX[O,I) ; d/ D x X ' Z  D 

4) Si f : X - 3C est un plongement fermé, l'application g : X - D X ~ D ,  

définie par g(x) = ( O ,  f(x)), est un plongement fermé dont la fibre du 

fibré normal est K. 

5) Soient g : X - D  un plongement fermé et h : X-Y, h € k(x). Alors 
(h,g) : X-Y x D est un plongement fermé homotope à (h xa). Si d'ailleurs 

h est un plongement au voisihage d'un fermé A de X et si a : X - . [ O , ~ )  
Cu 

est une fonction C telle que (r-l(0) = A, alors (h,ag) : X - Y x D  est un 

plongement fermé également homotope à (h,~). 

2 

6) L' énoncé (1 .l) est valable pour e(K) dès qu'on remplace R par X, et qu'on 

parle de fibrés vectoriels à fibre K. (suivre la démonstration de ~irsch) 

L'exercice 1) sert à éviter le théorème d'unicité des colliers à auto- 

morphisme ambiant près. 

L'exercice 5) remplace le théorème de Whitney. Pour appliquer 5) et 

pour que les plongements construits soient à fibrés normaux triviaux, 

il convient de passer plusieurs fois au produit avec X - ou mieux, 
d'écrire X = X63 X @  ... et utiliser chaque fois qu'il est nécessaire 
un des facteurs de cette décomposition. 

7 )  Soit XEé(x) et R(X) la classe des fibrés vectoriels à fibre iso- 

morphe à x, muni chacun d'une métrique Riemannienne. 
a/ T(X) admet une métrique Riemannienne (~ang [û; p.1041). 

b/ Pour 5 ER(x) il existe 7) E R(X) tel que 5 8 7 )  = E (= fibré trivial 
XXK) - utiliser 2). 

c/ Il existe une opération de somme infinie dans 

R(X) : (xl ,s2,S3,. . .) + s1(8 S Z ( B  s39 . . . qui est associative 
et commutative. - N 

d/ Pour tout 5,7)€ R(x), 59 E = T]$  E = e 

(Répéter le truc du produit infini p.I.7 ) 



Nous verrons que le problème se réduit au cas où M est un ouvert 
N 

d'un espace euclidien. On déforme alors f x  O : M1+M2x R ,  N grand, en 

un plongement g dë telle sorte que le voisinage tubulaire ouvert 
0 -  N N 
T = M X R  de g(~l) puisse absorber tout l'espace M2 XR comme un 

1 
vorace Pantagruel. La méthode s'appelle l'engouffrement. La démons- 

f 

tration sera complètement indépendante de ce qui précède. 

La méthode marche aussi bien (ou mieux) pour le cas PL. Donc nous 

allons donner les rais'onnements DIFF et PL parallèlement. D'ailleurs 

le lecteur pourra déduire le cas DIFFSdu cas PL ! 

En effet, d'après le cas PL, il existe stablement une équivalence d'ho- 

motopie propre (l~isomorphisme PL ! )  et ensuite la démonstration par- 
tielle de Hirsch exposée ci-dessus donne le difféomorphisme voulu. 

3.1 Lemme d'engouffrement élémentaire 

Soit K un complexe simplicial localement fini qui se réduit sur 
* le sous-complexe L par yn-effondrement simplicial élémentaire à travers 

le simplexe 6 : K = LU 6. 

Soit f : K + R ~  une application propre, linéaire sur chaque simplexe, 

qui soit un plongement de 6. On suppose que f (K-6) n f (6) = P(. 
Si U est un voisinage ouvert de f (L) dans Eln et N un voisinage de 

f(6), il existe, dans la catégorie l3 (é = DIFF ou PL), un automorphisme 

h : IRn +Illn, tel que h(~) contienne f (K) et que h soit l'identité sur 

f (L) u (IR"- N) . 

Remarque : Il est en outre possible de choisir h isotope à l'identité 

par une isotopie laissant fixe tout point hors de N. 



Démonstration : 

1. 8 = P L  ------ 
(i) Supposons d'abord que f(6) sous-tende Etn. Soient a et z le sommet 

et la face de f (O) associés à l'effondrement de K sur L : f (6) = a +  T .  

Soit c le barycentre de s .  Sur la droite définie par a et c choisissons 

les points suivants : 

- a', intérieur au segment [a, cl, tel que a' a b~ soit - 
inclus dans U. 

- b, sur la demi-droite issue de c ne conkenant pas a, (b # c ) ,  

tel que (br.t)n.f(L) = 6s. f étant propre l'existence d'un 

tel point est évidente. De plus il est possible de choisir 

b dans N. 

Choisissons pour (ar s ) U  (b r f )  la triangulation T linéaire unique qui 

a pour sommets a, a', b et les sommets de 6s. Alors h est bien défini 

à partir des conditions suivantes : 

- Sur (ar T)U (b * T), h est l'application unique, linéaire 

sur les simplexes de T qui envoie a' en c et qui fixe les 

autres sommets. 

n - h(x) = x  pour xEfR - (ax:z)~(b+z). - - - - -. 



n 
(ii) Cas général : Nous pouvons supposer que f(6) engendre IFtmclFt , 

m 
m<n. Le procédé de (i) nous donne un PL-automorphisme h de IR de telle 

sorte qu'il suffira de le prolonger à IR" en préservant la condition que 

h soit l'identité sur f(L)U (IRn-N). 

Choisissons dans N un simplexe dl, admettant c comme barycentre et en- 
n gendrant un sous-espace supplémentaire à f(b) dans IR . f étant propre, 

il existe un nombre h>O tel que le simplexe A b 1 ,  homothétique de 6' 

dans l'homothétie de centre c et de rapport A, satisfasse la dondition 

suivante : 

(6(hd1)*. (a*rlJb*r))nf(~) = f(6)n f(~). 

Sur b(hal) x (a t r U r t b), h est le joint de l'application h a * ,, I 
et de l'identité de S(hul). Ailleurs h est l'identité. Cet h est solu- 

tion du problème. 

2. $ = DIFF -------- 
Nous réutiliserons ici les notations 6, r, a, c et 6' du cas PL. Nous 

n 
pouvons supposer que c cofncide avec l'origine de IR . Pour un sous- 
ensemble xcIRn, soit E(X) le sous-espace linéaire engendré par X. 

Alors IR" = E(~)QE(T)CBE(~'). Relativement à cette décomposition, 
n 

nous écrirons pour xElR , x = (x1,x2,x3). D'ailleurs ~ ( a )  sera iden- 

tifié à IR de façon que a corresponde 8. 1 ; alors xlED1. 
m 

Soit a : E(T)-IR une fonction C , à support compact A dans l'intérieur 

de r, dont le "graphe" - ie : 1 'ensemble [(xl ,aZ,O) €IRn( x2 E A , X ~  = a ( x p ) ]  - 
est inclus dans U et ne rencontre pas a* Sr. 

Ensuite choisissons A c 1  tel que le "graphe" de Aa ait la même propriété 

que celui de a.  Or f étant propre, il existe p >  O tel que l'ensemble 

[(x1,xy O) €Illn/ x2 E A,- pa(x 2 ) r x l  s O) ne rencontre pas f (L) et soit 
inclus dans N. 
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oa - S o i t  5 : IR-R une f o n c t i o n  C t e l l e  que l a  f o n c t i o n  t d ~ ( t ) + t  s o i t  

monotone e t  que { ( h ) + h  = O 

{ ( t )  = O pour 

{ ( t )  = O pour 

oa 
- S o i t  (3 : E ( T ) - I R  une f o n c t i o n  C t e l l e  que @ ( x 2 )  = 1, s ' i l  e x i s t e  

X I  €IR t e l  que (xi , x 2 , 0 )  E f  ( 6 ) -  U ,  e t  t e l l e  que son  suppo r t  s o i t  i n t é -  

r i e u r  au suppor t  A de a. 
11 e s t  maintenant p o s s i b l e  de d é f i n i r  un difféomorphisme h '  de l ' e s p a c e  

E ( f ( 6 ) )  engendré pa r  f ( 6 )  s u r  lui-même, t e l  q u e . h 1 ( ~ n ~ ( f ( 6 ) ) )  con t ienne  



f(6) et que f(L)n~(f(o)) soit ponctuellement invariant : 

1 
h'(~l ~ ~ 2 )  = ~(x~)5(~7';;~) a(x2), x2)* 

n Il s'agit maintenant de prolonger le difféomorphisme à W. . Soit S 
l'adhérence de l'ensemble des points non fixes de hl. Il existe un disquf 

D dans ~(b':), de centre c, tel que S x D  ne rendontre pas f(L) et soit 
Ca 

inclus dans N. Prenons une fonction C E : ~(d')dfR, à support dans D 

et prenant la valeur 1 en c, Alors le difféomorphisme cherché est défi- 

Considérons la situation plus générale où f (K - 6) n f (6) # P(. 
Désignons par C le sous-cône de f(6), de sommet a, s'appuyant sur 

f(~)n f(6); alors C ' a r  P où P est un polyèdre dans T, qui contient 6-c. 

3.2 Corollaire : Le lemme d'engouffrement élémentaire, est encore valable 

si nous remplaçons la condition f(~-6)nf(6) = $ par la condition -:CU 

Preuve : En effet, a r P  étant un sous-cône de a a ~ ,  il existe trivia- 

lementaun gffondrement simplicial, en général non élémentaire, de 

a z T = f (6) sur a z P (cf. Zeeman [~3;~111-7]). Décomposons-leen une suite 

d'effondrements élémentaires : a* s = X > X \ i X  ... LXk = axP. 1 2  
Par application du lemme d'engouffrement élémentaire, nous trs~~-ons 

une suite d'automorphismes 
.- . 

- h tel que : hk(~)2~k-l 
k 

et h = Id. k l x k  
11 - II - hk-l : hk-lhk(u)'Xk-2 et hk-lI~ k-1 = Id. 

etc.. . 
Finalement h = h h ... h est l'automorphisme cherché. 

1 2  k 

Pour la démonstration du théorème d'engouffrement de 

c q f d  

Stallings, 

outre ce lemme d'engouffrement élémentaire nous aurons besoin du lemme 

.technique suivant : 



6 

1 .l6 

3.3 Lemme : Soit P un complexe simpl'icial fini ; il existe une triangu- 

lation t du complexe cellulaire E x  1, telle que pour tout simplexe 6 

de K : 

u 1/ 6 x 1 % 6 X~O\U 66 x 1 relativement à t. 

2/ 6 x {O] et 6 x Cl ] sont des simplexes de t. 
s ( Y  indiqiie une sui te finie d 'effondrements simpliciaux élémentaires). 

* 

Corollaire : Si L est un sous-complexe de K, alors K x  I ~ L  x 1 U K x {O]. 

Démonstration du lemme : $.On fait une récurrence sur la dimension de K. 

Si dim K = O c'est évident. Supposons que dim K = n et qu'il existe une 

triangulation de K x 1 vérifiant le lemme ; si 6 est un simplexe de 

dimension n de K on prolonge la triangulation en rajoutant comme sommet 
., 

le barycentre a de 6 x 1. De toute évidence 6 x 1% a t (66x 1) U a 46 x {O]). 1 

66 est un complexe de dimension n-1. D'où : 
J 

(1) 66x 1 %  66x {O] 

Sous-lemme : Si Q est un sous-complexe du complexe fini P, si P <  Q 
et si a est un point abstrait, alors a * l'-%(a * Q)u P. t e  

Démonstration évidente. D'où : 

( 2 )  a* (6dx 1)'srar (bdx { o ] ) u  6 6 ~  1. 

d x  14 Sdx I U  a* (dx {O]) Donc 

11 est enfin évident que a * (6 x 0)<6 x CO]. 
Schématiquement les démarches sont les suivantes : 

r D B k M + d L l  d 

c . q . f . d .  



3.4 Théorème d'engouffrement de Stallings 

Soit M une variété sans bord de dimension n de la catégorie k 
( k  = Diff ou PL). Soient U un ouvert de M et P un polyèdre fermé dans M. 

m 
(si k = Diff, P est un polyèdre relatif à une triangulation C de M). 

On suppose que dim P I n - 3  et que (M,u) est q-connexe. Si P - U  admet 
pour voisinage dans P un polyèdre compact Q avec dim QS q, alors il 

existe un automorphisme h de M, se réduisant à l'identité sur le com- 

plémentaire d'un compact et tel que h(~) contienne P. 

i 

Remarque : h peut être choisi isotope à l'identité par une isotopie 

laissant fixe tout point de M hors d'un compact. 

Nous ne donnerons la démonstration que dans le cas où M est un ouvert 

de IRn. (voir les remarques à la fin de la démonstration). 

Démonstration : Soit aQ la frontière de Q dans P. Dans le produit P x 1  

considérons le sous-polyèdre : X = P - Q x {O] U aQ x 1 U Q x Cl 3. 
La q-connexité de (h4,~) nous permet de construire f' : P x  {O]U Qx I + M  

prolongeant l'injection de P x  {O] dans M tel que f'(x) soit inclus 

dans U .  

4 



1 .l8 

D'après le corollaire du lemme fch.1 ; 3 .3) il existe une triangulation 

tf de P x {O] u Q x 1 telle que P x {O] u Q x 1 < X. ~ ' a ~ r è s  le lemme 12 de Zeeman 

[23;p,111-l1],tf peut être choisie arbitrairement fine. Soit t une telle 

subdivision suffisamment fine pourqulil existe f : P x  [O]U Qx 1-M, 

homotope à ff relativement à P x  {O] telle que f soit linéaire sur chaque 

simplexe et que ~(x)cu. t étant choisie, d'après un lemme du--chapitre0 
nous pouvons mettre f en position générale relativement à f 

- 
s s X Soit Px{o)UQxI =Xk\Xk-l\... Xi\ ... X = X  une suite dfeffon- 

O 

drements élémentaires simpliciaux. 
', 

Le cas q s n - 4  : Pour une récurrence sur les entiers q et i nous 

supposerons le théorème démontré pour q - 1  et avoir un automorphisme 

hi de M tel que hi (u) 2 f (xi) .4 Supposons que 1 ' effondrement de Xi+l 
sur Xi se fasse à travers le simplexed;(~ = XiU d ; f(o) = a.-r). i +l 
Soit Z le sous-cône de f(b), de sommet a, s'appuyant sur l'adhérence S 

de f(a)n f(xi- 0). Puisque-f est en position générale, on a : 

dimz - 1 5  dim SI: max. ((n-3) + (q+l) - n ; 2(q + 1) n) 

(~emar~uer que d i m P g n - 3 ;  dim Q x I g q + l  ; dim dsq+l). 

Donc dimCS q-.1 et l'hypothèse de récuhence nous donne un automorphisme 

nous permet de construire hi+1 tel que : hi+1(~)2f(~i+l). 

Ceci achève la récurrence. 

6 

Le cas q = n - 3  : SoitXile (n-3)-squelette de Xi. Remarquons que 
h h - 

X i 2 P - Q x  [O] et que si X = XiU d, alors Xi+lU d\Xi est un effon- 
i+l 

drement élémentaire. La démonstration précédente marche encore si 

nous construisons z cf (6) ,non plus à partir de f (6) n f (xi- 0) mais à 
h 

partir de f (a) n f (Xi- d). 

dimCsn -4, le raisonnement du cas précédent permet de construire un 
h 

automorphisme h tel que h(u) 2 f ( x ~ )  2 P x [O]. 



Explication : Le lecteur constatera que, si Xi+l = Xi U 6, hi+l (u) 
contient f (6). Mais si dim 6 = n - 2, il peut se passer que h (u) i +2 
ne contienne plus f(6) ; cela ne fait rien car la face T de f(6) = a r T  

restera dans h.(~) pour j>i et c'est bien la seule chose importante 
J 

puisque dim T = n - 3 et que T risque d'être dans f ( ~  x {O]) = P x  {O]. 

c q f d  

Remarque : La démonstration classique du théorème d'engouffrement de 

Stallings dans le cas où M n'est pas un ouvert de R~ est assez longue. 

On doit démontrer un lemme convenable de position générale avec pour 

but une variété PL q2elconque. Ensuite on est forcé de subdiviser plu- 

sieurs fois, plus que dans le cas ci-dessus. Pour trouver les détails 

le lecteur pourra lire Stallings [21], en s'appuyant sur les lemmes 

de Zeeman 1231. Enfin pour le cas DIFF, il serait probablement plus 

direct de généraliser convenablement (ch.1 ; 3 .1) et (ch.1 ; 3 . 2). 

3.5 Proposition : Soit, dane la catégorie k(& = PL ou DIFF), une variété h 

de dimension n, n25. Soit M une sous-variété admettant un voisinage 

tubulaire T. On suppose que pour des compacts C arbitrairement grands 

dans N, la paire (N-T, N -  (TU c)) est 2 -connexe, et que la paire 

(N-M, T -M) est (n-3)-connexe. 

Soit O < h < l  et soit K un compact dans N. Alors il existe un automor- 

phisrne h de N, fixant le tube AT et tout point hors d'un compact, de 

telle sorte que h(T)3 K. 

N.B. Si 'e = PL, T est un voisinage de M muni d'une structure de PL- - 
fibré en disque. Si O<h<1, AT désigne un autre tube strictement 

contenu dans T. 



Démons 
n Pr) tration dans le cas où N est un ouvert de R . 

Choisissons un nombre tel que A < p < 1. Soit X un polyèdre fermé tel 

que X U  PT = N et X n  AT = $. On fixe une trianpulation t de N telle que 

X soit un sous-complexe. Soit KI un compact contenant 8, tel que la 

paire (N - AT, N - (ATUK')) soit 2-connexe. 
Posons U = N - (AT U  K I ) .  

(*' Cette hypothèse n'est, en fait, nécessaire que dans la mesure où 

nous n'avons pas donné une démonstration générale du théorème 

d'engouffrement de Stallings. 



Le théorème de Stallings est applicable à la variété N - AT, à l1ou- 

vert U et au 2-squelette XI2] de X ; XC2] - U  = K 1  nXrz1 est compact 

et 2511-3. Il existe donc un automorphisme de N-AT, laissant fixe 

tout point hors d'un compact de N-AT, et par la même prolongeable en 
[ 21 un automorphisme h de N, tel que hl(u)3x . 

1 
Soit alors P un sous-complexe de X, choisi de façon que X - P  soit 

inclus dans U et dans le domaine fixe de hl ; nous avons donc - r21 hl(l~)2x - PU P . Désignons par P la réunion de tous les simplexes 
6-3) 

de la premiere subdivision barycentrique de P ne rencontrant le 

2-squelette PC2] relatif à la triangulation t. C'est un complexe de 

dimension inférieure à n-3. Réappliquons le théorème de Stallings, 
O 

cette fois, à la variété N-AT, à l'ouvert T-AT et au polyèdre 

compact P . La condition de (n-3)-connexité est satisfaite parce 
O 

que la paire (N - AT, T -AT) a le même type dlhomotopie que la paire 

(N-M, T-hl), qui est supposée (n-3)-connexe. Il existe donc un auto- 

morphisme h de N, laissant fixe AT et tout point hors d'un compact 2 
de N, tel que h2(~)2 P 

(n -3)' 
Supposons maintenant que nous sachions construire deux automorphisrne 

et Q2 de N, laissant encore fixe AT et tout point hors d'un 
compsct de N, tels que : 

L'automorphisme h cherché n'est autre que @hl)-'(@hg). 

En effet u u  h(~) = N, donc ~(T)IT(' 3 K. 

Pour démontrer la proposition il nous reste à construire @ll et 02. 
Remarquons d'abord que pour la première subdivision barycentrique t' 

de t, tout simplexe de P est, de façon unique, le joint d'un simplexe 

de Pr2] et d'un simplexe de P 
(n - 3)' Passons alors à la seconde subdi- 

vision barycentrique t" et posons : 

Nous avons : P = Q1 U Q2. 

Posons encore : 





Démonstration : Considérons une suite croissante de compacts K 
O i 

dans N tels que : N = U Ki. i =l 
Choisissons une suite numérique {u ] i iEN' 

de nombres strictement posi- 

tifs, convergeant vers 1 en croissant ; on suppose de plus que la suite 

est non stationnaire. 

Considérons la suite de tubes u,T ; si \e = PL, cela signifie que : 

Construisons par récurrence une suite dlautomorphismes 8 : N+N. , i 
8 est l'identité.< Supposons que 8 soit donné de telle façon que 
O i 

Bi (uiT)3 Ki. D'après la proposition ~récédente nous savons construire 

un automorphisme h de N tel que : - 
i 

= n 
hi 1 Bi (uiT) 1 ei (uiT) 

4 

- hi(ei(~i+l~))3 Kiel 
Posons alors 8 i +l = hiei. Nous avons : - (uiilT)3 Ki+l 

Si nous disons que 8 - 
(uiT - 'iluiT' 8 est bien 

ltisomorphisme cherché. 

c q f d  

m 
t 3.7 Corollaire : Théorème-de Mazur pour des ouverts de IR . 

Soient M et M deux ouverts de R~ et f : Ml -.Y2 une équivalence d'homo- 1 2 
topie. Il existe un entier s et, dans la catégorie k (e = DIFF OU PL), 

un isomorphisme F : Ml X R ~ - M ~ X R ~ ,  homotope à f x Id 

Démonstration : Dans la catégorie k ,  nous savons construire un plonge 
ment propre de M dans IR 2m+l 

1 , (cf. ch. O ) . Nous en déduisons un 
plongement propre g : M1-.M2xlR 2m+l , homotope à f x  { O ] .  

Il existe un entier k tel que le plongement g x [ O ?  : Ml + (M~' R ~ ~ ~ ~ )  x dl 
admette un IRn-fibré normal v ,  avec ~ ( v )  C N 1  : Si k? = DIFF, on peut chai 

sir k = O  et v est un fibré vectoriel. Si k = PL, l'existence de k e t  

de v découle du théorème de Milnor (cf. [12]). 



M et M étant parallelisables, v est stablement trivial ; quitte à 1 2 
augmenter k, on peut le supposer trivial ce qui 

permet, même si 6 = PL, de supposer que v contient un fibre en disques 

T', isomorphe dans la catégorie à M x D  2m+l +k 
1 3 Notons M = g(~l) CN' ; N = N' x R  ; et T un voisinage tubulaire de M, 

3 
identifié à M x  {O] dans N, tel que, pour tout x E T1 ,{X]XR n T, soit 

3 un convexe de R . Nous allons montrer que les espaces N, M et T satis- - 
font aux conditions de connexité de la proposition3.5 de ce chapitre. 

a) Démontrons que, pour des compacts arbitrairement grands dans 

N, la paire (N,N - (TU K)) est 2-connexe, (et qu'en particulier, la 

paire (N,N - T) est 2-connexe). 
Nous allons simplement démontrer la partie la plus difficile, à savoir , 

que n2 (N,N - (T U K) ). = O ; on démontrerait de même que, pour i = 0,1, 

X(N,N - (TU K)) = o. 
2 2 

Soit p : (D ,6D ) a-, (N,N - (T U K)) . Grâce au théorème d 'approximation, 
nous pouvons supposer que p est différentiable ; (rappelons que N est 

un ouvert d'un espace euclidien). Soit p la projection naturelle de 
3 

N sur R . 
2 

Nous savons, d'après le théorème de Sard [18], que, même si p p ( ~  ) 
3 

contient l'origine de R , il existe un point arbitrairement voisin de 
iforigine dans IR3 n'appartenant pas à l'image de pp. Il est donc pos- 

3 
sible de modifier p par une petite translation dans IR , de telle sorte 

2 3 
que pp(~ ) ne contienne plus l'origine de IR ; nous choisirons une dé- 

2 formation de p suffisamment petite pour que p(6D ) reste inclus dans 
N - (TU K). Autrement dit nous nous somme ramenés par un lemme facile de 

2 
position générale, au cas où p(D ) ne rencontre pas N1x{0]. 
Utilisons à ce point la liberté qui nous est laissée pour choisir K : 

on obtient une famille de compacts arbitrairement grands dans N en 

prenant les compacts de la forme K1 x  AD^ où K' est un compact de Nt. 
Maintenant il suffit de déformer p en faisant sur la composante pp une 

3 homothétie à partir de l'origine de IR de telle sorte que l'on pousse 
2 3 

P~(D ) à l'extérieur de AD U p(~). Il est clair que cette homothétie 
1 

déforme p ( ~  ') à travers N -  (TUK), vue la condition de convexité dans 

la construction de T. 



b) Démontrons que la paire (N -M, T -M) est (n-3)-connexe. 

(n=dim N). Sans perte de généralité nous pouvons supposer que N est 

connexe. Nous savons que T G N  est une équivalence d'homotopie. Soit 

N E N le revêtement universel de N. Pour A C N ,  posons A = p-l~. D'après 

le a) l'injection (N -M)+N induit un isomorphisme sur sc O et sc 1 ; il en 

est de même de l'injection (T - M ) + T ,  par un raisonnement de position gé- 

nérale analogue à et plus faible que celui développé en a). Donc 
N 

p ~ y - ~  : f i - M ) +  (N -M) et : ( -  (T - 1 )  sont des revêtements 

universels. i 

N N 

Or le fait que T G W  soit une équivalence d'homotopie implique que TQN 

est une équivalence d'homotopie ; donc on a les égalités 
d 

N N N  N 

= H,(N - M,T - M ; Z )  (excision) - -  - (théorème d 'Hurewicz) 
= n,(N - M,T -11) 



Enfin nous pouvons supposer sans perte de généralité que dim N 2 5 .  

Toutes les conditions de la proposition (ch.1 ; 3 y 5 )  sont satisfaites. 

D'après le corollaire (ch.1;~ . 6 ) ,  il existe, dans la catégorie k,  un 
O 

isomorphisme 0 : T+N, laissant fixe la section nulle du tube, à savoir 
0 ,  s 

l'image de Ml dans N. T étant isomorphe à M l x R  , nous en déduisons l'iso- 
morphisme cherché. c q f d  

3.8 Fin de' la démonstration du théorème de Mazur dans le cas général. 

Rappel de la situation : soit f : Ml -Mg une épivalence d'homotopie 
5 .  

entre deux variétés sans bord de dimension n de la catégorie k ( k  = DIFF, 

TOP, PL). On suppose que f*(s(~~)) est stablement isomorphe à T(M~). Il 

nous faut trouver un entier N et un isomorphisme 

Démonstration : (~stuce de ~irsch) nous pouvons supposer Ml et M2 plon- 
n+k 

gées dans IR , k assez grand pourqulil existe des microfibrés normaux 
P L  

J 
v' 4 Mj (j = 1,2) (cf. hiinor [14] pour B=TOP et [12] pour E = P L ) .  
j ; ,  

D'après le théorème de Kister-Maiur [ 6 1, v: et v' peuvent ëtre choisis 2 
avec une structure de IRk-fibrés. E(v l) est un voisinage rétracte de 

J 
M. (cf. ch. O ) Soit F" : E(vi)-E(v4) l'équivalence d'homotopie 
J 

i f pi; ~ ( v i )  et ~(v;) étant des ouverts de o u  avons démontré 

(ch.1 ; 3. 7) qu'il existe un entier s et un isomorphisme 

homotope à F' x Id 
123s 

Posons N = n + s + k et soient 

Nous avons les isomorphismes suivants : 

- quitte à augmenter N, l'hypothèse sur les fibrés tangents nous 

permet d'écrire : 



- ( b )  Puisque ~ ( v . )  est parallelisable, nous avons 
J 

pour j = 1 , 2  M . X R ~ ~ E ( T ( E ( ~ . ~ ) ~ ~ ~ ) = E ( ~ . @ ~ ( M . ) ) ~ E ( ~ ? ~ ( M . ~  
J J J J J 1 

a 

Figure 

3.9 Corollaire : Pour toute variété M contractible sans bord, il existe 

un entier s tel que M xfRS soit isomorphe à Etn+'. 



Si l'on se contente de résoudre le problème "stablement", on est 
* 

ramené par le théorème de hlazur à des questions au sujet des microfi- 

brés PL et TOP. 

Le problème de l'unicité s'appelle le "Hauptvermutung" pour les va- 

riétés PL. 

Si X est un complexe simplicial covnexe et localement fini, dési- 
/ 

gnons par k t ( x ) ,  pour k = PL OU TOP, l'ensemble des classes d'isomorphisme 

stable de microfibrés de type k.  Rappelons que deux microfibrés g1 et t2 
sur X sont. stablement isomorphes si et seulement si il existe des fibrés 

1 1 
(" > triviaux E et t a  tels que g1 8 c soit isomorphe à g2 @ c 2  . 

Si, en outre, X est de dimension finie, nous allons définir un ensemble 

epL(x) (resp. ITOP(x)) : un élément de'@ PL (x) se représente par une équi- 
valence d'homotopie f : X - + M  avec une variété PL (resp. TOP) sans bord ; 

f : X * M et f ' : X + M 1  représentent le même' élément de B (x) (resp. PL 
de BTOP(x)) si et seulement si il existe deux entiers n et n' et un iso- 

morphisme PL (resp. TOP) 

qui rende le diagramme suivant commutatif à homotople près : 

Exercice : Montrer que BpL(X) et B (x) sont des ensembles. 
TOP 

(") kt est un groupe abélien pour la somme de Whitney. (cf. ch. O). 



Considérons le carré suivant dlapplications naturelles : 

5 et 4 oublient la structure PL. Au niveau des représentants, TpL as- 
socie à une équivalence dlhomotopie f : X - M  le microfibré f * ~  sur X. 

t PL 
TTOp est défini para1lèlement.T 

PL et T~~~ sont évidemment bien définis 

et rendent le carré commutatif. 

Remarquons que si X 1  a le type dlhomotopie de X, le carré associé à 

X' est naturellement isomorphe à celui associé à X. 

4.1 Théorème : TpL et TTOp sont des isomorphismes. 

Démonstration : Lfinjectivité est exactement le principe dlisomorphisme 

stable (ch.1 ; 1 . 1 )  pour PL et TOP. Vérifions la surjectivité pour PL ; 

la vérification pour TOP est parallèle. Soient x E kpL(x) et I un Etn-fibré 
sur X qui représente x (théorème de Kister-Maxur Ch.0 et [ 5 ]  ) .  Plongeons 

* X simplicialement dans un espace euclidien et choisissons un voisinage 
9 > 

1 régulier ouvert N tel que X+N soit une équivalence dlhomotopie. Si 

i r : N + X  est une rétraction (cf. Ch.0 p ) ,  considérons l'équivalenci 
d'homotopie f : x-+E(~*!) où f est l'npplication composée 

section X AN - ~(r*!), 
nul 1 e 

1 O(.) 
1:  Or  TE(^*!) = P)~~*!$E où E est un fibré trivial - car le fibré tangent 

à N est trivial,(~f. Ch.0 1 

i Si Cf] est l'élément de apL(x) représenté par f, TpL([f,]) est par défi- 1 

% i nition représenté par r 

qui est stablement isomorphe à 5 .  c q f d  

(*) 
p est la projection du fibré r *  sur N. 

. .-- 



Du carré (1  - 4 - a ) on déduit le 

4.2 Corollaire : Soit M une variété topologique 
n existe un entier n tel que M x R  admette une 

sans bord. 

structure d 

Pour qu'il 

e variété PL, 

il faut et il suffit qu'il existe un micro-fibré PL sur M dont le micro- 

fibré TOP sous-jacent soit stablement isomorphe au micro-fibré tangent 

TOP de M. 

Démonstration : Le corollaire se déduit du carré (1 - 4 - a ) à partir 
m du moment où l'on sait que chaque variété topologique M a le type d'ho- 

motopie d'un complexe simplicial localement 

fini et de dimension finie. x est par exemple une triangulation de l'es- 
m+k 

pace total d'un IRk-fibré TOP normal à un plongement de M dans IR . Un 
tel plongement existe (cf. ch. O ) .  

4 
c q f d  

4.3 Corollaire : 

(a) Si (!J : kpL(x) -kTOP(x) est surjectif alors, pour toute variété to- 

pologique M sans bord qui a le type dlhomotopie de X, il existe un entier 

n tel que MxlRn admette une structure de variété PL. 

(b) Si 4 : kpL(x) -kTOP(x) est injectif alors, pour tout homeomorphisme 

TOP h : M,+M, de variétés PL ayant toutes deux le type dlhomotopie de X 
J. 4 

il existe un entier n et un isomorphisme PL H : Ml r B" - M~ x tRN homotope 
à &x 1tRn. 

9 > 

Remarque : D. Sullivan a démontré que 4 : kpL(~)-kTOP(~) est injectif 
pour tout complexe simplicial fini qui satisfait à la condition suivante : 

( )  H~(X ; Z) n'a pas de 2-torsion. 

D'ailleurs il a démontré un résultat plus fort qui permet de déduire des 

méthodes de chirurgie le théorème suivant : 

4 . 4  Théorème (Sullivan)(*): soit h : Ml - M2 un homéomorphisme de deux varié- 
tés compactes PL simplement connexes, à bord ou bien vide ou bien sim- 

plement connexe. L'on suppose (46) pour X = M  et l'on suppose dim M r  6, 
1 1 

'OU bien bM1 = et dii Ml> 5 .  Alors l'application h : ( M ~ , ~ M ~ ) - ( M ~ , ~ Y ~ )  

est homotope a un isomorphisme PL. 

(*)Thèse, Universi té de Princeton, 1967. 



Au lieu de supposer M simplement connexe et bM vide ou s i m p l e m  1 1 conn 
on suppose maintenant que M et bMl sont connexes et que bM L M  induit 

1 .  1 1  
un isomorphisme de n Alors hlint Ml est hornotope à un isomorphisme 1 
PL : int Ml - int Mp. 

La question de l'injectivité de di : k p L ( x ) - k T O p ( x )  reste dans le 

cas général un mystère complet. 

Exercice : On démontre le3 analogues des résultats 4.1, 4.2 et 4.3 
t pour un carré : 

et, ce qui est plus difficile, pour un carré 

tel que & '  = &q3 et 8'  = $ 4 .  

X est encore un complexe simplicial connexe, localement fini et de 

dimension finie. k g ( x )  est l'ensemble de classes d'isomorphisme stable 

de fibrés vectoriels sur X. 

Voici quelques indications pour le deuxième carré. Au niveau des repré- 

sentants Q associe à une équivalence d'homotopie f : X+M, où M est une 
f h-l variété DIFF sans bord, la compos.ée X + M - + N  où N est une variété PL 

et où h munit II d 'une CI-triangulation de Whi teheati ( ~ P . J . H . c .  Whitehead 

cp peut être défini par la condition que ( 1 - 4 - c )  commute, car T 
O et T~~ 

sont des isomorphismes. Pour une définition plus directe de q3 voir 

Milnor [l2]. 



Remarque : (et donc 6 ' )  n'est ni injectif ni surjectif. Pour une 
explication simple voir Milnor [ 1 2 ] .  Il existe en fait une suite exacte 

longue de groupes abéliens (cf. Lashof -Rothenberg [26]) 

où rn est le groupe de structures différentiables à difféomorphisme près 

sur la sphère sn, (Cf. Munkres [16;@221 et Cerf C31). On a 

(cf. Kervaire-Milnor [25] et cerf [24]). 

La forme générale du théorème de Mazur permet de démontrer en em- 

ployant les idées du chapitre V le théorème 'suivant : 

5.1 Théorème : Soit f : Ml-M2 une équivalence dlhomotopie entre deux 

variétés DIFF toutes les deux sans bord et de dimension n. La condition 

nécessaire et suffisante pour qu'il existe un entier N et une equivalence 
N d'homotopie propre. F : Ml x EtN + M2 x iR homotope à F x O est qu'il existe 

un entier s et une équivalence d'homotopie fibrée au-dessus de M des 1 
fibrés de Hurerici (à  fibre homotope à sn+'-') associés aux fibrés 

( et f+t.r(~,)ie E* . 

Nous indiquons la démonstration sous forme d'exercices. 

Exercices 

0 )  Lemme - - - - - : Si f : Ml AM2 est une équivalence dlhomotopie propre, et 

si 5 est un fibré vectoriel de dimension k sur Mi tel que les fibrés en i 
k -1 sphères S de Il et f*g2 aient lemême type d'homotopie fibrée(*', il 

* On trouvera la définition d 'une équivalence d ' homotopie f ibrée au 
chapitre V. 



existe une équivalence d'homotopie propre p des espaces totaux E(L) 
qui rende le carré suivant commutatif à l'homotopie près. 

pro j . proj. 

1) Suffisance : Soit g s  un fibré vectoriel sur Ml qui représente ---------- 
C ~ * T ( M ~ ) ~  - CT(M~)I èans le groupe k (M ) des classes stables de fibrés O 1 
vectorielssur M Déduire du principe dlisomorphisme stable un isomor- 

N s+N s1 
phisme B : ~ ( b )  x R - M2 xlR . Montrer qu'un représentant 'Tl de 

[T(M~ ) ]  - C~++T(M~)] a le type d 'homotopie fibrée d 'un fibré trivial. 
, 

( ). Appliquer convenablement O) pour obtenir l'équivalence 

dlhomotopie propre M xlR s+N+sl _, 
1 demandée . 

2) Necessité : Soient M et M deux variétés DIFF; Soit f une appli- --------- 1 2 
s cation propre de Ml dans M2 et g : Ml+M2xIR un plongement dans M xD S 
s 2 

qui est proprement homotope à f x  O dans M x D  . Il existe un voisinage 
2 

tubulaire fermé T de g(~l) tel que M x 8 c int T (voir page 1.8). 
S s-1 Montrer que la projection aT-IR - {O] S constitue une trivialisatior 

du fibré aT+M en tant que fibré de Hurewicz à fibre homotope à S s -1 1 
( c f .  c h .  V ) .  Or aT'LI1 est le fibré en sphères associé au fibré 

normal de g qui dans le groupe des classes stable est [~"T(M~)] - [T(M~)I~ 
- 

En déduire une équivalence d'homotopie fibrée sur Ml entre les fibrés 
s' s' en sphères associés à f"s(M2)%c et T(M~)LBE , SI = s+n. 

3) Généraliser le théorème aux variétés topologiques. Pour la suffisance 
1 

il convient d'observer que si 5 est un tltn-f ibré TOP sur X, 5 + E contient 
n 1 

un fibré en sphères S localement trivial E E x  tel que 5 + E est iso- 
n+l morphe au R - fibré ~ ( p )  -x, = (0,1] x ER (1,e) = (l,el),si p(e) =p(e 

[ 1. La nécessité (suivant 2)) est plus cannulée, 
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C H A P I T R E  II 

L E  T H E O R E M E  D E  

R E P R E S E N T A B I L I T E  D E  B R O W N  



La théorie des fibrés conduit à l'étude des foncteurs H, contrava- 

riants définis sur une catégorie d'espaces topologiques et de classes 

d'homotopie d'applications continues, qui sont à valeurs dans la catégorie 

des ensembles. Un exemple typique est le foncteur qui associe à un complexe 

simplicial localement flni l'ensemble H(X) des classes d'équivalence de 

microfibrés PL sur X d'une dimension fixée (cf. ch. IV ) .  Le théorème 
de Brown donne des conditions sous lesquelles un tel foncteur est repré- 

5 

sentable dans le sens suivant: 

Dbfinition : (~rothendieck). Soit H : ?3 + 8 un foncteur contravariant 

à valeurs dans la catégorie & des ensembles. Pour tout YEè, et tout UEH(Y) 

on peut former une transformation de foncteurs 

~ ( u )  : Home(? ,Y) -+ H(?) 

qui à ~EHO~~(X,Y) associe l'élément H(~)uEH(x). Le foncteur H est re~ré- 

sentable s'il existe un Y& et un UEH(Y) tel que ~ ( u )  soit un isomorphisme 

de foncteurs. En d'autres mots, pour tout XEé et XEH(X) il existe un mor- 

phisme f : X -, Y unique de telle sorte que H(f)u = x. 

Dans le théorème de Brown, les objets de la catégorie utilisée sont 

des CW-complexes de Whitehead (avec point base). Nous commençons donc par 

rappeler certaines propriétés de ces complexes que nous utiliserons sans 

cesse dans les chapitres suivants. 



i 

: 
11.3 

1 DEFINITION ET PROPRIETES DES CW-COMPLEXES 
-----------=---------------- ----------- ----------------============= 

Au sujet de ce qui est traité dans ce paragraphe nous donnons les 

références suivantes : J.H.C. Whitehead [8 1, Hilton [a], G.W. Whitehead 

[ 6 1, Spanier [b 1. 

1.1 Définition : Un espace topologique X est muni d'une structure de 

CW-complexe s'il est muni d'une filtration croissante par des sous- 

espaces X , n a ,  recouvrairt X et vérifiant en outre les conditions 

suivantes : 

(i) Dn désignant le disque unité de IRn et 6Dn son bord, pour tout 

n a ,  il existe un ensemble d'indices A et pour tout aEA une application n n 
continue f : 6Dn X ["-" de telle fapon que xCnl soit homéomorphe à 

x[~-']u($D~,[~] )/[trXmn, fa(,) = x r a ] .  

(ii) La topologie sur X est la limite inductive des topologies 
Cnl induites sur chaque X . 

- Par définition Xrnl s'appelle le n-squelette et l'image de c " ~ { x ]  dans 

et est noté 

= $. Remarquons que la topologie de X est la limite inductive 

- La dimension d'un CW-complexe est la dimension maximale de ses cellules. 

- Le cardinal d'un CW-complexe est, par définition, le cardinal de 

l'ensemble de ses cellules. 



Exemples : 

1/ Si (X,X ) est un espace topologique pointé et Y un espace topo- 
O 

logique quelconque, on appelle produit réduit ("smash") le quotient de 

X x Y par le sous-ensemble (x 3 x Y. Notation : X R Y. 
O 

Si X est un CW-complexe et x un point de son O-squelette, 1 dési- 
O 

gnant 1 'intervalle [O,l], X K 1 est un CW-complexe, ayant même type 

d'homotopie en X. (~xercice). 

2/ Bouquet : 

Soit (x,, xa)nEA une collection d 'espaces topologiques pointés. 

On appelle bouquet, noté VXa, le quotient Uxa/u[xaL Si, pour tout 

aEA, X est un CW-complexe et x un point de a a ''1, alors est Xa 
un CW-complexe. 

Par exemple,  est un bouquet de cellules de dimension n, 
c'est-à-dire un bouquet de n-sphères. 

1.2 Définition : Un sous-complexe Y d'un CW-complexe X est un CW-complexe, 1. 

tel que Y soif un sous-espace topologique fermé de X et que YCkl = WX Ck 
pour tout k E N. 

O 

Conséquence : Si e est une cellule de X, e ny est vide ou e est une a a a 
cellule de Y. 

)i r ?  

Exemple : Les squelettes de X sont des sous-complexes. 

1.3 Lemme : "closure finiteness". Toute cellule d'un CW-complexe est conte 

dans un sous-CW-complexe fini. 

1.4 Lemme : Tout compact ii d'un CW-complexe X est contenu dans un sous- 

CW-complexe fini . 

1.5 Lemme : Tout CW-complexe est paracompact. 

Cf. H. Miyazaki, *'The paracompactness of CW-complexes", 

Tohoku Math. J., 4 (1952), pp. 309-313. 



1.6 Définition : Une application continue f : X - Y, où X et Y sont deux 
CW-complexes, est dite cellulaire si, pour tout nEN, f (XIn1) est inclus 

Cn3 dansY . 

1.7 Lemme : Soit f : X - Y ; si la restriction de f a un sous-complexe X 
O 

de X est cellulaire, il existe une application continue cellulaire 

g : X + Y, homotope à f relativement à X . 
O 

1.8 Lemme : Soient X et Y deux CW-complexes, X un sous-complexe de X et 
O 

f : Xo + Y une application cellulaire. 

Alors XUY est canoniquemeit muni d 'une structure de CW-complexe . 
f 

% 

1.9 Définition : Un CW-complexe X est dit localement fini, si tout point 

possède un voisinage ne rencontrant qu'un nombre fini de cellules. 

Il revient au même de dire que tout point n'appartient qu'à un nombre , 
fini de cellules fermées ou que X est localement compact. 

1.10 Lemme : Soient X et Y deux CW-complexes. Si Y est localement fini, alors 

XxY, muni de la topologie produit, est canoniquement un CW-complexe. Si Y 

n'est pas localement fini il existe sur le produit ensembliste une struc- 

ture naturelle de CW-complexe, (notation xPY), dont la topologie est plus 

fine que la topologie produit. 

De plus, l'identité de XXY dans XxY est une équivalence d'homotopie. 

r >  

Pour la troisième partie du lemme on peut utiliser le résultat 

suivant de Milnor [A] : si X et Y sont deux CW-complexes, leur produit 
cartésien a le type d'homotopie d'un CW-complexe. 

Remarquons alors que les topol~gies de XxY et de XXY ont mêmes compacts. 

Par conséquent l'application identique de XXY dans XxY induit un isomor- 

phisme sur les groupes d'homotopie. D'après le lemme 1.14, c'est une 

équivalence dlhomotopie. 

Notations : Si X et Y sont deux espaces topologiques, [x,yIlibre désigne 

l'ensemble des classes d'homotopie libre dlapplications continues de X 



dans Y. Si X et Y sont pointés, [x,Y] désigne l'ensemble des classes 

d'homotopie pointée d'applications de X dans Y respectant les points bas 

1.11 Lemme : Soient X un CW-complexe et K un compact pointé. 

Alors [K,x] = ~ [ K , x  et, C K , ~ I ~ ~ ~ ~ ~  = CK,X Ln] Ilibre* 
Ce lemme est une conséquence immédiate du lemme 1.4. 

e 

Définition : Soient X et Y sont deux espaces topologiques connexes 

pointés et f : X + Y une application continue respectant les points base 
4 f est n-équivalence (ou n-connexe) si 1 'application f, : zq(x) n ( Y )  

4 
est injective pour qsn-1 et surjective pour qSn. 

Si f est une inclusion, ceci équivaut à dire n (Y,x) = O, OSqcn. Sinon, 
Q 

celà revient toujours à dire que n: (M(~),xx{o]) = O, pour q s n ,  oÛ 
P 

~ ( f  ) = XX[O,~]~Y/{ (x,l)=f ( x )  ] est le cylindre de 1 'application f . 

1.13 Lemme : Soit f : X -, Y une application n-connexe ; soient P un CW- 

complexe connexe ~~Î,:[P,x] -, [P,Y] l'application induite par f sur les 

classes dlhomotopie. 

Alors si dim PSn, f, est surjective et si dim E n - 1 ,  f,, est injective. 

1.14 Lemme : (~héorème de J.H.C. ~hitehead). 

Si X et Y sont deux CW-complexes connexes. Si f : X + Y est iiiic applica 

tion continue telle que f, : n+&(~) + n,(~) soit un isomorphisme (i .e. 

si f est une équivalence faible), alors f est une équivalence d'homotop 
2 . 2  

1.15 Lemme : Soit X un CW-complexe dénombrable ; il existe un complexe 

simplicial localement fini dénombrable Y ,  ayant même type d'homotopie 

que X. Si X est fini, Y peut être choisi fini. 

1.16 Lemme : Tout CW-complexe est localement contractible. 

1.17 Lemme : Soient X un CW-complexe et A un sous-CW-complexe de X. 

Etant données une application f de X dans un espace topologique quelcoc 

Z et une homotopie h de f il existe une homotopie H de f, prolongeas 
IA, 

On dit que l'injection de A dans X est une cofibration. 



Par exemple, si X est un CW-complexe pointé, l'inclusion de son 

point base est une cofibration. Dans toute la suite les points-base des 

espaces topologiques seron& supposés avoir cette propriété : nous diroqs 

qu'il s'agit de points-base non dégénérés. 

2.1 Définition d'un h-foncteur , 
+ 

Soit TOP la catégorie des espaces topologiques pointés et des a p ~  

plications continues respectant les points base. Un foncteur H défini 
+ 

sur une sous-catégorie pleine de TOP (resp. TOP) est un h-foncteur s'il 

possède la propriété suivante : pour tout couple (fl,f2) de morphismes 

de TOP' (resp. TOP), homotopes dans la catégorie, les morphismes H(fl) 

et ~ ( f ~ )  sont égaux. 

Notations : - Si H est contravariant, au lieu de ~ ( f )  nous utiliserons 
la notation f*. 

- Soit i l'injection canonique d'un sous-espace topologique 
X dans X. Si XEH(X), nous noterons x 
O 

l'élément ~*XEH(X ) et nous 
1 XO O 

parlerons de la restriction de x à X . 
O 

2.2 Représentabilité . 
Soit H un h-foncteur contravariant défini sur une catégorie 

d'espaces topologiques et d'applications continues à valeurs dans la 

catégorie & des ensembles. Deux points de vue peuvent être adoptés. 

Le premier consiste à remarquer que H : e - e se factorise par la caté- 
A 

gorie quotient !3 dont les morphismes sont les classes dlhomotopie d'ap- 
A A 

plications de : H = HE où E est le foncteur canonique de t? dans et 
A h A 

où H : - e est induit par H. On peut alors se demander si H est repré- 
sentable au sens de Grothendieck (Cf. p. 11.2 ). 
L'autre point de vue consiste à ne pas faire intervenir la factorisation 

A 

du foncteur H par la catégorie-quotient t, et à donner une définition 



directe de la représentabilité d'un h-foncteur contravariant en modifian. 

comme suit la définition abstraite. Nous dirons que H est "représentablt 

et que le couple (Y ,u) est universel, si à tout élément x de H(x), on 
H 

peut associer une application continue f : X - YH, unique à homotopie 

près, telle que f4&u = x. 

Attention ! Si H est "représentableu au sens précédent, H : l!! + & n'a 

aucune raison dlêtre"représentable au sens catégorique. En particulier H 

ne transforme pas en-général les limites inductives de k en limite 
projective ; nous reviendrons sur ce point au chapitre I I I .  

% 

I 

i Nous utiliserons avec Dold la définition suivante : 

i 2.3 Définition : Soit H un h-foncteur contravariant défini sur une sous- 
+" + 

catégorie pleine de TOP à valeurs dans . H est semi-exact s'il 
i 
i vérifie les axiomes suivants : 

a) axiome du bouquet : si X = VX est un bouquet dans la sous-catégorie a 
alors l'application canonique de H(X) dans VH(X ) est un isomorphisme. 

a 

b) axiome du recollement : Soit X = X UX la réunion de deux sous-espace 1 2  
X et X dans la sous-ca,tégorie. Soient X~EH(X~) et x2€~(X2) tels que 1 2 

Alors il existe XEH(X), engénéral nonunique, tel que x = xl et 

x I ~ 2 =  X2* 
1x1 

L'exercice suivant a pour but de justifier le termefbemi-exact": 

Exercice : (i) Soit A= un sous-complexe. soit CA le cône 

~x[0,l]/[~xl=~oint] ; identifions AX[O]~CA à AcX pour former XUcA. 

(~'a~rès l'appendice AIIg. 2,1a projection naturelle de XUcA sur X/A 
'+ 

est une équivalence d 'homotopie). Déduire de (b) que H(A)~'H(x)~ H(XUCA 

est une suite exacte d 'ensembles pointés. Montrer que )' + A -. x + X/A -) je 

est une suite exacte dans k. 

(ii) Employer 1 'espace X'= X1x~l]~Xox[i,2]~X2x~ cXx[1,2], 

pour montrer que la propriété énoncée dans (i) entraîne (b); dans la 

formule précédente X = X n x (cf. Appendice A I I  p . 7 ) .  
O 1 2' 
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Pour un foncteur semi-exact, nous avons les lemmes suivants : 

2.4 Lemme : Si X est un point, H(X) est réduit à un élément. 

C'est une conséquence évidente de l'axiome du bouquet. 

2.5 Lemme : Si X est réunion dtune famille croissante de sous-espaces Xn, 

n E N ,  l'application naturelle H(X) - *H(xn) est surjective. 

Preuve : Soit X' le sous-espace de X x [O ,a) défini de la manière sui- 

vante : X 1  = U X 1  où XI = Xn K [n,n+l]. 
nE N 

n n 

La projection natureHe de X' sur X est une équivalence d'homotopie, ainsi 

que celle de X' sur X ce qui nous permet de raisonner sur X t .  Identifions n n ' 
dans la suite H(X) avec H(x') et H(x,) avec H(x~). 

, ..... Soient Lo = Xb V Xi V 

..... et L1 = X' V Xi V 
1 

On a LOU L1 = X 1  et Lon LI = VXn . 
Alors H(L~)=H(x~).H(x~) ...... 

..... H(L~) = H(x~) .H(x~). 

H ( L ~ ~ L ~  ) = VH(X n ) 

H(L~UL~) = A@). 

Soient y = 
O 

L'image de y 

Considérons 1 ' élément (x 09X17X2 .. - .)E~H(x~). 
(xo,x2,. .. )EH(L~) et y 1 = (xl ,x3.. . )EH(L~). On vérifie que 
J L  nL1* Il exis'be donc y €  H(X) tel que y = y. et y l ~  = yl. 

O 1 LO 1 
dans @H(xn) est donc (xo,xl.. .). c q f d  

Pour pouvoir appliquer le théorème de Whitehead (ch.I1 ;1.14), nous 

utiliserons dans ce qui suit la catégorie e et ses sous-catégories k o ,  Ff 
et td définies ci-dessous : 
Les objets de k sont CW-complexes pointés et les morphismes de k! sont les 

applications continues respectant les points base. eo (*esp. éd, resp. kf) 
est la sous-catégorie pleine dont les objets sont les CW-complexes finis 

(resp. dénombrables, resp. de dimension finie). 



2.6 Théorème de Brown ([l]) 

1) Soit H un h-foncteur contravariant de la catégorie k des CW- 
+ complexes pointés dans la catégorie E des ensembles pointés. Si H est 

O 
semi-exact et si H(S ) n'a qu'un élément, alors H est représentable et 

l'espace classifiant est connexe. 

2 )  Si H n'est défini que sur la sous-catégorie hf des CW-complexes 
de dimension finie, alors, sous les mêmes hypothèses H admet un prolonge- 

ment unique à la catégorie e en un foncteur représentable. 
% 

3 )  Si H n'est défini que sur la sous-catégorie k des CW-complexes 
O 

finis et si, de plus, pour tout x€ko H(X) est dénombrable, alors. sous 

les mêmes hypothèses H admet un prolongement unique à la catégoxie é en un 

foncteur représentable. 

Démonstration 

lère PARTIE : 

Il existe un ensemble dénombrablex de CW-complexes finis, tels que, 

pour tout X E  ko, il existe X'EEet une équivalence dlhomotopie h : X-X'. 
(cf. lemme (ch.11;1.15)). 

Soit Y un CW-complexe quelconque et y un élément quelconque de H(Y). 
.2, 

Posons Y. = w([Yx~] ; xEB(b), XE~I.], où X désigne un exemplaire de X. 
X 

Dans H(xX) nous avons l'élément privilégié X(X ) correspondant à x dans 
X 

H(x). A l'élément y.n{x(~x) ; x E ~(x), X E ~ ]  du produit 

H(Y) .T(H(X~) ; x € H(X) , X EX], 1 'axiome a) de la semi-exacti tude permet 

d'associer un unique élément U~EH(Y~).L~ construction rend évident le 

fait que, si Z E b0 et z € H(z), il existe f : Z-Y tel que : fibu = z. 
O O 

En revanche, il peut exister deux applications f, g : Z-Y non homotope 
O ' 

telles que f*u = g*uo. 
O 

En résumé, pour tout Z E ko, 1 'application canonique u (z) : [z,Y~] - H ( Z )  
O 

est surjective mais non injective. 

La suite de la construction consiste à modifier Y de façon à "récupérer 
O 

l'injectivité". Cette construction se fera par récurrence. 

Supposons définis' le CW-complexe Y et l'élément U,€H(Y~). Définissons n 
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comme suit le couple (Y u ) :  
n+l n+l 

pour tout XE& et pour chaque élément ~E[x,Y~], choisissons un repré- 
sentant cellulaire f : X - Y  . Si f,g : X-Y, sont les représentants ainsi 

n 
choisis de deux classes d'homotopie distinctes et si f*u = g*un, on fait 

n 
correspondre au triple (~,$,g) le CW-complexe Z construit en attachant 

f,g 
XIXI a Y par les identifications : (x,~) = f(x), (x,l) = g(~). n 

Remarquons que Y est un sous-complexe de Z f,p* 'n+1 s'obtient alors à 
n 

partir de la réunion disjointe des Z en identifiant tous les exem- 
f , g  

plaires de Y ' Y est encore un sous-complexe de Y 
n' n n+l ' 

Nous voulons maintenant treuver un élément U~+,,€H(Y~+~), dont la restric- 

tion à Y soit u . C'est dans cette étape de la démonstration qu'intervien n n 
de façon essentielle l'hypothèse de "recollement". 

Ecrivons Z comme la réunion de Z' et de Zn où Z' est l'exemplaire 
f ,g :& f& f& 

de X m  [1/3,2/3] canoniquement plonge dans Z et où Z" est l'adhérence 
f & f& 

de Z -Z' . 
f& f& 

Z' n Z" est le bouquet ~r{1/3]~~x{2/3]. On en déduit une décomposition 
fd3 f& 

Y;+~u ; Y;+, n Y;;+,= v(z;& n 2" f & ); n peut être considéné 

comme un bouquet A V A  où Al et A2 sont deux exemplaires d'un bouquet VX, 
1 2  

indicé par tous les triples ( ~ , f  ,g). 

L'inclusion de Y dans Y''+l est une équivalence d'homotopie ; il existe n 
donc un unique élément v E H(Y" ) tel que v = u . 2 n+i 21yn n 



Soit maintenant F : Al-Y l'application dont la restriction à Al 
n zf,g 

est définie par la formule : ~(x,1/3) = f(x). 

L'inclusion de A dans étant une équivalence d'homotopie, il existe 
1 

un unique élément v EH(Y' ) dont la restriction à Al est F*un. 1 n+l 
Montrons que v n y o  = v  

lIyA+î n+î 2 1 " Y:+, 
fl Y" étant le bouquet A VA il suffit pour cela de démontrer que *A+i n+i 1 2, 

V 1 ( ~ , Z  V 2 1 ~  ce qui est évident, et que v 1 1 ~  = V 2 1 ~  
; cette dernière 

? égal,~é se $(:montre fac-ilement en remarquant que 1 inclusion de A2 dans 

Yli,l est une équivalence d'homotopie et que f*u = g'un. n 
D'après l'axiome b) de la semi-exactitude il existe 

u € H(Y,+~) tel que u = v1 et u - n+l n+l n+l - v2. 

A partir du couple (Y ,u )_nous avons pu construire un couple (Y n n n+l '"n+l 1 
tels que les applications f et g, vérifiant f+u = g*u mais non homotopes 

n n 
dans Yn, le deviennent dans Y 

n+l ' 

Définissons alors le couple ('Y H, UH) : 

- uH€H(YH) est choisi de favon que pour tout n E N ,  on ait u = u 
H~Y, n' 

ce qui est possible d'après le lemme (cli.I1;25), 

Le couple (Y u ) est universel : H' H 

1°/ (yH,uH) est universel pour t : 
O 

Si x€t0, pour tout XEH(X), il existe f :X-'YH tel que fnu = x ; en H 
effet, on a vu, au moment de la construction de Y que l'on peut choisir 

O ' 
f à image dans Y CY 

O H' 
Soient, maintenant, f et g : X - Y  deux applications telles que f4&uH= gXui H 
X étant compact, d'après le lemme (ck11;1.4), il existe n E N ,  tel que f e t  

g se factorisent par Y . Par construction de Y 
n+19 

f et g sont homotopes 
n 

tant qu'applications dans Yn+l. 

Conséquence : [s',yH] & isomorphe à H(sO) qui, par hypothèse, est. ridu 

à un élément. Donc YH est connexe. 



2 0 /  (yH,uH) est universel pour k : 
Si X E k ,  montrons d 'abord que 1 'application uH(X) : [x,Y~] + H(X) 

est surjective. Soit XEH(X) ; il faut trouver f : X -. % tel que f4(uH = x. 

Utilisons le fait que (Y u ) dépend du choix arbitraire de (Y,~) pour 
H' H 

construire le nouveau couple (Y' u') à partir de Y'= XVYH et y'= (x,uH). II' H 
Y' et Y sont deux espaces classifiants pour é ; on en déduit que l'in- II H O 

jection i : YH-Y# induit un isomorphisme de leurs groupes dlhomotopie et, 

puisque ce sont des_CW-complexes connexes, que i est une équivalence 

dlhomotopie (cf. lemme(chl41~4))dont j : YfI+Y désignera une homotopie 
H 

inverse. Soit k llinclusion de X dans Yi ; on a trivialement : (jk)*uH=x. 
f 

Montrons maintenant que u (x) est injective : soient f et g : X+YH deux 
H 

applications telles que f*u = g*uH. Il faut montrer que f est homotope H 
à g. f et g étant choisies cellulaires, nous construisons le couple uni- 

versel (Y:, u:) à partir,du couple (Y",~") défini comme suit : 

Y''= YHV (XX [o,l])/[(x,o) = f(r), (r,l) = g(x)lr EX) ; 

y" E H(Y") est choisi de façon à induire u sur YH et f4euH sur X a  [0,1]. H 
Ici encore llinclusion de Y dans Y; est une équivalence dlhomotopie. H 
f et g, qui, en 'tant qu'applications dans Y" sont trivialement homotopes, H ' 
le sont donc en tan't qu'applications dans YH. 

Ceci achève la démonstration de la première partie. 

2ème PARTIE : 

1°/ Construction d'un classifiant de dimension finie pour les 

complexes de dimension au plus égale à n. 

La construction est celle de la première partie en remplaçantx par le 

sous-ensemble des éléments de 3E: de dimension au plus n+l. 
n+l 

L'espace Y ainsi construit est classifiant pour les CW-complexes finis de 
n 

dimension au plus n+l. 

Comme dans la lèrel partie, 

pour terminer la démonstration, il faut savoir que, si f : Y + Y' est une 
n n 

(n+l)-équivalence entre deux classifiants pour les CW-complexes finis de 

dimension au plus n+l, alors, pour tout CW-complexe X de dimension infé- 

rieure ou égale à n, f+ : [X,Y 1 -.[X,Y'] est un isomorphisme ; mais ceci 
n n 

résulte du lemme (ch,II;1.13). 



Finalement Y est classifiant pour tous les complexes de dimension au n 
plus n. 

Remarquons que si la construction nous donne un espace classifiant Y 
11 

de trop grande dimension, on peut prendre comme nouveau classifiant son 

(n+l )-squelette (approximation cellulaire). 

2 0 /  Construct%on de Y H 
Par récurr.ence nous pouvons choisir le couple (Y n+î ,un+î ' à 

partir du couple (yn,u ) de façon que 
cn 

YnCY 
n+i ' u = u  . n+l n 

1 ~n 
Posons Y = U Y on remarque que le (n+l)-squelette Y rn+ll 

H n W  n '  4 de Y,+k 
( k 2  O) est classifiant pour les complexes de dimension au plus n. L'inclu 

sion de Y [n+l] [n+l] 
n+k dans 'n+k+l est donc une n-équivalence. 

D'après le lemme (ch11 1 . 1  ) le (n+l)-squelette de YH est classifiant, 
[n+l] pour les complexes de dimension au plus n-1, car l'injection Y 
n+k 

r n + q  + indui t 15 somorphi sme ni (yH ni(y [n+l]) n+k , i l n  . 
On en déduit, alors, un isomorphisme entre les foncteurs définis 

sur ef [-,Y,] et H ; 

si XE@, et si dim X=n, l'isomorphisme ci-dessus est la composition des 

isomorphismes suivants : 

[nt21 - 
Cx,y,I s CX,Y, 1 = Cx,ynI = H(X) 

Ceci termine la démonstration de la deuxième partie. 

3ème PARTIE 

La construction est analogue à celle de la première partie. Seul 

l'ordre des opérations est modifié de façon qu'à chaque étape Yn soit 

fini . 
Puisque nous voulons construire Y classifiant pour les complexes H 

finis, il est inutile d'introduire un espace Y arbitraire au début de 

la construction. 



Commençons avec Y réduit à un point et uo l'unique élément de H(Y.). 
o .  

Pour tout complexe fini X,H(X) étant dénombrable, nous pouvons ordonner 

tous les couples (x,), X EX x E H(X) : ( X  x ) ,  (x2,x2), . . . 

Pour i S n ,  supposons construit l'espace Y et l'élément uiEH(yi). 
. . i 
i 

Soit tl, ti, . . . une énumération des triples (x, [f] , Cg] ) où x E X et où 

f,g : X+Yi sont deux applications non homotopes telles que f4+u.= g*u 
1 i 

On construit Y à partir de YnVXn+l en attachant pour chaque n+l 
triple t: = (x, [f] ,[&]), i, j 5 n, le complexe XIX 1 par les identifications 

f(x) = (x,~) et f(x) = (x,l). On choisit u de façon à prolonger 
n+l n+l 

(un ~ n + l  ) E H(Y~ V Xn+l ) , et une énumération t~+', t, .. . des triples 
(~,[f],[~]), X E X ,  f ,g r X-Yncl applications non homotopes telles que 

fLu = g * ~ ~ + ~ .  Ceci achève la construction par récurrence. 
n+l 

Soit Y = UYn Si f : X-+YH est une application d'un complexe fini X H 
dans YH, d'après le lemme (ch11 4 il existe un entier n tel que 

f(X) CY . L'élément f*un E H(X) est indépendant de n. Ceci définit une n 
application naturelle de [x,Y~] dans H(x), qui est bijective par cons- 

truction même de Y Nous avons donc un isomorphisme de foncteurs sur H* 
e : [-,yH] -+ H(-). c q f d  
O 



# 3. REPRESENTATION DES TRANSFORMATIONS 

NATURELLES DE FONCTEURS REPRESENTABLES 

3.1 Généralités : Soient k une catégorie à objet nul et X, Y deux objets 

de t .  Alors Home(?,X) et Hornk(?,y) sont deux foncteurs sur k à valeurs 3 .  

dans la catégorie des ensembles pointés. Tout fEHomt(x,Y) induit une 

transformation naturelle (= morphisme de foncteurs) 
f, : Homé(?,x) - HO~~(?,Y) ; pour a€Horn(~,X), f,(a) est par définition 

% 

f O a E HO~(A,Y). 

Proposition : L'application qui à f associe f, est une bijection de 

HO~(X,Y) sur 1 'ensemble des morphiskes de f oncteurs Home(? ,x) - Home(? ,Y). 
Démonstration : Remarquons que f, associe à lX€~om(~,X) le morphisme 

~EHO~(X,Y). Donc si f et f' sont deux morphismes distincts, f,, est dis- 

tinct de fi,. 

Soit 0 : HO~(?,X) -Horn(?,Y) un morphisme de foncteurs. Si a E HO~(A,X) 

et g : B+A, alors g*(a) = a o  g ~ ~ o m ( ~ , ~ )  ; par hypothèse 

8(gle(a)) = g3$(e(a)), c'est-à-dire B(ao g) = 0(a) O g. 

Définissons alors f = 0(1 ) E HO~(X,Y). Nous avons f,, = 8, car, pour tout 1 X * ,  
et tout ~EHO~(A,X), @(a) = 8(lXo a) = O(lX).a = f,a. La bijectivité est 

ainsi démontrée. 
c.q.f.d. 

Le théorème de Brown (2ème et 3ème parties) pose le problème des 

transformations de foncteurs sous une forme plus difficile. On a une sous. 

catégorie pleine k de t? et deux objets X et Y dans 6 ; il s'agit de 
O 

trouver tous les morphismes de foncteurs, restreints a k 
O ' 

Hornt(?,X) - Homt(?,Y) . Bien sûr si X E  6! la solution est Horne(x,Yb 
1 to 1 &O 0 ' 

Considérons un exemple concret. Soit la catégorie des CW-complexes 

pointés et des classes d'homotopie d'applications continues respectant 

les points-base. Soit k? la sous-catégorie pleine des complexes de 
O 
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dimension finie. Supposons que X soit un complexe de dimension.infinie ; 

nous voulons déterminer l'ensemble des morphismes de foncteurs 

HX = [?,XI 
1 to 9 

ensemble que nous noterons Horn(HX,f$). Considérons l'application natu- 

relle y : [X,Y]-HO~(~,H~) ; nous avons la 

1.2 y y l i t i o n  : Il existe un isomorphisme Hom(ll X'Y H ) C- lim [Xrnl,Y], 06 
n 

est le n-squelette de X, de telle sorte que 9 ,  suivie de cet isomo- 

phisine i t 1 'application naturelle 

cx,Yl +L?mrxbl,y~. 
n 

Corollaire : p est surjective. 

Cela résulte du lemme (ch.11;2.5 ) .  

Remarque : En général p n'est pas bijective ; nous étudierons son 

noyau au chapitre suivant (chap.3). 

Exercice : Démontrer la proposition (3 . 2  ) .  L'essentiel est de remarquer 
que, d'après le théorème d'approximation cellulaire (ch.II ; 1.7), 

pour A de dimension 5 m, [A,x] 2 [A,Xrnl] si n 2 m+l. 

Le théorème de Brown, rédigé par l'auteur dans un article intitulé 

"Cohomology Theories" [1 1, a précisément pour conséquence fondamentale 
un théorème de représentation des théories cohomologiques extraordinaires, 

c'est-à-dire des théories vérifiant les axiomes dl~ilenberg-~teenrod[2;p13] 

sauf l'axiome de dimension. Ce théorème dit dans quels cas une théorie 

cohomologique peut être représentée par un "R-spectre". (voir aussi 

G.W. Whitehead 1.7 1. 

Regardons le cas de la cohomologie ordinaire à valeurs dans un 

groupe abélien G. Si q est un entier strictement p>$itif, le foncteur 



Hq( ;G) est un h-foncteur contravariant semi-exact tel que Hq(sO;G) = O 

On peut donc lui appliquer le théorème ( ch .11  ; 2.6 ) . En vertu de 1 'axioi 
de dimension, son espace classifiant a tous les groupes d'homotopie nul! 

i ème excepté le q - groupe qui est G. 

Un tel espace s'appelle un espace d'Eilenberg-Maclane du type (G,~) noti 

K(G,~). Il est muni d'une classe fondamentale de cohomologie en dimensii 

q, possédant la propriété universelle pour le foncteur Hq(-;G). Si, mai! 
1 tenant, G est un groupe non abélien, on peut définir le foncteur H ( - ; G  

il vérifie les conditions du théorème de Brown et, par conséquent, il 

admet un espace classifiant, qui est un espace d'Eilenberg-Mac Lane de 

type (G,l). 
t 

Pour conclure, disons que, dans le cas où G est abélien, la collet, 

tion des espaces I((G,~) forme les objets d'un "R-spectre" classifiant 

la théorie cohomologique,ordinaire à valeurs dans G. 
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III. 3 

X est la limite inductive dans k du diagramme 

mais l'application naturelle ib  : [x,Y] 3 lim[~~,Y] n'est pas injective - 
en général - voir l'axiome (b) de la semi-exactitude p. 11.8 . Soient, 

n par exemple, X = S , n i 1  ; XI, X les hémisphères et Xo l'équateur 
sn-l 2 A n . En ce cas a X existe dans : c'est un point et non S . (~emar i 
quer la différence avec la situation de l'exercice ci-dessus). D'aille~ 

cet exemple montre,que, si, pour un complexe connexe fixé Y, J, est tou- 

jours un isomorphisme, alors x,(~) = [Sn,y] = O, pour tout n, et que, 

par conséquent, Y est nécessairement contractible. 

Les techniques employées dans ce qui suit ont été introduites dam 

l'annexe AI1 en ce qui concerne les suites de Puppe et de Mayer-Vieto~ 
1 et dans l'annexe A I  en ce qui concerne le foncteur & qui associe à 

un système projectif de groupes [G ] un ensemble pointé Il,1 Gn. 
n 

+ 
Soit H : k + & (= ensembles pointés) un foncteur qui a la forme 

H(X) = [X,Y 1, Y E k .  Le lecteur pourra constater que les seules proprii H H 
de H que nous emploierons dans ce chapitre sont en fait les axiomes de 

* semi-exactitude (~h.111;2.3 ) ,  et que 1 'on peut affaiblir beaucoup 1'1 

pothèse que H soit défini sur k!. 

1. Théorème : Soit X un CW-complexe réunion croissante d'une suite de 

sous-complexes X c X 2 c X 3 c  ... Il existe une suite exacte d'ensembles 1 
pointés : 

1 
1 - Co! H(SX ) 5 H(X) e L, H(X ) + 1 

n n 

Démonstration : Remarquons que H(SX,) est un groupe et que, par suit( 
1 

lim H(SX,) est bien défini A. II. 5 ) .  Pour démontrer le t h é d  
t- 

il nous reste à construire une application naturelle injective 
1 

a : & H(SX,) 3 H(x) dont 1 'image cofncide avec le "noyau" de P .  
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H étant un h-foncteur, nous pouvons, comme dans le lemme (ch.11;2.5) remplacer 

X par X 1  = V X' avec X? = X rir [n,n+l]. 
nEGJ 

n n n 

Posons : L = XI V Xj V .. . 
1 1 

L = X' v xq v ... 2 2 
Nous avons L I U L  = X 1  et L1nL2 = V X  . 

2 n 
Ecrivons la suite de Mayer Victoris relative à cette situation (cf .A IT;8): 

ou encore, la suite exacte mixte : 

Si nous désignons par q l'action de TfH(sX1) sur lui-même, relativement n 
à laquelle la suite ci-dessus est exacte, et par flH(sX~)/o l'ensemble de 

ses orbites, nous avons la suite exacte d'ensembles pointés : 

1 - H(x') H(x') - ~~H(sx')/o - 1. n ln 
Rappelons alors, que par définition, H(SX') est l'ensemble des orbites 

n 
relatives à une action A de ~H(sx~) sur lui-même que nous avons définie 

en annexe (A 1;p. 1 ). 
1 

Pour démontrer que J&I H(SX~) est isomorphe à ~~H(sxA)/~, nous explicite- 

rons une application bijective 8 : ?"fH(sX1) -, ~~H(sx') rendant le diagramme 
n n 

ci-dessous commutatif: 

TfH(SX1) x flH(sX1) TIH(SX') 
n n n 

Notations : - p  désigne pour tout n E w  l'application canonique de H(SX') n 
dans H(SX~ - i )  qui n'est autre que la 'restriction' de H(SX,) dans 

IJ(sx~-~) lorsqu'on identifie H(SX~) à H(SX ) .  n 

-i est llinclusion de s(Lln L ) dans SLl et 1 2 
- i 2  est l'inclusion de s(tlnL ) dans SL2. 2 



III .5 

Soit l'élément (x1,x3,x5.. .) € ~~H(sx;~+~) = H(SL~) ; 

if(x1,x3,x5...) = ( x ~ , P x ~ > x ~ > P x ~ *  - 1  E H(s(L~~L~))- 
Et soit l'élément (x 

29X4' ...) ETIH(sx;~) = H(SL~) ; 

Alors d'après la f~rmule(~.~II.?) nous avons : 
-1 -1 -1 - 1 

(xl)x2 9 ~ 3  )'(y1 ,Y2 ,Y3 >YIo ) = x1Y1PX2 >Px3Y2x2 iX3Y3PX4 >PX5Y4X4> 

D'autre part, nous avons (cf .p. A 1.1 ) 

-1 - 1 
(xi >x2>x3> * * * )  A (Y; > Y ~ > Y ~ *  ) = ( X ~ Y ~ P X ~  ,x2y2px3 9 

Il est alors clair que lfapplication 0 définie par : 

-1 
B (yl, y2, y3.. . ) = (y1, y2 , y3, . . . ) répond à la question . 

c q f d  

0 

2. osfinition : Soit 3 = ( x ~ )  un recouvrement filtrant dfun complexe X. 
En d'autres mots, tout XaE% est un sous-complexe ; u{Xa;XaE%] = X ; 

et pour tout X ,X E %  il existe X € 3  contenant X U X  Un élément 
a P Y a P .  

X€H(X) est dit un fantôme relativement à 3 si sa restriction à tout 

X € 3  est triviale. 
a 

Si 3 = [X ] est filtré par une famille dénombrable, le théorème 1 
CI 

analyse la situation. Les deux cas spéciaux suivants sont naturels et 

invariants par une équivalence d'homotopie. 

ler Cas. Un fantôme de dimension est fantôme relativement à la filtratio 

par les squelettes du complexe. 

2ème Cas. Un fantôme de finitude est fantôme relativement à la filtratio 

par tous les sous-complexes finis. 

Lemme : Un élément X€H(X) est un fantôme de dimension (resp. de 3, - 
"finitude") si et seulement si pour tout complexe Y de dimension finie 

(resp. fini) et pour toute application f : Y - X, f+x = 0. 

Démonstration : Il est évident que la condition est suffisante. Sup- 

posons donc que x est un fantôme. L'application f est homotope à une 

application cellulaire g. Si dim(~) = n<m, g(~) est dans le n-squelette, 



III. 6 

et si Y est fini (donc compact) gY et fY sont contenus dans un sous- 

complexe fini. Donc O = gdbx = f3tx. 
c q f d  

4, Corollaire : Si x E H(X) est fantôme de dimension ou de finitude, 

et f : Z - + X  est une application continue, alors ~*XEH(Z) est aussi un 

tel fantôme. 

Démonstration évidente. 

l 

t 

ation 

ation 

ie 

P - 

ette! 

5. Corollaire : Si X est un CW-complexe dénombrable et si, pour tout CW- 

complexe fini Y, H(Y)  est dénombrable, alors, pour qu'il existe des 

fantômes de "finitudes non triviaux sur X, il faut et il suffit que X 

soit réunion croissante de sous-complexes finis X n E N ,  tels que la n ' 
sui te de groupes H(SX~) - H(SX~) + . . . ne soit pas une sui te de Mi ttag- 
Leffler. Si cette derniere condition est réalisée pour la suite [x,], 
elle l'est aussi pour toute autre suite croissante de sous-complexes 

finis de réunion Xe 

Démonstration : D'après le .lemme (cuII;3), pour qu'il existe des fan- 

tômes il faut et il suffit qu'il en existe relativement à une suite crois- 

sante {X ] de sous-complexes finis tels que X = UX . D'après le Théorème 
n 1 ( c h ) ,  il faut et il suffit pour cela que & H(SX,) ne soit pas réduit 

à un élément, ce qui, d'après ( A  11 5 et 6 ) ,  est équivalent à dire que la 

suite H(sx~)-H(sx~)+- ... n'est pas de Mittag-Leffler. 
c q f d  

Exemple 1 : Soit g : Sm-,Sm, m 2  1, une application cellulaire de degré2 

Soit X le cylindre de l'application. Notons X' sa face origine (source 

de g )  et X" sa face extrémale. I 

Posons n 

X est un complexe fini qui a le type d'homotopie de srn : l'injection n m+l de srn = ~"x{n] dans Xn est une équivalence d 'homotopie. Donc [SXn,s ] = Z, , 
pour tout n. i 



Soit i l'injection de SX dans SXn+l. i et Sg : Ssm-ssm ont même type 
n 

dthomotopie. Il s'en soit que iX : [SX ,Sm*'] - [sx~,S m+l, n + l  est la mul- 
m+i 

tiplication par 2. La suite [SX~;S ] [sx~,s~"J A ... n'est donc pas 
une suite de Mittag-Leffler. D' après le corollaire (ch111 ?$, il existe 

m+l 
des applications fantômes de X = 3 Xn dans S 
De plus, d'après ( A  1.6 ), nous savons que l'ensemble des classes 
d'homotopie d'applications fantômes a la puissance du continu. 

Re~i~d~yUOns que cet exemple ne prouve pas l'existence de fantômes de 

dimension . 
f 

w 3 Exemple 2 : Il existe une application de P ( c )  dans S qui est un 

fantôme de dimension. Cet exemple est donné par B.I. Gray dans 

Topology 1966, Vol. 5 pp.241-243. 

Exercice : Montrer qu'il existe des fibrés principaux de groupe S0(3), 

fantômes de'TinitudeN sur SX, où X est défini dans l'exemple 1. Pour 

m = 2, remarquer que s3 est le revêtement universel de SO(~). Transformer 
aussi l'exemple 2 en un exemple traitant de fibrés de groupe S0(3). 



( 3 )  1 

orme r 

Par "système projectif de groupes" nous entendrons la donnée d'une 

suite de groupes A .et, pour tout nEN, d'un morphisme de groupes 
n 

fn:An+î - An. Nous noterons souvent un système projectif P = [~,,f ] 
'L n nûN* 

Nous pouvons définir une action A du groupe fl A sur lui-même : 
~ E O J  n 

1 'action de {an]~fl~n sur [X,]EVA~ est donnée par la formule 

{anl~{xnl = ~anxnfn(a~~l)l. 

C'est une action à gauche du groupe RA sur lui-même. Par définition 
n 

la limite projective du système P, notée l~m(b) ou limA ou même -,, 
n 

est le sous-groupe de flAn qui est stabilisateur de e sous l'action A ,  où 

e est l'élément neutre de VA . Autrement dit, {a I~limA m A n  si et seule- 
n n- - n 

ment si f a 
1 

n n+î= an ' pour tout n. Par définition 1 'ensemble g m  (P) 
1 

(ou A ) sera l'ensemble des orbites relatives à l'action A .  n 

9 

1 
Si 6' est un système de groupes abéliens * P  a une structure naturel1 

de groupe abélien car il s'identifie naturellement au conoyau de l'homo- 

morphisme [an] c eA[anl = fan- fn(an+l ) ]  de VAn dans lui-même. 
1 

Sinon lim n'est qu'un ensemble pointé par la classe de l'élément neutre. 
1 

En outre K m  et t l i m l  sont deux foncteurs à valeurs respectivement dans 
, 

.la catégorie des groupes et dans la catégorie des ensembles pointés. 
! 

Bien que ces deux fonctéurs ne soient pas à valeurs dans la même 
1 catégorie, le foncteur K m  peut être considéré comme le foncteur dérivé 

du foncteur k m  dans un sens analogue à celui attribué à ce terme en 

théorie des catégoriesabéliennes. Par exemple, nous démontrerons qu'il 
1 existe une suite exacte reliant le foncteur lim au foncteur lim . + t- 



d 1. Définition : Soit G - E Et une suite exacte d'ensembles pointés où 

G est un groupe pointé par son élément neutre. Soit A une action à droite 

(resp. à gauche) de G sur E telle que pour tout gEG, d(g) = eAg (resp. 

d(g) = gAe), où e est le point base de E. Si la condition j(x) = j(y) 

équivaut à dire qu'il existe g€G tel que xAg = y (resp. gAx = y), nous 

dirons que la suite est exacte en E relativement à l'action A .  

1 2 2 .  Proposition : Soient Al c A2 + A ... un système projectif de groupes 
3 

et Ai + AS + Aj * ... un système projectif de sous-groupes A!CAi tel que 
1 

la flèche A' + A! soit la restriction de f Considérons le système pro- i+l i * i ' 
jectif de suites exactes 1 -. A' - An - A' A - 1 où A t  An est l'ensemble 

n n\ n n\ 
des classes à droite de A modulo A'. 

n n 1 
Alors il existe un morphisme a : l&A;\An - lim An d'ensembles pointés, - 1 1 
de telle sorte que la sGite 1 - i limA I. @(A;\A~) 3 A;-&m 
soit exacte (i = @ i , j = - 1 "  

lim jn, 1 = lim in). n + 
En C(A;\A,) la suite est exacte relativement à 1 <action naturelle à 

droite de liA, .- 

Démonstration : Il est bien connu, et surtout évident, que le foncteur 

lim est exact à gauche sur la catégorie des ensembles pointés. D'où 
l'exactitude en limA1 et limA 

n - no 
.* Si anEAn, jn(an)€~~\~ n sega+oté à n . Soit 0 1' action de SAn sur, !*;\A, 

CI 

définie par la formule : {an]€lidn, [B ]€lirnA;\~~, [Bn]o[a,] = [bnan]. 
n 

Si e désigne l'élément neutre de A [ é  ] est le point base de limA;\An n n' n + 
et nous avons j([an]) = [én)o[an]. 

Définissons maintenant l'application a : tout élément x de *:\An 

peut s'écrire [ B  ] où (a ]€VA avec a f (ai:l)]~~~. Par définition a(r)e6 
-1 n n 1 n n  

la classe de [a,f,(~~+~)] dans An. 11 est facile de vérifier que a (r )  

est indépendant du choix du représentant a de àn. n 
Avec cette définition il est évident que aj et 13 sont "nulles". 

Exactitude en lLmA;\An : Soient x et yElimAt\An tels que a(a) = a(y). 
n -1 , 

Il est possible d'écrire x = [àn] et y = [En] avec b f (bit1) = anf,(antl 
- 1 n n 

Posons c = an bn ;bfn(cn+,) = cn ; donc [cX]€lBn et [ à  ]0[cn) = [6,?4 
n n 

al rs 



1 1 
Exactitude en & An : Soit z E U A n  tel que I(Z) soit le point base de 

lim'~;. Soit [an]€fl~n un représentant de z. [an], regardé comme élément 
t 

de VAn, appartient à la même orbite que [en). Il existe donc [an]~fl~n 

tel que : 

Exercice : 

1) Supposons dans ce qui précède que, pour tout n, A: soit un sous- 
- 

groupe distingué de An.Soit A' n le groupe quotient. Démontrer que la suite 

que 3 provient d'une action A à gauche relativement à laquelle la suite 
1 

est exacte en An. 

2) Même question qu'en 1) dans le cas où, pour tout n, A n est un 

groupe abélien. Tous les objets de la suite sont alors des groupes abéliens 

et cette suite n'est pas autre chose que la suite de cohomologie d'un 

certain complexe. 

3. Proposition: Invariance par subdivision : Soit 5' = {A ,f ] un système 

- bn,'gk 
n n 

projectif. Soit 6" - une partie cofinale de 6 : 'à= f nknk+l f ... f 
nk+l-l' 

L'injection de VAn dans flAn induit un isomorphisme 0 de 

1 1 k 
lim An sur *An. 
t-- 

k 

Démonstration : Pour simplifier l'écriture, e désignera l'élément neutre 

de tous les groupes et p la composition d'un nombre fini d'applications fn 

consécutives. 

1°/ 0 est surjective : en effet (al,a 2...a n ' ...) est équivalent . . dans 

.p(an 2 ,  -l),e,. . .e,an 2 p(an 2 +1)- .p(an 3 -1), 1 

i ème- i ème - 
1 place 2 place 

Pour le voir il suffit de faire agir sur (al,a2.. .a n . . .) l'éliment 
(c1,c2.. . ,C n ' . . .) donné par : - pour tout k, cn = e 

k -1 - pour n k <i<nk+l ,Ci' pbi+1)ai 



20/ 8 est injective : supposons que (e,e,. . . ,a e , .  . . a ,e.. .) s 
n n 

équivalent dans VA à (e,e, ..., a' ,e...at ,e...). 2 
n l 11 existe donc de n 1 n 

éléments c tels que : 2 
n 

pour 

Alors an = e a g (él ). C'est-à-dire que [a' ]est équivalent dans VA à {aI 
k nk nk nk+l n k n k 

5 
cqf d 

4. Définition : Un systeme projectif A - Ap - A3 - ... est dit de 
1 

hfittag-Leffler s'il existe une partie cofinale gc Blg3 B~ + B~ ... telle 
que le système projectif Imgl ,- Img2 -... soit formé d'applications 
surjectives. 

I 

Remarque : Les système B1 + B2 - B3. . . et Imgl ,- Img2 - . . . sont deux 
g1 parties cofinales du systeme B +J Imgl + B2 3 Img2 

g2 
1 ,- B3 .... 

5. Proposition : Si 6' est un système projectif de groupes, de Mittag-Lef 
1 

alors (P) = O. 

Démonstration : D'après la proposition d'invariance par subdivision e 

grâce à la remarque précédente, il suffit de démontrer la proposition 

dans le cas où tous les morphismes du systèmes sont surjectifs. Mais al 

c'est une trivialité. cqfd 

6. Proposition : Soit P un système projectif de groupes dé-nombrables. Si 
1 

le système n'est pas de Mittag-Leffler, le cardinal de lim ( 6 3 )  est 2 
C- 

* I 
Démonstration : Si le système n'est pas de Mittag-Leffler, il existe 

sous-suite filtrante (A ] telle que, si l'on désigne par A' l'image de  k k 
dans Al, pour tout k, AL+l est strictement inclus dans A' Remarquons PU k *  No 
le cardinal de Ai est ,!'#O et que le cardinal de =(A~\A~) est 2 puisqu 

est isomorphe à ; en effet l'application de A;+~\A~ dans 81: 

n'est autre que la projection lorsqu'on écrit A ~ + ~ \ A ~  = AL\Al x A i +  



. . )  s 
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à hl 
'k 

:qfd 

;elle 

1 

deux 

: -Lef 

ion e 

ion 

is al 

;. Si 
2N0. 

~ste ' 

I de . 
)ns q1 

mis qi 

is A: 

: Ai+: 

Considérons alors le système projectif des suites 1 jk 
-+ A; .+ 

+ A + 

D'après la proposition ( A 1 ; 2 )nous avons la suite exacte mixte : 

Autrement dit &' A T  est en correspondance bijective avec les orbites, 
k 1 No 

chacune dénombrable, de l'action de A Donc le cardinal de A i  est 2 
1 ' 

1 1 
Par ailleurs l'application - canonique de lim Ak dans 1 2  Ai est surjective, 

1 + 
le foncteur lim transformant les épimorphismes de systèmes de groupes en 

C- 

épimorphisme d'ensemb'les (c'est un des points à démontrer dans l'exercice 
1 

page AI .3). Le cardinal+ de lim ( p )  , qui, d 'après la propriété d'invariance 
t- 1 No 

par subdivision, est celui de lim Ak, est donc supérieur à 2 . 
f- 

D'autre part limlA est un quotient de VA Finalement 
k 1 No k' 

card.lim (p) = card.lim 4 = 2 . 
k 

cqf d 



Tous les objets et morphismes utilisés dans ce paragraphe sont 

dans la catégorie k-des CW-complexes pointés -chacun par un point du 

O-squelette- et des applications continues qui respectent les points- 

base. Nous nous proposons d'étudier comment agit le foncteur [ ? , Y ]  sur 

certaines suites de morphismes de t. 

Précisons les notations suivantes : 

Si A E ~ ,  C(A) est le c ô ~ e  sur A dans la c atégorie t ,  c'est-à-dire le 
cône réduit, et SA est la suspension de A dans la catégorie k, c'est-à- 

dire la suspension réduite. SA n'est d'ailleurs pas autre chose que le 

"smashu-produit S w A  où S est le cercle représenté comme quotient de 
n n 

l'intervalle 1 par son bord. La n-ième suspension S A est S w A  ou encore 

S w  S ... wSwA,Rappelons que l'on peut définir la suspension d'un mor- ' 
n-fiis d i s m e ,  d'où la définition du foncteur suspension de 8 dans b 

Enfin XIX 1 désignera le quotient X x  I/{*}*I, où {+'] est le point base 

1. Définition : Soit A un sous-complexe de X et i l'injection de A dans X. 

Le cône de l'inclusion, noté ~(i), est XU c(A). 

La suite de cofibration associée à l'injection i est la suite 

A X ~ ( i )  L . . . 4 cn(i) Q cn+l(i) . . . dont les objets se définissent 
n+l n-1 par récurrence : C (i) est le cône de l'injection de C (i) dans Cn(i). 

Exercice : Montrer que la suite de cofibration est un invariant du type 

d'homotopie : si i f  : A' L. XI est une injection homotopiquement équivalent 
b'", 

(*b : A- B est homotopiquement équivalente à f' : A'-B' s'il existe deux 

équivalence d'homotopie hl: A-A' et h2: B->Bt, telles que h2 
soit homotope a f1hl. 



à i, les deux suites de cofibration, respectivement associée à i et il 

sont homotopiquement équivalentes. 

2. Lemme : Il existe une équivalence d'homotopie naturelle entre X U  C(A) 

et X/A rendant commutatif à homotopie près le diagramme X ' X U  C(A) 

Preuve : Tout dfa80rd X/A est isomorphe à X U  c(A)/c(A\. 
Montrons donc que la projection de XUC(A) sur XUC(A)/C(A) est une équi: 

valence dfhomotopie. $ne application de X/A dans un ensemble pointé 

s'identifiant naturellement à une application définie sur X U  C(A) qui 

envoie C(A) au point base, il nous faut montrer qu'il existe 

f : X U  C(A) +XU c(A), homotope à 1 'identité et tel que f (c(A)) soit rédui 

au point base. Or l'existence de f provient du fait que C(A) est contrac. 

tible et que l'injection de C(A) dans XUC(A) est une cofibration 

(cf. Ch. II; 1 .17 ). c q f d  

3. Lemme : Il existe une application a : X/A -, SA et des équivalences 

dlhomotopies h et h2 rendant le diagramme 1 

commutatif à homotopie près. a ,  hl et h sont canoniques à homotopie prl 2 

Preuve : hl est donnée par le lemme (A II; 2 ) ainsi que l'équivalence 
d'homotopie h" : X U  C(A)/X -, c(x)U c(A). 2 
Soit d'autre part h' l'isomorphisme canonique de SA sur XUC(A)/X. 

-1 2 
posons a = hi n hl, où n est la projection de X U  C(A) sur X U  c(A)/x. 
Si, enfin, nous posons h = h s  hi, le diagramme carré, dont il nous faut 

montrer la commutativité à homotopie près, se décompose en carrés élé- 

mentaires ayant cette propriété : 



di: 

ac 

c q f d  

En remarquant que sn(x/A)rest isomorphe a snx/snA, on construit de la 

même f apon a : s"(x/A) - s~*'A. 
4. Définition : La suite de Puppe associée à i est 

a A d  X X/A - SA L. SX -+ S X / ~  5 s2A ... ou bien la suite 
A 4 X * xu C(A) -( SA - SX ...., qui lui est homotopiquement équivalente. 

5 .  Proposition : Les suites de Puppe et de cofibration associées à i : AQX 

sont homotopiqueme~t équivalentes ; c'est-à-dire qu'il existe un diagramme 

commutatif à llhomotopie près 

2 3 4 A L X  - c(i) - C (i) - C (i) - c (i) ... 

où les flèches verticales désignent des équivalences d'homotopie. 

Démonstration : D'après le lemme (A II ; 2 ), la suite A 4 X -. X/A 
est homotopiquement équivalente au début de la suite de cofibration. 

Nous poursuivons la démonstration par récurrence : supposons donnée une 

équivalence d'homotopie de S"A + snX avec c3"-' (i) + ~ ~ ~ ( i )  ; on peut 

alors prolonger cette équivalence en une équivalence d'homotopie des 

sui tes 

c3"-' (i) 4 ~ ~ ~ ( i )  L. c 3n+l C3n+2 3n+3 
et ( ~ ) G c  (i). 



Pour s'en persuader le lecteur méditera sur le diagramme ci-dessous dans 

lequel tous les morphismes lui sont fournis par les lemmes précédents 

et par l'hypothèse de récurrence : 

L'existence des flèches de ce diagramme est assurée par 

(1 ) hypothèse de récurrence 

(2) Lemme (BII ; 2 ) 
(3) Lemme (AI1 ; 3 ) 

(4) Invariance homotopique des suites de cofibrations. 
c q f d  

6. Corollaire : La suite de Puppe est un invariant du type d'homotopie 

de i : A -+ X dans le sens de l'exercice de la page AII.l. 

7. Proposition : Soit A un sous-complexe du CW-complexe X. 

est une suite exacte d'ensembles pointés. A partir du quatrième terme 

c'est une suite exacte de groupes. L'exactitude en [x/A,Y] e.st relative 
à une action à gauche de [SA,Y] sur [x/A,Y]. 

Notations : 8 désignera la suite de Puppe de la paire (x,A) et [ $ , Y ]  

la suite mixte écrite ci-dessus. 

Démonstration : Chaque suite partielle de deux flèches dans ê est homo' 

topiquement équivalente, d'après la proposition précédente, à 

A '  -. X '  + X t  U CA' 

pour un couple (x',A') convenable. Mais on vérifie immédiatement que 
[A' ,Y] * [XI ,Y] - [XI U CA' ,Y] 



i 
3 

$ans 

a 

$"x) 
1 - - - -  
X 

me 

tive 

1 , Y I  

: homo 

le 

esh une suite exacte d'ensembles pointés. Donc la suite [@,Y] est une 

suite exacte d'ensembles pointés. 

Par ailleurs, chaque flèche de 
a e : A ~ X  Jx/A- SA sx 9 S(X/A) 5 S*A- ... 

après les trois premières, est une suspension ; donc 
2 

[SA,Y] + [SX,Y] + [s(x/A),Y] + CS A,Y] + . . . 
est suite de morphismes de groupes. L'exactitude en tant que suite 

d'ensembles pointés équivaut à l'exactitude en tant que suite de groupes. 

Il nous reste à trouver une action V du groupe [SA,Y] sur 1 'ensemble 

pointé [x/A,Y] telle que [@,Y] y soit exacte relativement à V. Nous pren- 

drons le soin d'employer un raisonnement valable pour les h-foncteurs 

semi-exacts (chap, II; 2.3 ) .  , 

Explicitons d'abord la structuré de groupe sur [sA,Y]. Fixons les 

deux conventions : 

Le' quotient SA/AX {1/2] est un bouquet SAVSA moyennst les deux injec- 

tions i i de SA dans SA/A x {l/e'] qui s'exprime par les formules 
O' 1 

Si a,p sont deux applications de SA dans Y, il existe une application 
unique y = a V p  : SAVSA - Y tel que cr. = yoi P = yoi Le produit 

O ' 1 ' 
[al[p] E [SA,Y] est représenté par 

SA 3 SA/AX {11/2] = SAVSA cr.V P,Y 
où q est la projection naturelle de SA sur SA/AX {1/2]. En d'autres mots 

[alr'~] = qi([a]V [PI). La vérification qbe cette règle munit [SA,Y] de 

structure de groupe ne 'diffère guère de la vérification que TI (Y) = [S'Y] 1 
est un groupe. 

Parallèlement le quotient XUCA/AX {l/.2] est un bouquet SAV (XUCA) 

grâce aux injections j : SA - x u  CA/AX {l/2] 
O 

et jl : XUGA - XUCA/AX {1/2] , où pour a E A  et t E  [0,1], 



jo(a, t) = (a,t/2), jl(a,t) = (a, (l+t)/2) et où jl est l'identité. 

Soit r la projection naturelle XUCA -. SAV (XUCA \" . Si a : SA -. Y et 

f : XUCA -, Y sont deux applications continues nous définissons 

[a] V Cf 1 € [X u CA,Y] comme la classe de la composition 
a V f  x u c ~  $ SAV (XUCA) ---+Y 

__t 

L 
- 

On vérifie facilement que 

(i) V est une action à gauche 

(ii) [a] V [O] = a*[a], pour tout [a] € [SA,Y] 

(iii) j*[f] = jU([a]~[f]) pour tout [~]E[xucA,Y] et tout [~]E[sA,Y]. 
Il est moins évident que 

(iv) si [f], [f '1 E [XU CA,Y] et j*[f] = j*[f '1, il existe un [a] E [SA,Y] 
de telle sorte que [a] V Cf] = [f '1. 

Voici la construction de [a] à partir de [f] et [flJ. Nous collons 

deux exemplaires de XUCA (1 'un marqué avec prime ) en identifiant les 
deux exemplaires de X, pour former 

Z = ((XUCA)~ (x'ucA'))/{x = X13 

Soit W llhoméomorphisme de SA sur CAUCA'CZ qui, pour tout (a,t)€ SA, 
' 

est défini par la formule w(a,t) = (a,2t) €CA1 si O S t S 1/2 
l 

I 
et w(a,t) = (a,2-2t) €CA si 1/2S t S  1. I 

de telle sorte que hl (XUCA) est homotope à f et hl (XI UCA') est homotopel 

à f' . Nous définissons [a] = ~*[h] = [hW]. Pour vérifier [a] V [f] = [fl], 

le lecteur pourra voir qu'il y a deux applications naturellement définies: 
i 

g,gl : XUCA -. Z de telle sorte que g*[h] = [cl]v[f] et gf*[h] = Cf1]. 1 
Ensuite l'on constate que g et g' sont homotopes. 1 

Y 

8. Conséquence : suite de Mayer Vietoris 

Soit L un CW-complexe, réunion de deux sous-complexes L1 et L2, 

tous avec un point base commun. 
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E SA, 
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= [f 1 :  

déf inic 

[f'l 

L2 , 

Nous avons le diagramme 

où i i jl, j2 sont tes inclusions naturelles. 1' 2' 

Proposition : Pour tout Y E C ,  il existe une suite naturelle d'ensembles 

pointés : 
P 

p provient d'une action naturelle de [SL 1 VSL 2 ,Y] sur [s(L, n L,),Y] ; 

Démonstration : Posons L' = Llx [ l ] ~  (LlnL2)r [1,21~ L2x f21cLir [1,21 

Désignons par Li l'image de Llx [l] dans L1 et par L' 2 celle de L2x (23 , 
enfin par ji (resp. jQ) lfinclusion de L f  2 (resp. LQ) dans LI. 

Ecrivons la suite de Puppe de l'injection de LiVLQ dans L' : 
a L ~ V L ~ ~ ~ :  vj:,~,l- LIUC(L~VL&) 4 S L ~ V S L ~ - +  SL'. 

Or Li, L1 et Lf sont des équivalents dlhomotopie de LI, L2, 
2 

et de L et 

ji, j, des équivalents dlhomotopie de j 1 et j2 respectivement. 

D'autre part, Ll UC(L~ v L&) est équivalent à L'/(Li v Lé) (CI .A II ; 2 ), 
qui est isomorphe à s ( L ~ ~  L2). D'où la suite exacte annoncée dans llénoncé 

de la proposition. Il reste simplement à vair que l'action 

Y de [SL~ V SLQ,Y] sur CLf U c (Li V Li) ,Y], décrite dans la proposition   AH;^) 



se transporte sur 1 'action 0 de [SL1 V SL~,Y] sur [s(L~ Le) ,Y]. 
Pour cela remplaçons S(L 1 2  n L  ) par son équivalent 

M = [ L ~  u C0,lIu ( L ~  n L ~ )  C1,eIu L,K C2,311/~, x [olu L,X [al 

[sL~,Y) agit naturellement à gauche sur [M,Y] et [sL~,Y] agit naturellei 

à droite sur [M,Y] et aussi à gauche si l'on précède cette derniere act: 
- 1 

de l'antimorphisme canonique de [sL~,Y], x2-x2 . D'où une action natu- 
-1 

relle à gauche de [SL~ V SL~,Y] sur [M,Y] : (xl ,x2) D u C xl Il x2 

0 est la transportée de O par l'isomorphisme canonique de [M,Y] avec 

Cs(JJ1 n ,y1 t 

A l'aide de la figure ci-dessous, nous allons maintenant comparer les 

actions et A .  

Le chemin dessiné sur la figure, parcouru dans le sens de la fl 

correspond au sens croissant du paramètre t E  [0,3]. M est ainsi 

comme la suspension s(Ll n Le). Si maintenant nous regardons M c 

cône de 1 'injection de Ll x [l) v L2 x [2] dans LI, le paramètre 
croissant du sommet vers la base. Ce changement "d'orientation" 

"1 'orientation" du sous-cône c(L~) et, par là-même, fait passer 
@l à l'action V de s(L1vL2) sur M. c q f d  

èche 

"orienté 

omme le 

t va en 

change 

de l ' a c t 4  
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I V .  2 

Dans ce chapitre nous appliquerons la théorie de Brown à la classi- 

fication des fibrés et des microfibrés. (cf. chapitres II et 111 ou 

Brown [14]). 

1.1 Fibrés vectoriels de dimension n 

Définition : Un n-fibré vectoriel réduit 5 muni d'un point-base x est 
O 

P un n-fibré vectoriel 5%: E e x ,  muni d'un isomorphisme d'espaces vecto- 
1 

riels F : p-l(~o) . Un isomorphisme : 5 -. 5 '  de fibrés vectoriels 
réduits est un isomorphisme des f ibrés vectoriels (non réduits) sous-jacents, 

tel que F = F '  '7 P-l b0 Y 

On définit les n-microfibrés réduits PL ou TOP de façon analogue. La 

réduction consiste alors à se donner un micorisomorphisme PL ou TOP 

F : (xo) - IRn, c'est-à-dire une homéomorphisme PL ou TOP d'un voisinage 
4 n de i(xo) dans p-'(x0) sur un voisinage de O dans û3 . 

1.2 Soit k la catégorie des CW-complexes pointés par un sommet et des applica- 

tions continues respectant les points-base. Définissons un foncteur 

H : i?. -. C+ ( =  ensembles pointés) 

de la manière suivante : H(X) est l'ensemble des classes d'isomorphisme 

des n-fibrés vectoriels réduits sur la base X. On pointe H(X) par la classe 

du fibré trivial X x Etn sur X. Si f : X' -, X est une application continue 

pointée et si 5 est un fibré vectoriel réduit sur X, le fibré f4&5 sur X' 
est d'une façon évidente un fibré vectoriel réduit. En posant H(f)[5] = 

[ f i$z ]  E H ( x ' ) ,  on fait de H un foncteur. 

Rappelons que si 5 est un fibré vectoriel non réduit sur X x  1, alors 5 
est isomorphe au fibré (i~5) x 1 sur X x 1, où i : XL. X x 1 est l1inclu- 

O - 
sion x I+ (x,~). C'est là une propriété fondamentale que partagent toutes 



les notions de fibrés sur un espace paracompact, que nous allons rencon- 

trer dans la suite. 

I 
Exercice : De cette propriété on peut déduire que H est un h-foncteur ;/ 

1 
autrement dit, si f, g : X 1  4 X sont des applications de k, homotopes en j 

tant qu'applications pointées, et si 5 est un fibré vectoriel réduit suri 
i 

alors f*S et g*5 sont isomorphes. 

I 

1.3 Proposition : H vérifie les deux axiomes de semi-exactitude (~h.11; 2 8 3 ,  

1 

m 
% 

Démonstration : i 
a) Axiome de recollement : Soit X E k ,  réunion de deux sous-objets Xi l 
et X2 d'intersection X = Xl fl Xe. Soient 5, et t2 deux n-fibrés vectoriel/ 

O ! 
réduits respectivement sur XI et X2 de sorte que 5 soit isomorphe à 

1 lxo 
5 en tant que fibrés réduits. Si on identifie 
2 1 xo 

par un tel isomorphisme, on obtient un espace muni d'une projection  sur^' 
dont la restriction à X1 (resp. X2) est isomorphe à 5, (resp. Z 2 ) .  Malhe 

reusement, il n'est pas facile de voir qu'il s'agit bien d'un fibré loca 

lement trivial. Pour éviter cette difficulté nous pouvons remplacer le 

triple (X ; XI, x2) de b par un triple (Y ; Y,, y2) ayant le même type 
d'homotopie, car H est un h-foncteur. Choisissons donc 

Y, = X , ~ ~ I I U X ~ X ~ I , ~ I ,  y2 = X ~ ~ ~ ~ ~ U X ~ X C I , ~ ~ .  

Prenons comme point-base de Y le point [i'] x {fi], où (*] est le point-ba' 
de X. Le fait que le triple (Y ; Y,, Y2) ait le même type d'homotopie 9' 

1 
I 

le triple (X ; XI, x2) est une cas particulier du résultat démontré dans 
l'annexe A.111 ; le lecteur pourra en trouver une démonstration directe* 

Maintenant, pour le triple (Y ; Y,, Y2), la trivialité locale du fibré 

obtenu par recollement est évidente. I 
b) Axiome du bouquet : Sa vérification est un exercice facile. Pour ' 

éviter, comme dans a), la question de la trivialité locale d'un fibré 1 
obtenu par recollement sur un bouquet, on utilise l'astuce suivante : en' 

appliquant le résultat démontrer dans l'annexe A.111, on remplace le , 



bouquet (1) par le bouquet (2) : 

cqfd 

Remarque : C'est uniquement pour montrer que l'application 

H(X xn) - TH(x,) est injective que l'on a besoin des fibrés réduits. 
n 

L'exemple le plus simple qui montre que les classes d'isomorphisme de fi- 
2 

brés non réduits ne satisfont pas à (b) arrive avec le bouquet S V s2 et 
les fibrés de dimension 2. 

2  2 2  
Soit s le fibré tangent de S . Soit t1 (resp. t2) le fibré sur S V S 

obtenu par recollement de deux exemplaires de s par une identification qui 

conserve (resp. qui change) l'orientation de la fibre au point-base. L'exis- 
N 

tence d'un isomorphisme 5 = t 2  entra'lnerait l'existence d'un automorphisme 
2 1 

* de T(S ) qui changerait 15ordentation de chaque fibre. Alors s2 admettrait 
un champ de vecteurs non nuls, ce qui est impossible ; en regardant les 

classes d'Euler, on aurait X(T) = x(-s) = - x(T), tandis que ~ ( s )  est le 

double de la classe fondamentale (cf. Milnor [6 ;p  . 5 3 ]  ) . 
D'après la proposition ( ~ h . 1 ~ ;  1.3) et le théorème de Brown (~h.11;2.6) 

il existe un espace classifiant pour le foncteur H, que nous noterons 

B 
O b )  

et un n-fibré vectoriel réduit universel u 
n sur B~(n) 

1.4 Proposition : On peut choisir B 
o(n) ' 

CM-complexe dénombrable. 

Démonstration : D'après la troisième partie de 1 'énoncé (~h.11; 2.6), il 

suffit de montrer que pour tout CW-complexe fini X, l'ensemble H ( X )  est 



dénombrable. Pour un raisonnement par récurrence sur les cellules de X, 

considérons un n-fibré vectoriel réduit 5 sur le k-squelette XCkl de X. 
5 est prolongeable en un fibré sur X k+l Ikl u ek+', où e est une (B+I)- 

cellule de X, si et seulement si 5 lc+1 est trivial. Et il existe autant l ae 
de prolongements non isomorphes que de trivialisations non homotopes de 

51aek+l, c'est-à-dire que d'éléments de n (~(n)). ~ ( n )  étant une variété k 
dif f érentiable compacte, n++(0 (n) ) est trivialement dénombrable. Alors par 

récurrence il suit que -H(x) est dénombrable. cqf d 

, 
Remarquons qu'on aurait pu démontrer cette proposition en ne considérant 

i 
que les ensembles H(s") et en utilisant la suite de Puppe (cf. annexe AII, 1 
proposition 7). 

1.5 Autre construction de B ' 
o(n) : 

On peut montrer directement (cf. Milnor; [6], p.24) que l'ensemble 

des classes d'isomorphisme de fibrés vectoriels non réduits sur X est en 

correspondance biunivoque avec l'ensemble des classes d'homotopie libre 

(c 'est-à-dire non pointée) d 'applications (non pointées) continues de X 

dans la grassmanienne ~ ( n )  des sous-espaces vectoriels de dimension n de 

I R  ; cette correspondance est donnée par le fibré "universel" sur ~ ( n )  
CD 

dont le fibré au-dessus de tout point (= sous-espace vectoriel de R ) est 
, lui-même en tant qu'espace v~ectoriel . 

Pour montrer que ~ ( n )  a le type d'homotopie de B il suffit de 

remarquer que pour tout complexe X, 

où XUi~jest pointé par le point {*], et que H ( X U  {m])nlest autre que l'en. 

semble des classes d'isomorphisme de fibrés vectoriels non réduits sur X -  

est isomorphe à [ x , G ( ~ ) ] ~ ~ ~ ~ ~  d'où on déduit que 

Remarquons que ce dernier raisonnement sera valable pour tous les 1 
autres types de fibrés, et permettra de passer de la théorie pointée à l a  

théorie non pointée. i I 
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Remarque sur les notations : 

Lorsque nous voudrons distinguer entre les différents foncteurs intro- 

duits dans ce chapitre, nous utiliserons les notations suivantes : 

Le foncteur classifié par B sera noté k 
A A' 

Par exemple, l'ensemble des classes dtisomorphisme de fibrés vecto- 

riels réduits de dimension n sur X sera noté k 
o(n)(')* 

Parallèlement, l'ensemble des classes d'isomorphisme de fibrés vecto- 
1 ibre riels de dimension n sur X, non réduits, sera noté k 
0 (n) 

(x) 
1 ibre On a donc en résumé : kA(X) = [x,B~] ; kA (x) = [ x , B ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ .  

1.6 - Fibrés vectoriels orientés : 
'C 

D'une façon analogue à ce qui vient d'être dit dans le début de ce 

chapitre, il existe un classifiant B so (n) pour les classes d'isomorphisme 
de fibrés vectoriels orientés réduits de dimension n. Par fibré orienté 

réduit, nous entendons une fibré vectoriel réduit muni d'une orientation 

qui induit sur la fibre-base l'orientation transportée de l'orientation 

positive de QIn par l'isomorphisme donné. A ce propos il faut remarquer 

qu'à la différence du cas précédent, l'application d'oubli envoie les 

classes d'isomorphisme de fibrés réduits bijectivement sur les classes 

d'isomorphisme de fibrés non réduits ; c'est là une conséquence facile 

de la connexité du groupe SO(~). 

Comme dans la proposition (ch.IV ; 
1 * 4 ' '  'so(~) peut être choisi CW- 

complexe dénombrable. 

Enfin nous connaissons très bien un classifiant, à savoir la "grass- - 
mannienne orientée" ~(n), qui est un revêtement à deux feuillets de ~ ( n )  

(cf. Milnor, [ 6  ; p.61]). 

1.7 G-fibrés principaux : 

Soit G un groupe topologique. Si X est un CW-complexe pointé, H(X) 

désigne ici l'ensemble des classes d'isomorphisme des G-fibrés principaux 

réduits sur X. Nous avons ainsi défini un h-foncteur représentable. Soient 

B l'espace classifiant et u le G-fibré principal universel. G G 



n Si G opère effectivement sur ll3 , il y a une correspondance biunivoqu 
entre les classes d'isomorphisme des G-fibrés principaux sur X et les 

n classes d'isomorphisme de IR -fibrés admettant G comme groupe structural, 

qui sont donc classifiées par un couple (B v où v est un Etn-fibré sur B G d  G G 
admettant u pour fibré principal associé. Ceci justifie les notations G 
B 
~ ( n )  et SO(n), utilisées précédemment. 

Milnor a donné dans [5] une construction directe d'un classifiant B& 

et d'un fibré universef u1 sur B 1  [ x , B E ] ~ ~ ~ ~ ~  G G ' classifie les G-f ibrés 

principaux "numérables1&) sur un espace topologique X (non pointé). L'es- 

pace total E& de u' est Eontractible~+~ car il est le joint infini 
G 

G * G * G +  ... (cf. Husemoller, [4, Ch.4 et en particulier p.561). 

Exercice : 

a) Montrer, en vertu de la contractibilité de E t  que, si l'on choi- 
G ' 

sit un point base dans B' et si l'on réduit ul en spécifiant un isomor- 
G G 

phisme de la fibre base avec G, alors le couple (Bk, ul) devient classi- 
G 

fiant pour les G-fibrés principaux réduits sur les CW-complexes pointés. 

(cf. Husemoller, [4, p.47 et p.411). 

b) Conclure que 1 'application classifiante BG- Bk est une équivalen 

dlhomotopie faible et donc que n*(~ ) = 0. 
G 

Exercice : 

a) Si G est un groupe de Lie (donc trianplable), vérifier que 1 'es 

Pace total EG de u sur le complexe B a le type d'homotopie d'un CW- G G 
complexe. (utiliser le résultat démontré dans 1 ' annexe MII  ) . 

b) Conclure qu'en ce cas E est contractible. 
G 

(*)Si X est paracompact, tout G-fibré principal sur X est numérable , 
(cf. Husemoller, [4 ; p.48]) 

D'après Dold [ l ,  théorème 7.51, la contractibilité de 1 'espace total 

d'un G-fibré principal numérable est la condition nécessaire et suf- 

fisante pourqulil soit universel. 



Tirons de la contractibilité faible de l'espace total EG de uG une 

conséquence importante. Soit aBG +  AB^ E BG la fibrationQ9 où ABG est 1 'es- 

pace des chemins commençant au point base b et où la projection p fait 
O - 1 correspondre à un chemin son extremité. OBG = p (bo) s'appelle l'espace 

des lacets de BG. La contractibilité de AB permet de construire au-dessus 
G 

de B une application fibrée G 

de relèvements des 

homotopies pour un fibré 

"G - E~ 
I 

localement trivial sur une 
4 - - J base paracompacte : 

< B~ B~ 
Cf.Spanier[lS; p. 9 6 1 ) .  

Des suites d'homotopie pour ces deux fibrations on déduit,moyennant le 

lemme des cinq,que m G - G  est une équivalence d'homotopie faible. 

z 

1.8 Microfibrés topologiques (cf. Ch. O et Milnor [9 ] )  

Si dans 1 . 2  nous remplaçons le mot "fibré ve~toriel'~ par "microfibré 

topologique et le mot "isomorphisme" par le mot "microisomorphisme", nous 

définissons sur la catégorie Y! des CW-complexes ~ointés un nouveau h-font- 

teur représentable dont l'espace classifiant est noté B TOP (n) ' 

1.9  Microfibrés PL : 

Soit k la sous-catégorie pleine de e ,  dont les objets sont les s 
complexes simpliciaux localement finis dénombrables pointés. On définlt 

sur e un h-foncteudW) H en associant à tout objet X de es l'ensemble des 
s 

classes d'isomorphisme de microfibrés PL réduits de dimension n sur X .  Cet 

ensemble est pointé par la classe du microfibré trivial. 

t3') f ibration au sens de Hurewicz (cf. Ch. V) . 
(-*)soient X et Y deux complexes simpliciaux et f : X -. Y une application 

continue. Si 5 est un microfibré PL sur Y, f4'S est un microfibré topolo- 

gique sur X. Mais f peut être approchée par une application simpliciale g. 

Donc dans la classe de f*Ç, il existe un microfibré PL, g*Ç. Il est unique 

à un isomorphisme près de microfibrés PL, car g est unique à une homotopie 

PL près. 



Sur ts, ce foncteur H est semi-exact. La vérification en est plus 
directe que pour les fibrés vectoriels sur les CW-complexes généraux ; on 

n se ramène d'abord au cas des R -fibrés PL localement triviaux, 

en observant que le problème est local ; on remarque alors 

que tout espace avec projection PL, qui, au-dessus de chaque simplexe 6 de 
n n la base, est PL-isomorphe au fibré 6 x IR , est lui-même un Et -fibré PL 

localement trivial. Le lecteur pourra déduire ce fait de l'exercice suivan 

k 
Exercice : Soient A le simplexe standard de dimension k, k 2 O, et 

son bord moins l'intérieur d'une face principale. Tout automorphisme du 
k n fibré PL trivial A xIRn st? prolonge en un automorphisrne du fibré hk x R . 

1.9 A - Pour représenter H à l'aide du théorème de Brown (~h.11 ; 2.6), nous 

démontrerons d'abord la proposition suivante : 
i 

Proposition : Tout h-foncteur semi-exact H sur k! se prolonge de façon 
s 

1 unique en un h-foncteur semi-exact sur la catégorie é des CW-complexes d 
dénombrables pointés. 

Démonstration : Si X E kd, on choisit un Y E k et une équivalence d'homo 
s 

topie h : X +Y (~h.11 ; lemme 1.15). Soit ensuite H(X) un exemplaire de H( 

et soit ~ ( h )  l'identité de H(Y). Ceci détermine dfune façon évidente un 

prolongement de H en un h-foncteur sur bd. Bien entendu, ce prolongement 
dépend des choix des équivalences d'homotopie h mais il est visiblement 

déterminé à équivalence près. Il nous faut maintenant vérifier que H ainsi 
prolongé est semi-exact sur hd : 
il est clair que si X est un bouquet X = VXU, la flèche canonique H(X) 

H(X) + ~ T H ( x ~ )  est un isomorphisme. 

Vérification de l%xiome de recollement : 1 nx. Soit X E  td ,  et des sous-objets X1,X2,A, tels que X = X1 UX2, . ( = X i  , 

Pour prolonger 8, on a choisi Y, Y1, Y2, B, objets de ks et des équivalent' 
i 

dlhomotopie h : X + Y ,  hl : X1-'Y1, h2 : X2 -Y2, k : A+ B. On en déduit i 
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IV.10 

un diagramme commutatif à l'homotopie près 

où jl et j2 sont les inclusions et où fl et f2 sont construites à partir 

d'un inverse d'homotopie de k. En utilisant une application propre a : B+R 

(obtenue par exemple à partir d1une/6numération des sommets de B), on rem- 

place f i (i = 1 , 2 )  par fi : B - Y i x R  définies par fi(x) = (fi(x),a(x)). 

Les applications f ' sone propres et respectivement homotopes à fi x [01. 
i 

Soit cpl une approximation simpliciale de fi correspondant à une subdivi- 

sion convenable B de B (cf. Spanier [12; p.126]), et soit cp une approxi- 1 2 
mation simpliciale de fi correspondant à une subdivision convenable B2 de 

II1f9. P~ et m2 sont propres, homotopes respectivement â f x {O] er f2 x [O], 
1 

et simpliciales. On peut donc choisir sur les cylindres b!ap(cpi) (i = 1,2) 

une structure de complexe simplicial dénombrable (cf. Spanier [12; exerciceE 

p.151]), induisant sur la face origine la triangulation B de B. Les appli- 
i 

cations étant propres, ces complexes sont localement finis (c'est là i 
qu'intervient le remplacement de f par f!). Modifions un peu b!aP(cp2) de i 1 

façon que la triangulation qu'il induit sur B soit B ; il suffit pour cela 
1 

d'ajouter un collier B x  1 ,  muni d'une triangulation qui induise B sur * r ?  1 
B x [O) et B2 sur B x f.11, ce qui est possible car B2 est une subdivision de 

BI. On note ce nouveau complexe Y' et on note h!ap(pl) = Yi. Soit Y' la 
2 

réunion sur B de Yi et de YS ; Y' est muni par construction d'une struc- 1 
ture de complexe simplicial dénombrable et localement fini, admettant Yi 

et Y S  pour sous-complexes. 

( On suppose avoir fait de Yi x R  un complexe simplicial de t par un s 
~rocédé naturel de subdivision qui fait de tout coniplexe Y x {n], i 



% 

Nous avons le diagramme ci-dessous, commutatif à l'homotopie près, dont 

les flèches verticales sont des équivalences d'homotopie et les flèches 

horizontales des inclusions : l 

L'équivalence d'homotopie hl est donnée par la composition 

hi X(O) 
X. .-Yi -, Yi x M -Yi où toutes les flèches sont des équivalences 
1 

* 
d'homotopie. Remarquons que L'ioclusion de A dans X i (i = 1,2) étant uni 

cof ibration (cf. (~h.11 ; 1 .lï) ou Spanier 112; p.402]), on peut remplace1 

h! par une application homotope rendant le diagramme commutatif, ce que 
1 

nous supposerons avoir fait. Il existe donc une application h' : X + Y '  

définie par h' lxl= hi et h' = h' (qui vérifie aussi hl k). Le tht 
Ix2 2 

1 A= 
rème de recollement des homotopies de l'annexe AI11 montre que h' est ut 

équivalence d'homotopie. C'est alors un exercice facile de vérifier BU< 

donnée de xl E H(xl) et de x2EH(x2), ayant même restriction sur A, fmlr:  

, 

yi E H(Y~) et yé E H(Y~) ayant même restriction sur BI ; il existe donc u' 

élément convenable y' E H(Y' ), c'est-à-dire un élément x E H(X) dont on '' 
rifie qu'il induit x sur Xi pour i = 1,2. i 

Reprenons la démonstration que le foncteur H = k   PL^) 
est représen' 

table. 
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1.9 B - Pour tout CW-complexe fini X, H(X) est dénombrable : 

On peut supposer que X est un complexe simplicial fini. Soit 
i 5 : X - E 4 X un microfibré PL sur X ; en se ramenant à un voisinage de 

i(~), on peut supposer que E est un complexe simplicial fini. Il existe 

alors des triangulations XI de X et E' de E rendant les applications i e 

i j simpliciales. Notons 5 '  le microfibré XI - E t  a XI ; il représente le 

même élément que 5 dans H(X) = H(x'). 

U n  objet tel que 5' est décrit par la donnée d'un nombre fini d'élém 
(les sommets de X' et de E') et d'un nombre fini de relations entre ces 

éléments (les applications simpliciales i et j). 

Il n" a donctqu'un nombre dénombrable de microfibrés ayant une inj 

tion et une projection simpliciales, ce qui donne la conclusion. 

1 . 9 C  - B  PL(^) ' classifiant de H : 

Le théorème de Brown permet alors d'affirmer l'existence d'un CW- 

complexe dénombrable Y et d'un élément uHE~(yH), universels pour la 
H 

catégorie des CW-complexes dénombrables, ce qui permet de prolonger d 
à la catégorie F? toute entière. 

D'après le lemme 1.15 du chapitre II, Y peut être choisi comme com 
H 

plexe simplicial appartenant à 't (ie : localement fini et dénombrable) 
S 

on le note alors B 
PL (n ) ' 

L'élément universel uH se représente donc comme un microfibré PL de 

dimension n, noté u E t  . En particulier, si 5 est un micro- 
n' S U r B ~ ~ ( n )  s 

fibré PL de dimension n sur X E C  il existe une application PL s 
f': X -, B  PL^) ,unique à homotopie près,telle que 5 2 fV(un). 

c.q.f .a .  
1.10 Transformations naturelles 

Le passage au microfibré topologique sous-jacent nous fournit des 

transformations dites d'oubli, 

J n k 
k n 

k ~ ~ ( n )  k~O~(n) O (n) k ~ ~ ~ ( n )  

Il y a d'ailleurs une transformation, définie sur li? 
s7 in : 'o(~)-'~PL(~)' 

qui correspond à une notion de triangulation des fibrés vectoriels. On a 
l 

i k = j i . Nous ne parlerons pas de la définition de i car c'est une n n n n 



affaire difficile (~irsch- azur [3]). I 
En revanche, nous allons exposer une forme stable de ce problème au para- 1 
graphe 4 de ce chapitre. Pour le moment, nous supposerons 1 'existence de 1 
n n 

i i pour des raisons d'uniformité de l'exposé. Nous dirons aussi que i est 

un morphisme d'oubli. 1 
J. 
n Jn D'après (~h.11 ; 93), kg(n) + kpL(n) - k  TOP(^) est représentée par 1 

une suite d'applications, définies à homotopie près, des classifiants 1 
E 

Par exemple, 
J n classifie le microfibré universel sur B  PL^) en tant que 

microfibré topologique. c 

$2. STABILISATION 

Dans ce paragraphe A et A' seront toujours un des symboles O, PL, TOP, 1 
En associant à un fibré (ou microf ibré) réduit 5, le fibré S I  E', où c 1 

désigne le fibré trivial de fibre OR, on obtient une transformation dite 

de stabilisation 

Sn : k~(n) - k~(n+l)' pour tout n 2 l .  

L'espace total E(S@ E ' )  est ~ ( 5 )  x IR. La projection, la section nulle et la 
1 

réduction de Se E sont évidentes. 

Définition : On définit le foncteur k par l'égalité k = lim k 
A A ~ ( n ) '  

où la limite est prise suivant le système des flèches s de stabilisation+ 
n 

Donc un élément de kA(x) est représenté par un fibré réduit sur X et deux 

fibrés réduits 51' , si2 représentent le même élément de k (x) si et A 
seulement si il existe deux fibrés triviaux E 1, c 2  de dimensions convena- , 

bles, tels que @ cl = c2. 

De la même façon on déf-init le foncteur k libre 
A par l'égalité 

libre= lim k libre 
k~ libre. Alors kA 

T A b )  (x) = kA(xu point). 
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2.1 Proposition : La transformation d'oubli kA- est un isomorphisme 

fonctoriel. Par conséquent k est muni comme A 
d'une opération 

binaire fonctorielle, la somme de Whitney. 

Démonstration : Soit 1 un n-fibré donné sur un CW-complexe X pointé par 
( x )  et soient deux réductions fl,f2 : 5 1 f 4  +iRn, fournissant les fibrés n 
réduits 51 et 5,. Nous allons construire un isomorphisme 0 : S1di - 529~n , 

n 
c'est-à-dire un automorphisme 8 de @E qui, au-dessus de 123, soit 

f f IlRn . Rappelons d "bord que 1 'on peut se ramener au cas où [0,1] 

est un voisinage de (*]  dans X sur lequel 5 est trlvial (voir la démons- 
tration du b) de la proposition (ch.JV; 1.3)). Considérons alors l'isomor- 

phisme @Id I IRn : IR%R~~ IR~W", où g = flfil. Supposons qu'il existe une 

isotopie H de @Id I EZn jusqu'à un isomorphisme de la forme Id n$gl. la 
(f-'9 1dIRn)~(fl@ Id n) est donc une isotopie de f ~ l f ~ ¶ 3  Id Rn jusqulà Id 9 g'; la I Is 
Grâce à cette isotopie, nous pouvons construire l'automorphisme 8 au-dessus 

de [0,1], de telle sorte qutau-dessus de ~(xX]) il vaille Id @gs ; il Is 
est donc prolongeable en un automorphisme 8 de 59 cn tout entier, répondant 

la question.  a ans le cas des microfibrés, il faut sous-entendre micro- 
isomorphisme et microis~to~ie). 

Il reste à trouver l'isotopie H de gBId n jusqu'à IdlRn@gl. 

Soit Kt. O S t S l ,  une isotopie de Id 
IR 

IR%R njusqu'à l'application de la 
- 1 

matrice ( O I )  qui échange les axes. Alors Ht = Kt(g + remplit -1 O 
nos conditions, 

Pour les cas A = O et A = TOP, on peut mettre 

X 
cos Zt 1, 

71 
-sin St 1, 

X 
cos St 1 I 

Pour le cas A = PL, la formule précédente ne fournit pas une 

isotopie PL. On pourrait en trouver à partir d'une isotopie PL de l'iden- 

tité du cercle jusqu'à une rotation de 90".  e es détails sont laissés 
en exercice). c q f d  
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La stabilisation est représentée par une application 

s : B  -. B 
n ~ ( n )  A(n+l)' définie à homotopie près. Donc kA(x) = ~&[x,B W. 
D'autre part la stabilisation est compatible avec les transformations 

d'oubli, c'est-à-dire que le diagramme suivant commute : 1 
l 

Les égalités j s = snjn 
n+l n et s = snkn kn+i n (où k = j i ) sont 

n n n  

évidentes. En ce qui concerne l'égalité i s = s i le lecteur se 
n+l n n n' 

rapportera aux références citées pour la définition de i- p.IY.13. ! LL 

D est représenté par 
n 

Vi = 1, ..., n-1, 
x' n = inil xi K [o,I] " X K {O] 

i =l n Vx E Xi 

fi(x) rio]= x KIJ 

C 'est une chaine de (n-1 ) "mapping-cylinders' ~ ( f  . ) 
1 

i 

Dl est commutatif à homotopie près parce que D est commutatif. Nous n n 
pouvons supposer que les applications de Dh sont cellulaires. 

2.2 Définitions 
f, f" 

I - Soit XI X2 -4 L: X3 -, ... une suite infinie d'espaces pointés et 

d'applications continues qui respectent les points-base. 

Soit , I 
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qui se rétracte par déformation sur X = Xn r[0) n 

- La réunion des X' munie de la topologie limite inductive sera appel6e n ' 
le télescope du système {X n3fn] ; XA est un télescope partiel. 

- Par définition B = télescope {B A(n)9sn]. On dit que est le classi- 
12 

fiant stable. Puisque s est supposé cellulaire,c'est un CW-complexe point; n 

Exercice : Soient @ .f 1 et {xA,~') deux systèmes ayant le même type 
n n n 

d'homotopie. Montrer que leurs téiescopes respectifs ont le même type d'ho- 

motopie. (ce résultat est une conséquence immédiate d'une proposition 

démontrée par hlilnor dans [8 ;p.l50]). La suite des espaces B 
~ ( n )  

et des 

applications de stabilisation étant bien définies à homotopie pres, il 

résulte de ceci que B est bien défini à homotopie pres. De toutes façons, 
A 

nous retrouverons ce résultat p.I~.l 9, 

2.3 Proposition : Si X est un CW-complexe fini, kA(x) = [X,B 1. Ceci signi- 
A 

fie que, pour X fini BA classifie les classes d'isomorphisme stable de 

fibrés réduits sur X. 

Démonstration : kA(x) -3 k (x) = ~&[x,B 
A(n) 

= *~x,B'~(~) 1 
ou B' est le télescope partiel (voir les définitions précédentes). 

Mais puisque X est fini, Q[x,B~~(~) ] = [x,B~]. C'est une conséquence 

du fait que l'image de X ou de X K 1 par une application continue est un 

compact, donc est dans B1 
~ ( n )  

pour n assez grand. cqfd 

Remarque lmportante : 

Nous allons montrer par un exemple que B ne classifie pas les classes. 
A 

d'isomorphisme stable de fibrés réduits sur les complexes de dimension 

infinie. 

Considérons d'abord Bo. Soit pn l'espace projectif réel de dimension n, 

muni de sa structure naturelle de complexe cellulaire pointé ; soit 



IV. lï 1 
f : IP"-B~ l'application classifiante du fibré tangent stable de IP" ; 
n 
nous allons montrer que l'application 

f = v f n :  v P ~ - B ~  - 
n nEN 1 

n 1 
ne peut correspondre à aucune classe stable de fibrés vectoriels sur V P , i  

Soit en effet 5 un fibré de dimension m sur V lPn, dont la classe stable 
n 

est classifiée par l'application f ; 5 induit sur 8 un fibré vectoriel 
5 i p n .  stablement isomorphe à r(fPn), dont la classe totale de Stiefel- 

Whitney w(5 n) est donc égale à w(7(pn)). Mais on sait que 1 'élément noi 
1 L n 

nul a E H  (P ;z2) engendre la cohomologie de P en tant qu'algèbre sur L 
i 

(la seule relation est an+' =O), et que r(?(iPn)) = (1 + a)nc1. En parti- 

culier, si n + 1 = 2k- 1, il vient 

2 (1 = 1 + a + a  + ... + a sk- 2 . , où 1 .. 

tous les rermei de la somme sont non nuls ; donc w (T (P2K-2)') # 0 1 
k k k 

gk- 2 

Mais w ( T ( P  -2))~~2 -2 ( P -2 ; E2) est l'image par l'inclusion 
. 2 -2 
K 

p2 -2 + V  IPn de w ( 5 ) ,  qui est donc non nul. On en déduit que la dimen- 
n 

k 2 -2 1 - 1 
sion m de 5 est au moins égale de 2K-2 pour tout k, ce qii constitue une 1 
contradiction. (pour la définition des classes de Stiefel-Whitney et l e u i f  

+ calcul dans le cas du fibré tangent d'un espace projectif, le lecteur 

pourra lire ~ilnor[6.]). ' ' 

Le raisonnement précédent s'applique aussi aux espaces B PLy B~~~ et 
à un autre, BG, qui s'attache aux fibrés de Hurewici en sphères (cf. 

c~.v) ; en effet, les classes de Stiefel-Whitney sont en fait des image! 

de classes dans H*(B~; z2), car leur construction est valable pour les 
fibrés de Hurewicz en sphères. 

Problème : L'application naturelle kA(x) = &[x,B ] 1 [x,B*] n'est 
~ ( n )  

pas en général surjective, d'après l'exemple ci-dessus. Est-elle en 

général injective ? 

1 
! 
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2.4 Représentation des "oublis" i stables kg-kpLdkTop 

Soit A, A' un des couples(0, PL)OU (0, TOP)OU(PL, TOP). L'oubli 

t : kA-kAl est obtenu par limite inductive des oublis t : k n ~(n)'~~'(n) 
et est représenté par le diagramme 

La commutativité à homotopie près de ce diagramme permet de construire 

concrètement une application 7 

t : BA = télescope [B ] - télescope [B 
~ ( n )  

' BAI 9 qui prolonge 

chacun des t . D'ailleurs les t déterminent un élément de &[B 
n n A(n) 9 B ~ f l *  

D'après le lemme (Ch11 ; 2.5, il existe donc une application t:BA-B 
A' ' 

qui, à homotopie près, prolonge les tn. 

2.6 Proposition : Si X est un CW-complexe fini, 

(+)  

J =  t,, 1 %  
CX,B~I C x s B A 1  1 

est un diagramme commutatif, où les flèches verticales désignent les iso- 

morphismes naturels de la proposition (Ch.1~ ; 2.3). 

,- : t : kA(X) -kAl (x) s'identifie (par la classification) à 

tnic 
%?~([X,B~(~)I --> CX,B A' (n) 11. En vertu de la définition de t : BA-BA,, 
cette limite s'identifie aussi à t, : [X,BA]-[~,BA,], d'où l'on déduit 

la commutativité de (+).  Au lecteur de fournir les détails ! 



Remarque importante : 

A cause du phénomène des fantômes (cf. Ch. III) nous ne pouvons pas 

affirmer que t : BA-B est bien définie à homotopie près ! En effet on 
A' 

a la suite exacte(*) donnée par le théorème 1 du chapitre III 

1 
0 + A n A I  + [ B ~ , B ~ , I  + ~ C B ~ ( ~ )  ,BAI] + 0 

qui dit que t est déterminé modulo 1 limage dans [ B ~ , B ~ ,  1 de 
*'[SB ,BA,].  tant donné que t nta pas un type d lhomotopie bien dé- 
terminé, on pourrait douter du fait que B est lui-même un type d1homotoi 

A 
bien déterminé (cf. exercice p.IV.15), c'est-à-dire indépendant du choix 

des B et des applications sn : BA(n)-BA(n+l). NOUS venons de faire 

le calcul ! car lien nfempèche que Al = A et que tn = Id 
I kA(n)' 

La conclusion est la'suivante : Si BA et B 1  sont deux classifiants A 
stables pour A, il existe une équivalence dl homotopie ( )  t : BA + BAI 

La classe dlhomotopie de t est bien déterminée, mais à cause des 

fantômes nous ne pouvons I 'A(n) 
affirmer que la classe de t est bien 

définie. 

(") Puisque BA, est un H-espace (cf. Ch.IV, 93), c'est une suite 
exacte de groupes. 

(*") D'après la proposition ( ~ h . 1 ~  ; 2.3), t, : n*(BA) - ~,(BÀ) est un 

isomorphisme. Donc le théorème de Whitehead (~h.11 ; 1.14) dit que 

t est une équivalence dlhomotopie. 
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3 . 1  Définition : Un espace topologique pointé ( ~ , h  ) est dit muni d'une 
O 

structure de H-espace au sens faible (resp. fort) s'il est donné avec une 

application continue pointée m : H x H  -. H, telle que m 1 h o b H  et m l ~ x  [h 1' 
0- 

considérées comme applications de H dans H, soient des équivalences d'homo- 

topie (resp. soient homotopes à Id ) dans la catégorie des espaces topo- 
logiques pointés. % 

I H 

3.2 Lemme : Soit (H, ho, m') un H-espace au sens faible ; alors il existe 

m : H x H  - H, telle que (H, h o  m) soit un H-espace au sens fort. 

Preuve : Soit gl(resp. g2) : H-H un inverse dlhomotopie de m' I i h o b  H 
(resp. de m f  I H ~  bol ) .  Lsapplication composée m définie par 

vérifie trivialement les axiomes d'une loi de H-espace fort sur H. 
cqf d 

3 . 3  Proposition : Les objets stables Bo, BpL, BTOp admettent chacun au moins 

une structure de H-espace au sens fort. 

Démonstration : Il suffit d'après le lemme précédent d'exhiber une 

structure de H-espace au sens faible. Nous allons étudier le cas le plus 

délicat qui est celui de B TOP : BTOp(n) n'étant pas à priori muni d'une 

structure de CW-complexe localement fini, le produit cartésien 

B ~ O ~  (n ) B ~ O ~  (n ) muni de la topologie produit n'a pas de structure natu- 

relle de CW-complexe. 

On note BTOp(n)XBTOp(n) le produit muni de sa topologie naturelle 

de CW-complexe, c'est-à-dire celle dans laquelle un ensemble est fermé si 

et seulement si son intersection avec tous les produits de deux cellules 

fermées est fermée. D'après le lemme (~h.11 ; 1.10), l'identité ensem- 



bliste 
i : BTOp(n) f B  TOP(^) - B~O~(n) B~O~(n) est une équivalence 

d'homotopie. Soit le fibré u f u  = i+$(unx un\, où u désigne le fibré 

I 
n n n 

universel sur B  TOP(^) ' C'est un fibré de dimension 2n que l'on classifie 

par une application 
yn : B ~ O ~  (n) ' B ~ ~ ~ ( n )  B ~ O ~  (2n) 

Soit s n : l B ~ ~ ~ ( n )  - B TOp(n+l ) une application de stabilisation, qui classi. 

fie un@ E . En remplaçant BTOp(n) par le téléscope partiel BI  TOP(^) 
dans BTOp (cf. définitions (ch.1~ ; 2.2)), on peut supposer que s n est un( 

incliision cellulaire. Alors snf sn : B~O~(n) ' B~O~(n) 
B ~ ~ ~ ( n + l  ) ' B ~ ~ ~ ( n i  

est une inclusion de sous-complexe. Enfin le diagramme ci-dessous est corn. 

mutatif à homotopie près f 

Pour vérifier cette commutativité notons pl et p2 les projections sur le 

premier et le second facteur de B 
TOP (n) It B ~ o ~  (n) Or 8n+i Bn yn classifie i 2 +e 1 1  

(un I un)@ E 2 pl und pi un@ c G3 E , tandis que yncl (sn E sn) classifie 
1 1 1 d 

(u G3 r ) 2 (u 8 E ) 2 p t  un LB E (B pz un% E . Il suffit donc de vérifier 1' n n 
lemme suivant : 

n Lemme : Si 5 est un mimfibré topologique réduit sur un CW-complexe, 
1 1 il existe un isomorphisme de microfibrés réduits C G 3  E ' E CB5.  I 

Démonstration du lemme : La permutation des facteurs qui donne llisomor. 
1 1 phisme des fibrés non réduits n : g r  E - E Cl35 induit le germe de l'auto' 

n+l 
morphisme €3 : (xl,. . . ,X x ) c (xnil ,xl, . . . ,xn) du f ibré standard B n' n+l 
Si n est pair, e est isotope à IdlRn+l. Donc on peut changer n au-dessus 

d'un petit voisinage du point-base bo de façon que n induise le germe d r  

l'identité du fibré standard ~n+l. n donne alors un isomorphisme de f i b r "  

réduits. (cette modification utilise un germe de structure produit 

au-dessus d'un voisinage U de bo et une fonction X - [0,1], valant 1 en 

b et O sur un voisinage de X - U. Cf. Milnor [ 9  ; lemme 7.51). 
O 

l 



n+l Si n est impair, 8 change l'orientation de IR . Donc il faut partir de 
1 composé avec la réflexion dans le facteur E . 

Exercice : Fournir les détails de la démonstration ~récédente. Démontrer 

le lemme analogue pour les fkbrés vectoriels réduits et les microfibrés 

PL réduits. 

Suite de la démonstration de la proposition 3.3 

Lsinclusion s %i s étant une cofibration. (~h.11; 1.17)~ on peut 
n n 

changer T ~ + ~  par une homotopie pour rendre le diagramme (?" commutatif. On 

en déduit alors qu'il existe une application continue p :  
.L B ~ ~ p  a B~~~ -* B ~ ~ ~ *  

Soit p le point-base de B 
TOP* Montrons que p 2 [Po] : B~~~ ' B~~~ est O l 'TOP 

une équivalence d'homotopie. BTOp étant un CW-complexe, il suffit de mon- 

trer que pout tout n . 

est un isomorphisme. Or nn(BTOp) s'identifie à 1 'ensemble kTOp(sn), d 'après 

( ~ h . 1 ~  ; 2.3), et il est facile de voir que 

n'est autre que [sm] b Csm@ cm], c'est-à-dire l'identité. 

Symétriquement %: BTop ' 
'Ir[p0 1 ~t BTOIp - TOP 

est une équivalence d'homotopie. Pour conclure on utilisera le lemme 

suivant : 

Lemme : Soit (X,X ) un CW-complexe pointé, et soit i l'identité de 
P O 

X P X  sur XxX. Il existe alors g : X x X  -* X P X ,  inverse dlhomotopie de i, 

tel que 
(X x Ixol) u ([ao) x X) soit 1 <identité de (X x [x 1) u ([xo] x X) 

O 

m r  (X f [xo] U ( (x  ] SX). 
O 

Démonstration du lemme : D'après Spanier [12; théorème 12, p.4021, 
2_ 

l'inclusion (X x [x,]) U ([x0] x X) dans X x X est une cofibration. 

Sachant, d'autre part que i est une équivalence d'homotopie et que 



i est un homéomorphisme sur son image, on montre 

facilement que, si h désigne un inverse dlhomotopie de i, 

h I (XX bo1)u (bo1xx) est homotope à 1 Iinclusion (X x (xo 1 )  U ([xo] x X) 

dans XXX. Il existe donc un prolongement de cette homotopie, dont l'ab 

tissement est une application g homotope à h. Ce g est llapplication 

cherchée. 

Fin de la démonstration de la proposition 3.3 
-A 

Soit g : BTOpxBTOp -r B TopfBTOp, l'application fournie par le lemn 
S précédent . Il est alors immédiat de vérifier que m1 = pg : BTOPxBTOP4~ 

est une loi de H-espace faible sur B 
TOP ' cqfd 

Remarque 1 : A priori, mf n'est pas forcément homotope à I B T O p  x [P,) 
l'identité, bien qu'elle induise l'identité sur les groupes dfhomotopi 

(voir Fantômes, ch.111). Comme nous l1avons vu dans le lemme (chiIV ; 

on peut remplacer m1 par m tel que m et m soient IBT O p  x (P,] 1 [P.] BTOp 
homotopes à l'identité de B 

TOP* En s'appuyant encore une fois sur la c 

bration BTOp x tp0] U iP0] x BTOp L BTOp x BTOp on voit que ces restrictio 

peuvent même être égales à l'identité. 
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Remarque 2 : Les autres c'as~Bo et BpL sont plus simples car les obje.1 

sont munis de structures de CW-complexe dénombrable, ce qui perme* de 1 

supposer localement finis ; alors le faux produit f et le produit carté 

sien colncident. 

3.4 Première conséquence : 

Soit X un espace topologique, x O un point-base de X, supposé non 

dégénéré (c 'est-à-dire que l inclusion xo" X est une cof ibration). Soi1  

un espace topologique pointé. Alors nl(y) agit sur [x,Y] de la manière 

suivante : 

of .. 

II E 

; 

P a  

Soit f : X - Y  et soit a : S1-Y. On définit une application d u  hou- 

quet XVI dans Y à l'aide de f et a, que l'on prolonge en une applica' 
F : X x  1-Y. On note a(f) : X - Y  l'application x c ~ ( ~ $ 1 )  et on véri f ir  1 

, 
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que la classe d'homotopie de a(f) ne dépend que des classes d'homotopie 

de a et de f. 

3.2.1 -- Lemme : Dans les conditions précédentes, si Y est un H-espace, nl(y) 

agit trivialement sur [~,y]. (cf. Spanier [12; théorème 5 p. 3821). 

3 . P . 2  Corollaire : Si Y est un H-espace, et si X est un espace topologique 

muni d'un point-base non dégénéré, on a : 

Preuve : En effet, [x,yIlibre n'est autre que l'ensemble des orbites 

de l'action de nl(y) sur [x,Y]. 

Application - aux ob,iets stables : Si A est l'un des symboles O, PL, TOP; 

et si X est un CW-complexe pointé : 

3.5 Localisation du classifiant : 

La loi de H-espace B x B  -.B construite à la proposition A A A' 
(ch.1~ ; 3.3\, définit un produit (=  une opération binaire) fonctoriel 
dans [ ? ,  B~]. Le foncteur k ( ? )  est aussi muni d'un produit fonctoriel, 

A 
la somme de Whitney (cf. proposition (C~,IV ; 2.1)). Au lecteur de ren- 

forcer la proposition ( ~ h . 1 ~ ;  2.3) en vérifiant la proposition suivante : 

(46  ) 3.5.1 Proposition : Pour tout CW-complexe X- (dénombrable si A = PL ) ?  

l'application naturelle kA(x) -+ [x,BA] respecte ces opération binaires. 

395.2 - Lemme (dû à I.M.  ame es) 
Soit m : BxB-,B une loi de H-espace. Pour tout CW-complexe 

connexe pointé X, 1 'opération (xl ,x2)rm,+(xl ,x2), définle sur [x,B] est 

une loi de monoide, possédant une unité et des inverses à droite et à 

gaue he . 

Démonstration : L'unité est représenté par l'application constante. 



Pour obtenir les inverses à droite nous allons montrer que 

1 x m  : B x B  -. B x B  est une équivalence dlhomotopie faible. Il s'en suivr: 

que I 'application (1 x m), : (x,y)c ( r , x . g )  de [x,B12 = [X,BX B] dans lui- 

même est bijective (cf. Ch.11 ;1.13) et qu'en particulier il existe y tel 

que x . y  = e. 

Pour établir l'équivalence faible, considérons 
k 

( l m )  : nk(Br~)-n (BXB) = [S , BXB], pour tout k>O. Puisque sk est 
k - 

une suspension, x .y = x + y, pour x,y E nk(B) (cf. Spanier [la; théorème 8 

p. G J J  1 .  D o ~ ç  (1 x m),, : ( x , ~ )  ( x , ~ . ~ )  = (X,X+~) est un isomorphisme de 

groupes abéliens. c 

On obt,ient les inverses à gauche de la même façon à partir de 

m x  1. c q f d  

Appliquons maintenant ce lemme pour déduire l'existence de 
1 microf ibrés inverses que Milnor a construitEl plus géomét~iquement dans Cg! 

Soit X un complexe simplicial fini connexe. Nous avons établi dans 

( ~ h . 1 ~  ; 3.4) 

libre( 
et ces bijections respectent les produits ( ~ h . 1 ~  ; 3.5.1). Or sur kA 

le produit est évidemment commutatif et associatif. D'après le lemme de 

James ( ~ h . 1 ~  ; 3.5.8), [x,BA] est un monoPde unitaire. avec éléments inver 

Donc tous sont des groupes abéliens. 

D. Sulllvan a récemment utilisé la notion de produit tensoriel 

de BA (A = O, PL ou TOP) avec un groupe abélien sans torsion. Elle s 'ex -  - 
~ r i m e  aisément dans la théorie de Brown. Soit G un groupe abélien. On 

considère le h-fonct,eur composé 

-t 
[?,B~]OG : (CW-complexes finis ] - [groupes abéliens) - E (=ensembles 

connexes et pointés pointés). 

L'axiome du bouquet (cf. Ch.11 ; 2.3) est automatiquement vérifié ~ ' a ' ~ ' "  

du recollement est satisfait si et seulement si pour toute réunion xIUS- 
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(où i i jl, j2 sont des inclusions évidentes) reste exacte après 1' 2' 
tensorisation avec G. Donc pour G sans torsion, [?,B~]@G satisfait aux 

deux conditions de la semi-exactitude. Si en plus G est dénombrable et BA 

d'un type dénombrable (comme c'est le cas pour A = O ou PL), le théorème 

de Brown (~h.11 ; 2.6) nous fournit un classifiant noté BA8G. 

Si p est un nombre premier et si on note 

2 
(P) 

= (a/b E Q I  a,b E 2, p ,/ b), l'espace B OZ s'appelle le localisé 

de B. par rapport à l'entier premier p. 
A (PI 

A 

Le but de ce paragraphe est de définir une application Bo -+ BpL 

qui corresponde à l'idée de triangulation des fibrés vectoriels. On 

voudrait définir d'abord des applications B ~ ( n )  ' B ~ ~ ( n )  comme nous 

l'avons fait pour le couple Bo, BTOp. Malheureusement c'est une construc- 

tion difficile (cf. Hirsch-Mazur [3]) ; la construction analogue pour les 

pseudo-f ibrés PL(=block-bundles) de   or let [lo] et de Rourke-Sanderson [11] 

serait moins difficile, mais nous ne les traitons pas, Nous nous contente- 

rons donc de la situation stable. 

Rappelons de 1 'exercice (chap. 1, p . 3 1 )  qu'il y a une transfor- 

mation (notée là 9 ) 
i : ko + kpL , 

de foncteurs définis sur la catégorie des complexes simpliciaux localement 
libre libre 

finis, de dimension finie. Rappelons que kg= ko et kpL = kpL 
( c f .  prop. Ch.IV ; 2.1). Notre construction de i au Chap. 1, p. 31 emploie 

le principe d'isomorphisme stable (chap.l), et les théorèmes d'existence 

et d'unicité des triangulations C' des variétés lisses. Signalons qu'à 

force d'un peu de travail on peut éviter le principe d'isomorphisme 

stable (voir Milnor [7]). 

Nous avons remarqué (proposition Ch.IV, 1.4) que B ~ ( n )  peut 
être un CW-complexe dénombrable D'après le lemme (c~,II, 1.15) 



nous pouvons changer Bo(n, en un complexe simplicial localement fini et 

dénombrable. Soit ensui te'^ le n-squelette de B 
O b )  

Par définition 
n 

Bo = télescope {B 
~(n),~n' O' : B~(n) -, B o(~+I ) est une application 

simpliciale qui représente la stabilisation. L'inclusion dans Bo de 

B = télescope {B 
n' 'nl Bn 

induit un isomorphisme des groupes d'homotopie 

elle est donc une équivalence d'homotopie. Si Sn est le n-fibré universel 

sur Bo(,), le foncteur i associe à 5 un élément de 
nl Bn 

kpLBn) = CB,,B pL(k) ] et donc un élément x de [B,,B~~]. On voit faci  
k n 

lement que x 
n+î 1 B~ (=(sn~ ) x )  cofncide avec , c'est-à-dire que 

n 

(xi,x2, .. . ,x . . .) est un élément de IB,,B~~]. D'après le lemme n ' 
n 

(~h.11, 2.5) il existe un élément x de [B,BpL] = [ B ~ , B ~ ~ ]  tel que 

x = x pour tout n. Soit i = Bo -r BpL un repré~entant~de x. Le lectei 
1 Bn n 

constatera sans difficulté que cette application représente i : ko - kpl 

sur les complexes finis et même sur tous les complexes de dimension fin: 

de ; dans ce dernier cas, on utilise le théorème de stabilité, cité 
s 

p. IV.29, qui signifie que, pout tout x de dimension finie dans ts, 

ko(x) -, [ x , ~ ~ ]  et kpL(x) [ x , B ~ ~ ]  sont des isomorphismes. 



8 5 .  BONNE DEFINITION DE CERTAINES APPLICATIONS EN COHOMOLOGIE 

Nous avons un diagramme commutatif de transformations d'oubli 

K ~ ~ 6  
\ 

Nous avons défini ce diagramme sur la catégorie des complexes simpliciaux 

pointés, localement finis et de dimension finie. Pour les complexes finis 

nous avons représenté ce diagramme par un diagramme d'applications 

Donc pour tout complexe fini X le diagramme [x,J'] s'identifie naturel- 

lement au diagramme commutatif J(x) .  A cause des fantômes (cf. C~.III), 

nouu ne pouvons pas affirmer que i,'j, k sont déterminés à homotopie près 
I 

par (J). Cette difficulté est amoindrie par la proposition suivante : 

5.1 Proposition : pour tout groupe abélien G de coefficients, les diagrammes 

sont commutatifs et dépendent seulement du diagramme de transformations 

d'oubli (J) et non du choix de i, j, k. 



Démonstration 

a) Diagramme d 'homologie : vérifions d 'abord que i+k, j, et k, dépendent 

j ,  k est bien définie sur chaque compact de sa source. Mais chaque chaine 

singulière a un support compact ; la conclusion s'en suit. La commutativii 

du diagramme d'homologie se déduit du fait que, pour chaque compact K de 8 

j ilK est homotope à k IK*  * 
n 

b) Diagramme de cohomologie : si G est un corps H ( - ; G )  = HO~~(H~(-;G);G 
pour tout n. En ce cas l'affirmation pour lfhomologie entrafne celle pour 

% 

la cohomologie. Pour le cas notre démonstration sera fondée sur 

le théorème suivant : 

Théorème de stabilité : 

(1 ) n m ( B ~ , B ~ ( ~ ) ) = O ,  m g n  

Démonstration du théorème : (1) est une traduction en termes de classi, 

fiants du théorème de stabilité pour les fibrés vectoriels (~h.0 ; 1. 
(II) est un résultat assez difficile dfi à A. Haefliger et C.T.C. ~all[2]. 

Morlet démontre (II) pour m s n dans la thèse (paris, 1967). 
I, 

' I 
Fin de la démonstration de 5.1 : Démontrons alors que le diagramme en 

cohomologie dépend seulement de (J). Pour tout entier n 2 O, on a un 

diagramme commutatif 
* 

où la flèche verticale est la restriction. L'application k e s t  
1 (n+l) 

bien définie à homotopie près par l'oubli ko(n+i) - k  TOP(^+^ ) ' 
Donc (k ) est bien définie. Pour achever la démonstration relati" 

i 



à ku, il suffit de démontrer que la flèche verticale est un isomorphisme. 
Le théorème de stabilité (~h.0, ) = O ,  m g  n+l ; 

donc H,(B~,B~(~+~ ) )  = O, m 5 n+l, par le théorème de Hurenice. Ensuite 

H"(B~ ''O (n+l ) ) = O, m S n+l, d'après le théorème des coefficients uni- 

versels. Enfin la suite exacte relative à la paire (B O (n+1 ) ) donne 
l'isomorphisme exigé. La bonne définition de k* est démontrée. 

La bonne définition de i* et de j* se démontre de la même façon. 

Pour j*, on a besoin de n (B 
m PL*~PL(~) ) = O, m < n. Pour la bonne défini- 

tion de i*, il faut employer la filtration Bo - - U Bm, où BmE es est de 
'C m 

dimension finie (cf. ch. IV, 04) ,  car 1 l oubli ko - kpL n est (pour nous) 
défini que sur les complexes de dimension finie de k . La stabilité 

s 
B ) = O, p<m, se déduit de n (BO,BO(,)) = O, p < m. "p(Bo, m P 

La commutativité du diagramme de cohomologie se déduit de cette 

dernière stabilité et du fait que 

est commutatif à homotopie près. cqf d 
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Remarques finales : faut-il craindre les fantômes ? 

Les fantômes (cf. Ch. III) nous ont empêc de préciser une 

classe dlhomotopie préférentielle pour les applications d'oubli 

De plus, ilscompliquent la tâche de doter la loi de h-espace BAxBA -4 BA, 

qui représente la somme d.+? Whitney, des propriétés de commutativité et 

drassociativité à homotopie près dont la somme elle-même jouit. 

Ces difficultés témoignent une myopie de la théorie de Brown. 1 
Il paraft que la méthode de Milnor [5]  donnerait une application préfé- 1 
rentielle Bo - BTOp. Ceci arrive pour la raison que tout morphisme de 
groupes topologiques G - H engendre canoniquement une application bien 
définie BG + B des classifiants de Milnor. Malheureusement la méthode 

H 
de Milnor ne comprend pas aisément les microfibrés PL. Pour une raison 

analogue il paraît que la méthode semi-simpliciale (on trouvera des 

références dans Rourke et Sanderson [lî]) permettrait de bien définir 

Bo B TOP' et même toutes les applications de ( J I .  La généralité et la 

précision qu'offre dans cette situation la théorie semi-simpliciale, lu 

donne un avantage qui compense sa complexité considérable. 

Comme avantage de la théorie de Brown, il faut souligner sa 

maniabilité. Citons comme exemple la construction de B @ G, où G e s t  PL 
un groupe abélien sans torsion (cf. Ch. IV, 3 . 5 ) .  

Quant aux difficultés qu'engendrent les fantômes, on peut les 

éviter souvent dans le cadre de la théorie de Brown, (voir par exemple 

ce Ch. IV, 5 ) .  Il faut enfin remarquer que A. Dold [13] avance l'idée (lup 

les axiomes de semi-exactitude sont aussi utiles qu'un classifiant. 11 

remplace le classifiant (qu'il ne suppose pas exister) par le foncteur '' 
même et trafte ce foncteur comme un "espace généralisé". Une transformaii 

de foncteurs joue alors le rôle d'une "application 

i 
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Soit donné un diagramme, commutatif à homotopie près, d'espaces . 

topologiques 

où les applications verticales sont des équivalences d'homotopie et les 
(") applications horizontales des inclusions qui sont des cofibrations . 

Soit X = X1UX2 et Y = Y1UY2. On suppose XlnX2 = A et Y l n Y  = B et que 
2 

X1,X2,Y1,Ys sont fermés. 

Théorème : Il existe une application de triples F : (X ; X1 ,x2) + (Y ; y1 ,Y& 

de sorte que f soit homotope à F : Xi - Y i = 1,2. Toute telle F est i I xi i ' 
une équivalence d'homotopie de triples. 

Remarque : Même à homotopie près, F n'est pas nécessairement unique. 
1 1 1  1 

Pour former un exemple on prend (X ; XI ,Xp) = (Y ; YI ,Y2) = (S ; D+,D-) S 

Démonstration du théorème : L'existence de F est facile à démontrer. 

(*)On rappelle que M N est une cofibration si toute application continue 

de M = [0,1] U N x {O] se prolonge en une application continue de 

~x[0,1]. Toute inclusion d'un sous-complexe dans un CW-complexe en est 

une (spanier [12; théorème 12, p. 402)). 



Puisque A "  XI et A Q Xg sont des cofibrations, on peut rendre le dia- 

gramme commutatif en prolongeant à X1 et Xs des homotopies de f et f ~ I A  211 
jusqu'à f. La continuité de F résulte du fait que X1 et Xe sont fermés. 

Que F soit une équivalence dFhomotopie, cela va découler du lemme suivant 

Lemme : Soient A X et B 4 Y deux cofibrations et (F,f) : (x,A) - (Y,B) -- 
une application de paires telle que F : X -. Y et f(=F ) : A + B soient I A 
des bquivalences d'homotopie de paires. De plus, étant donnés g : B + A 

un inverse d'homotopie de f et h une homotopie de 1 juequtà fg, il exist I B 
G '  : (Y,B) - (x,A) équivalence d'homotopie de paires, inverse de F, dont1 

% 
restriction à B soit g et telle qu'une homotopie de 1 jusqu'à FG' pro- l y 
longe h. 

Démonstration du lemme : 'L'inclusion de B dans Y étant une cofibration, 

on peut choisir pour inverse de F une application G : Y + X dont la res- 

triction à B soit l'application donnée g : B A, inverse de f 
= 

Soit H : Y x  1 - Y une homotopie de 1 jusqu'à FG. En composant pour I y 
chaque b E B le chemin h(b,t) et le chemin ~ ( b , t )  décrit à l'envers, on 

obtient une homotopie non triviale 2 : B x  1 - Y, de I lB jusqu'à 1 En l B' 
prolongeant % à  Y x I  on obtient une homotopie L de l'identité de Y Jusqu'i 

p : Y - Y ,  où TIB = llB. 

w Posons alors G' = Gy. Remarquons que GtlB = g. Nous allons montrer 
'L 

qu'il existe une homotopie de paire de (1 ~YS'~B ) jusqutà (FG',~~). 
Tout d'abord nous avons une homotopie I de Ily jusqulà FG' en composant 

l'homotopie L et l'homotopie H v .  Dans cette homotopie, un point b E B  décr i  

successivement les chemins h(b, t), ~ ( b ,  1 -t), ~(~(b), t) = ~ ( b ,  t) . 
Ce chemin est déformable continuement jusqu'au chemin h(b,t) : 
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La déformation de l'homotopie @ jusqufà h se prolonge(c) en une 

déformation de l'homot 

dont la restriction à B x I  est h. 

Q' est une homotopie de paire de (1 1 ) jusqu'à (FG' ,fg). Y' B 
La même construction faite sur G' donne une application F' : X x  1 + X et 

une homotopie de paires de (1 1 ) jusqu'à (G'F' ,gf). Mais (FI ,f) et X' A 
( ~ , f )  sont homotopes à (FG'F ,fgf). Donc (G1F,gf) est homotope à (llX3llA) 

Démonstration du théorème : Nous pouvons supposer (D) commutatif et 

FIXi = fl, i = 1'2. Choisissons g : B + A  un inverse de f et h une homo- 
\ tapie de 1 jusqufà fg. D'apres le lemme (appliqué deux fois) il est pos- I B 

sible de prolonger g en une application de triples G : (Y ; y1 ,y2) + (X ; X1,X) 

et de prolonger h en une homotopie H de 1 jusqulà FG qui respecte les l y 
sous-espaces Y Y Parailleurs le lemme dit que gi = G 1' Z 
sont des équivalences d'homotopie. 

Or llhomotopie 1 'FG dit que F est une domination de triples. Par 1 y 
symétrie G en est une également. Donc F et G sont des équivalences 

d'homotopie de triples inverses l'une de l'autre. 

ih 
9 1 

('"On rappelle que si M C  N est une cofibrations : 

M x  [0,1] iJ N x  [0,1] a N x 1 est aussi une cofibration (spanier k2; exer- 

cice E ,  p. 5 7 1 ) .  

"----------."---~ 
-. - 



C H A P I T R E  V 

F I B R A T I O N S  D E  H U R E W I C Z  



1 DEFINITIONS 
----------- 

.1 Soient E et B deux espaces topologiques et soit p : E 4 B une ap- 

plication continue. Le triple (E,p,B) est appelé espace avec projection 

ou eFpace au-dessus de B. On dit que p a la propriété de relèvement des 

hona:opies (ou encore la proprïét6 RH) pour l'espace topologique X, si, 

pour touSe application cont,lnue f : X x  1 -, B, et tout relèvement 

G :. XX[O] -,E de f 
I x x  Col9 il existe un relèvement F : X x  l -, E de l'ap- 

*. 

pllcati on f, vérifiant F 
I x x  Col = G .  

. 2  Une applicatlon continue p : E -+ B est appelée une fibration de 

Hurewicz si p a la propriété de relèvement des homotopies pour tout 

espace topologique X ,  Le trlple (E,p,B) est un fibré de Hurewicz. 

Remarque : Si B est connexe par arcs, p es* nécessairement surjective 

. 3  Etant donnés deux espaces avec projection (E,~,B) et (E' ,p' ,B) sur 

la même base B, on appelle morphisme de (E,~,B) dans (E',~',B') une ap- 

plication continue f : E - E' au-dessus de B, c'est-à-dire telle que p'f=p* 
.1 Soient f,g : (E,p,B) (E',~',B ) deux morphismes d'espaces avec pro- 

jection sur la même base. Une homot.opie H : E x  1 + Es entre f et g est 

dite verticale si chaque étape Ht = HlEx [tl est un morphisme d'espaces 

avec projection. On dit alors que f e t * g  sont verticalement homotopes, 

et on note f -B g. 

.5 Un morphisme f : (E,~,B) 4 (Ev,p',B ) dsespaces avec project,ion sur 
la même base est une équivalence d'homotopie fibrée s'il existe un mor- 

phisme g : (E',~' ,B) - (E,~,B) tel que fg IdEl et gf -B IdEo On dlt 

alors que (E,p,B) et (E',~',B ) ont le même type d'homotopîe flbrée ou 
encore qu'ils sont HF-équivalents. 



1 . 6  Image réciproque d'un espace avec projection 

Rappelons d'abord la notion de produit fibré dans une catégorie 

abstraite C : Etant donné dans C le diagramme 

un objet E, muni-de morphismes q, : E -. Al et q2 : E -. As tels 1  
flql = f2qs, est un produit fibré du diagramme précédent, s'il 

la propriété universelle suivante : pour tout diagramme commut 
C 

il existe un unique morphisme 0 : X + E, tel que g = Oql et g2 = Bqs. 1 
Si un tel objet existe, il est unique à îsomorphisme près. Dans la caté- 

gorie des espaces topologiques et des applications ~ont~inues, tout dîa- 

gramme 
E 

possède un produit fibré ; soit le sous-espace topologique E l ,  du pro- 

duit B' X E ,  défini par Et = {(bl,e) E B' x~lf(b') = p(e)] ; soient 

p' : E' + B '  et T : E '  - E les restrictions à E t  des deux projections 

du produit sur chacun de ses facteurs ; El, avec pl et ?, est solution 

du problème universel. On dit que (E' ,pT .BI) est l'image réciproque parf 
de l'espace avec projection (E,~,B). En vertu de la propriété universelli 

d'un produit fibré, si p est une fibration de Hurewicz, pl est elle- 

même une fibration de Hurewicz. 

On notera souvent (E' ,pl ,BI) = ~+(E,~,B). 



Propriété faible de relèvement des homotopies 

Dold étudie dans [l] un affaiblissement de la propriété RH dont nous 

aurons besoin lors du théorème (ch. V ;  3 ) de classification des fi- 
brés de Hurewlcz sur une base CW-complexe. 

1.7 Définitions : Soient E et B deux espaces topologiques et soit une ap- 

plication continue p : E + B. On dit que p a la propriété faible de relè- 

vement des homotopies (ou encore la propriété RH faible) pour l'espace 

toyoiogique X, si pour toute application continue f : X x  1 - B:  e t  tout 

relèvement G : Xx {O] - E de f 
I k x  Col' 

il existe un relèvement F : X x  1 - E  

de f, tel que F I x x  Col soit verticalement homotope à G (cf. 1.4). 

Une applîcation continue p : E + B  est une fibration faible si p a 

la propriété faible de relèvement des homotopies pour tout espace topo- 

logique X. 

Remarques : 1 )  L'image réciproque d'une fibration faible par une appli- 

eatlon continue est une fibration faible. 

il) On sait que, si p : E - B  est une fibration de Hurewicz, 

et si F C E désigne la fibre au-dessus d'un point b EB, 
O 

pa : TC*(E,F) - a+t(~,bo) est un isonorphisme. dotîe qu'il existe une suite 

exacte de fïbration (cf. ~u[2 ; p.118]). Le lecteur pourra démovtrer en 

exercice que cette propriété reste vraie pour les flbrations 'faibles, La 

propriété suivante est Pa raison d'être de la notion defîbration faible. 

1.8 Lemme important : La propriété RH-faible est un invariant du type 

d1homoto@ fibrée, 

La démonstratîsn se fait par un simple examen des définitions. 

En revanche, la propriété RH n'est pas un invariant du type d'homo- 

topie f ibrée. 

Exemple : E = B = [0,1], p : E + B est l'identité. (E,~,B) possède la 

propriété RH, La lettre L, munie de la projection sur sa base, possède 



la propriété RH faible et non la propriété RH, alors qu'elle est 

HF'-équivalente au fibré précédent. 

2.1 Pro,osition : soit (E,~,B) une fibration faible ; soit f oyfl : X4B 

dei~x applications homotopes. Alors les fibrqtions faibles ~:(E,~,B) et 

ff(~,~,B) sont HF'-c$quivalentes. 

Démonstration : Soit F : X x I  -, B une homotopie entre f et fl ; on 
O 

note ( e , n , ~ x  1) le fibré F*(E,~,B) et ( E ~ , ~ ~ , X ~ )  le fibré ~T(E,~,B) pour 

i = 0,1 ; dans la suite on regardera E; comme sous-espace de &. Introdui- 
L 

sons une homotopie a (resp. al) de IdXx jusqulà la pro~ection 
O 

(x,u, I- (x,~) ( m û p .  (x,u) l-, (x,~)) ; on peut poser par exemple 

ao(x,u,t) = (x, (1-t)~) 

En relevant les homotopies ni*(nx Id ) : e x  1 + X x  1, pour i = 0,1, on 1 
obtient G et Y : e x 1 + 8, rendant commutatif le diagramme 

' 

els que @ O (resp.y O ) soit verticalement homotope à I d e  et que @l(resp.~l) 

applique 8 dans Eo (resp. El). De llhomotopie @ 1-tl~, , O s t s l , o n  
' I 

déduit une homotopie verticale entre Y @ et Y 
Idais 

est 
1 lIE1 l b l  

verticalement homotope à Id IE.' donc Y P> 
1 11E4 

est ver icalement brnotope 



. 2  Conséquences 

- Si B est contractible, alors, pour tout point b E B ,  (E,p,B) est 
HF-équivalent à (BX p-l(b), P1,~) où pl désigne la projection sur le 

premier facteur du produit . 
- Si B est connexe pararcs, deux fibres quelconques ont le même 

type d'homotopie. 

.3 Proposition : (cf. Dold L1;théorème 6.1, p. 243;)) 

Soient (E,~,B) et (E',~',B) deux fibrations faibles sur la même base B ;  

soit f : E -t Et un morphisme d'espaces avec projection qui soit une équi- 

valence d'homotopie' ; alors f es% une équivalence d'homotopie fibrée. 

Remarque préliminaire : Soit g : Et *E un morphisme qui soit un inverse 

d'homotopie de f ; il ne faut pas croire qu'il existe alors une homotopie 

verticale entre fg et Id 1 ~ '  ' 
Il faudra en général faire choix d'un inverse 

particulier g', ce qui apparaît clairement dans l'exemple suivant : 

1 
Exemple : Soit E = E' = iR et p = p' la projection sur le quotient 

1 1 
= S de @ par le sous-groupe addit if des entiers. Soit F : E - E' 

l'application f(x) = x + 1. Il est évident que f est une équivalence 
dthomotopie fibré (c'est un isomorphisme). Cependant si on prend g = Id 

comme-inverse, on n'a pas d'homotopie verticale entre fg et IdlE, 
r ?  

Démonstration de la proposition : Nous démontrerons que si f : E 'Et 

est un morphisme de fibrés faibles sur B tel qu'il existe une application 

g : Et ' E de sorte que fg soit homotope à IdlE,, alors il existe un mor- 

phisme g' : E' - E tel que fg' soit verticalement homotope à IdlE, , 
c'est-à-dire fg' ' B Id1~'- 

Si f est une équivalence d'homotopie g' le sera de même, et nous 

pourrons de ce fait affirmer l'existence d'un morphisme f t  : E ' Et tel 

que @;'fl" Id B I E *  Mais alors 

g'f -B (g'f)(g'f') = g'(fg')f' -B g'f' =?B Id l E 
et gr sera l'inverse dont la proposition affirme l'existence. 



A) Choix de 1' inverse à droite g' : 
Soit g : El - E une application telle que fg ' IdlE, Par une appli 

cation de la propriété RH (faible) on peut déformer g en un morphisme de 

fibrés, ce que nous supposerons fait. 

Soit d : Et x 1 -t Et une homotopie entre do = fg et dl = IdlEl. On 

remarque que pg = p'fg = ptdo, ce qui permet de trouver une homotopie 

D = Et x 1 + E relevant p'd, telle que D 1 ~ '  x C D ]  soit verticalement homo- 

tope à g. Définissons- 

g' = D 
IEt x 113 : E t + E  

'L 

B) Une homotopie verticale entre fgf et Id IE' 
On prolonge D : Et x [0,1] + E  par G : Et x [-l,l] + E  en choisissant 

une homotopie verticale G I E '  x [-1,0] entre g et DI E '  x {O]. 

D'après la loi exponentielle   hap p. O ) on peut considérer 

toute homotopie comme un chemin dans un espace de fonctions continues. 

Cette astuce va beaucoup clarifier la démonstration pour les esprits 

géométriques. A~~(X,Y) désignera l'espace des applications continues X - l  

muni de la topologie "compacte-ouverte". 

Remarquons que 1 'application induite pi+ : App(E1 ,Et ) + App(~' , B )  

hérite de pl : Et + B la propriété RH faible du moins pour les complexes 

simpliciaux finis (voir la loi exponentielle chap. 0). 

Considérons sous forme de diagramme schématique les chemins 

déjà construits 



i 
Il nous faut montrer qu'il existe un chemin dans A ~ ~ ( E '  ,Et) du point 

11 i - ldIE1 au point fg' , qui est vertical, c'est-à-dire qui se projette sur le 
de chemin constant en p' E App(Et,B). Or nous avons déjà un chemin, soit 

n : ta,b] + AP~(E' ,ET) de ldIE1 à fgl , à savoir le chemin d parcouru en 

sens inverse de IdIE1 à fg, suivi par le chemin fG de fg à fgt 

Le chemin projeté pln : ta,b] - App(Et ,B) est un lacet par p' c~pp(E',B) 
contractible sur pl. Si H : [a ,bJ x 1 + App(E1 ,B) réalise cette contrac- 

tion, H I  [a,b]x [ O )  = pln et ~([a,b]x 1 U [a,b] x [l]) = pl. Donc en rele- 

vant llhomotopie H dans ~pp(E' ,Et) et en se restreignant au relèvement de 

H I  [a ,b] x 1 U [a ,b] x 1 ,  on obtient un chemin vertical dont les extremité 

sont respectivement verticalement homotopes à ldIE1 et à fgl, 
cqf d 

Exercice : Dans la démonstration ci-dessus, nous avons déduit d'un in- 

verse à droite d'homotopie de f, un inverse à droite dlhomotopie dans la 

catégorie des applica.tions sur B. Faire la même chose pour un inverse & 
fiauche . 

2.4 Proposition : Soit f : (E,~,B) - (E1,pt,B) un morphisme de fibrations 
faibles sur la même base. On suppose que E et E 1  ont chacun le type d'ho- 

motopie d'un CW-complexe connexe, et qu'il existe un point b de la base B 

tel que la restriction f I 6%) : pl(b) + 6'' (b) soit une équivalence d'ho- 

motopie. Alors f est une équivalence d'homotopie fibrée. 

Démonstration : La suite exacte d'homotopie dlune fibration et le lemme 

des cinq montrent immédiatement que f est une équivalence dthomotopie 

faible. Mais E et E t  ayant le type dthomotopie de CW-complexes connexes, 

d'après le théorème de Whitehead (~h.11 ; 1.14), f est une équivalence 



d'homotopie. Il suffit alors d'appliquer la proposition (2.3) pour obte- 

nir la conclusion. 

Remarque : On trouvera dans (~old [l; théorème 6.3 p.243]) une propo- 

sition beaucoup plus forte, supprimant en particulier les hypothèses de 

CW-complexe faites sur les espaces totaux E et El. 

3.1 Un nouveau foncteur semi-exact 

Lorsque (E,~,B) est un espace avec projection possédant la propriété 

REI-faible sur une base pointée, on utilise la notation F -+ E B, où F 

désigne la fibre au-dessus du point-base. 

Soit F un CW-complexe. Nous dirons que le fibré F -+E + B est de 
O 

"fibre-type" Fo si chaque fibre a le type dlhomotopie de F . Nous dirons 
O 

qu'il est réduit si l'on s'est donné une équivalence dfhomotopie 

f : F - Fo. Si F -+ E + B et FI + Et + B sont deux fibrés réduits, q : E+E1 

est un morphisme de fibrés réduits si q~ est un morphisme de fibrés au- 

dessus de B et si en outre le diagramme 

est commutatif à llhomotopie près. 

Un fibré F + E  -+ B de fibre type Fo muni d'une réduction f : F + Fo, 

s'appelle un F -fibré réduit. 
-0 

Pour un F donné, on définit de la manière suivante un foncteur con- 
O 

travariant sur la catégorie des CW-complexes pointés et des applications 

continues respectant les points-base, à valeurs dans la catégorie des 

ensembles pointés : si X est un CW-complexe pointé, un élément de H(X) est 



4C 
représenté par un F -fibré (faible) réduit ; deux tels fibrés 5 ,  51 

O 

représentent le même élément dans H(x), si il existe un morphisme de 

fibrés réduits q~ : I + Il, qui soit une équivalence dlhomotopie flbrée. 
Si g : Y -. X est un morphisme dans la catégorie k ,  H(~) : H(X) + H(Y) 

est définie naturellement à partir de l'opération image réciproque. 

Exercice : a) Montrer que l'image réciproque d'un F -fibré réduit est 
O 

lul-même un F -fibré réduit. 
O 

b) Soient IsS1 deux F -fibrés réduits sur X qui sont équiva- 
O 

lents. Pour toute application g : Y + X  de complexes pointés, montrer que 

les images reclproques gi'S, gy'5' sont deux F -flbrés réduits sur Y équiva- 
O 

lents. 

Si g est homotope à g1 dans la catégorie e, on voit grâce à la proposition 

(ch.V 9 2.1) que H(~) = H($' ) , ce qui montre que H est un h-foncteur. Pour 
montrer que H vérifie les axiomes de la semi-exactitude (~h.11 ; 2.31, 

nous allons nous fonder sur un théorème de Dold dont nous ne reproduirons 

pas la démonstration assez longue (cf. Dold [l, théorème 5.12, p. 24-23) : 

3.2 Théorème de Dold : Soit B un espace paracompact, et p : E  - B  une appli- 

cation possédant la propriété RH-f aible (resp.~~) au-dessus de chaque ou- 

vert Va d'un recouvrement {Y ] de la base, alors p possède l a  propriété 
01 

RH-faible (resp.RH) au-dessus de B tout entier. 

Le cas de RH, dû à Hurewicz [4] et Huebsch, est plus facile : deux 

pages suffisen* pour la démonstration. L'exercice suivant achève une 

partie de la démonstration de 3.2 pour le cas RH faible. 

Exercice : 1) Soit p : E + B une application possédant la propriété RH 

faible. Soient Hl, H2 : X x  1 + E deux relèvements d'une même bomotopie 

pH 1 = pH2, tels que Hllxx [O) et H21xx {O) soient verticalement homotopes. 

Alors Hl et H sont reliées par une homotopie verticale. 2 

2) Soit p : E + B une application qui jouit de la propriété 

RH faible au-dessus de deux ouverts U et V. Soient a < b < c < d des 

46 
Nous m~n~rerons en (3.3) ci-dessous que l'on obtient le même foncteur 
en admettant seulement les fibrés forts (=  de ~urewicz). 



nombres réels, et H : X x  La,d] + B une application telle que 

H(XX [ a , c ] )  c U, H(XX [b,d]) c V. 

Déduire de 1) que pour tout relèvement Hl : X x [a ,cl - E de H ~ X  x [a,c] 

il existe un relèvement H de H tel que H ~ ~ X  a [a,b] = Hllx x [a,b]. 2 

Nous passons maintenant à la vérification des deux axiomes de la 

semi-exactitude pour notre foncteur H : 

A - VERIFICATION DE L'AXIOME DU RECOLLEMENT : 

* 
Etude préliminaire : Supposons tout d'abord que X est un CW-complexe 

pointé, réunion de deux ouverts O1 et O2 d'intersection A contenant le 
Pl 

point-base. Soient F1 - El + O et Fs + E2 p2 
1 O2 deux fibrations faibles 

réduites, et soit f : p;l(~) - pi1(A) une HF-équivalence entre leurs res- 

trictions à A, respectant leurs réductions. En suivant une idée de Puppe, 

nous allons construire au-dessus de X une fibration faible réduite, indui- 

sant respectivement sur O et O2 des fibrations faibles HF Qquivalentes sui 1 
deux .?ibrations donnies. On note z=M(~) le cylindre de l'application f ; 

z = (P;'(A) x C0,1I) U PS~(A)/W el E P;'(A), e.l x 1 = f(el)I. 

On considère l'espace avec projection (E,~,x) où E = El U Z d E2 et où p 

.ZI est défini par p = pl, I E, = p et, pour 
2 



La fibre-base F de cet espace avec projection est le cylindre de la res- 

triction F f 
1 - F2. Les réductions des deux fibrés donnés définissent une 

application des deux faces extrémales de ce cylindre à valeurs dans la 

fibre type F ; elle se prolonge naturellement en une équivalence d1homo- 
O 

topie de F dans F pour fournir une réduction de (E,~,x). Nous allons 
0 

maintenant montrer que (E,~,x) est une fibration faible répondant à la 

question. Pour cela nous aurons besoin d'un lemme sur le cylindre d'une 

équivalence dlhomotopie. 

Rappelons que si A C B  et s'il existe une homotopie ht, O 5 t * 1, de 
Id = h jusqulà une rétraction r = hl telle que h 1 B ~ J A  = I d 1 ~  

pour tout t 
O 

et r(B) = A, alors A est appelé un rétracte fort de déformation de B. 

Soit f : X + Y  une application continue. Le but Y considéré comme 

sous-espace du cylindre Z = ~ ( f )  de f est visiblement un rétracte fort de 

déformation de Y. 

.2.1 Lemme : Si f : X -+ Y est une équivalence d'homotopie , X = X x [O 3 c Z 

est un rétracte fort de déformation de Z. 

.2.2 Complément : Soient donnés un inverse dlhomotopie g : Y + X  de f et deux 

homotopies F de Id à gf, G de Id à fg. Les données f,g,F et G déter- 1 x I y 
mine%t d'une favon standard une hwmtopie explicite H : Z x 1 + Z telle 

que HI(Z x {O] U X x 1) soit la projection, et H(Z x Cl}) = X. 

Démonstration de 3.2.1 et 3.2.2. 

L1homotopie F : I ~ I X  ' gf prolonge g : Y + X en une rétraction 

' On définit une homotopie G 1  : Y x 1 + Z de l'inclusion j : Y Z 

à la composition Y % X t Z par les formules 

où q : X x 1 + Z est l'application canonique. 



2 La rétraction du carré I~ c R , 1 = 0 , 1 ,  sur trois de ses faces 

par projection centrale à partir du point (-1/2,1/2) détermine une rétrac- 

tion standard p : Z x I  - + Z  x {O) U Y x I  U Z x  Cl]. A l'aide de p on pro- 

longe G' : Y x 1 -, Z en une homotopie H1 : Z x 1 - Z de 1d 1 z = H 1  1 z x {O ] 
à ir = H'IZ x {l]. 

Malheureusement ~l(x,t) = x pour x E X C Z  n'est pas vérifié pour 

tout t E 1. Mais nous construisons une déformation standard 

de Hl à llhomotopie H demandée. 
+. 

On fixe K(z,~,o) = ~l(z,t) 

K(z,O,t') = x 

~(x,t,t') = Hl (x,(l-t1 

~(z,l,t') = H1(ir(z),l 

pour x € Z 

)t) pour x E x 
- t') 

K est donc défini sur A = Zx [ O )  x 1 U X x 1 x 1 U Z x (11 x 
O n  définit à partir de la rétraction du cube I~ clR3 sur 4 d 

1 U z x 1 x w  

e ses faces, 

obtenue par projection à partir du point de coordonnées (1,1/2,2), une 

rétraction explicite de Z x 1 x 1 sur A, ce qui permet de définir K sur 

Z x 1 x 1 tout entier. 



On laisse au lecteur le soin de vérifier que ~(z,t) = ~(z,t,l) vérifie 

les conditions de 3.2..2. 
cqf d 

Application : Soient 5 = (x,~,B) et 'il = (Y , q , ~ )  deux espaces avec pro- 

jection au-dessus de la même base B. Soit f : X -, Y une équivalence 

dlhomotopie fibrée. Notons Z = ~ ( f )  le cylindre de f et, pour b E B, 
- 1 - 1 

posons X = p (b), Yb = q (b), Zb = ~ ( f  lXb) ; Zb est canoniquement inclus b 

dans Z. L1homotopie naturelle-de Id jusqu'à la rétraction de Z sur Y in- l z 
duisant dans chaque fibre l'homotopie naturelle de Id 

1 zb 

jusqulà la rétraction de Z sur Y Y est un rétracte fort de déformation b b' 
de Z au-dessus de B. L'injection i : X + Z est une équivalence dlhomotopie 

fibrée. Il suit du lemme précédent, que pour tout b E B, X est un rétracte 
b 

fort de déformation de Z Mais à condition d'utiliser les constructions b ' 
canoniques décrites plus haut, les homotopies dans les fibres varient 

"continûment" en fonction du point b E B, ce qui montre qu'il existe une 

rétraction fibrée r : Z + X  et une homotopie fibrée H de Id jusqulà ir; 
b l z 
X est donc un rétracte fort de déformation de Z au-dessus de B, ainsi que 

l'était déjà Y. 

Revenons maintenant au problème du recollement de deux fibrations 

faibles. En utilisant des notations déjà introduites, nous avons, comme 

conséquence de ce qui vient d'être dit, le résultat suivant : 

Corollaire : p-l(O1) et p-l(02) sont HF-équivalents Aspectivement à 

El et E2, et possèdent par conséquent la propriété RH faible. 

Démonstration : D'après ce qui précède p;i(~) et p;l(~) sont des ré- 
- 1 

tractes forts de déformation de Z = p (A) au-dessus de A. La prqmi're 
v d i  

partie du corollaire en découle immédiatement. La seconde partie/du lemme 

d'invariance de la propriété RH f a u e  par une HF-équivalence   ch.^; 1.8). 

Conclusion : O1 et O2 étant des ouverts, le théorème de Dold (~h.vi3.2) 

nous dit que ( E , ~ , x )  est une fibration faible. Ceci achève l'étude préli- 
minai re . 



Plaçons-nous maintenant dans la situation qui nous intéresse, c'est- 

à-dire lorsque X est réunion de deux sous-complexes X et X2 d'intersec- 1 
tion A. Pour remplacer X1 et X par des ouverts O1 et O2 nous allons nous 

2 
servir du lemme suivant dont la démonstration est laissée en exercice : 

Lemme : Soit A un sous-espace fermé de X tel que l'inclusion de A dans : 
soit une cofibration ; il existe alors un voisinage U de A dans X, défor-  

mable sur A dans X relativement à A, c'est-à-dire une homotopie 

H : U x 1  -, X vérifiant pour tout x E U : H(X,O) = x, H(x, 1) E A, et 
~ ( a  ,t) = a pour tout a E A et tout t E 1. On appellera U upe <'pseudo- 

C 
auréole". 

Une indication de démonstration se trouve dans (spanier [ 8  ; exercice E 

p. 67] ) (")  

Application au problème du recollement : Soit 'A2 une "pseudo-auréole" de 

X1 n X2 dans XI, et U1 une f'pseudo-auréolelt de X1 fl Xg dans X2 

- .  
Par définition, on a une rétraction sl : U1 + X I  fl X2 (resp. s2 : ?(2+X1', 

qui, suivie de l'inclusion X1 0 X2 +X2, est homotope à llinclusion U1": 

(resp. U2 C xl), relativement à Xi n X2. Pour i = 1,2, soit ri : Xi U g;: 

l'application définie par l'identité sur Xi et par si sur U . Notons 
P i i 

Si = (El + X U U.) le fibré r r ( ~ ~  - x.). La restriction de Si à X n ' ~  
i 1 1 i 

autre que (Ei% X. ). Pour vérifier I f  axiome du recollement, il suffit 
1 

(*) On ne peut pas espérer une homotopie U x  I + U  relativement à A ,  C a r '  

n' existe pas en général de voisinage régulier d'un sous-CW-complexe 
dans un CW-complexe. 



donc de construire un recollement de g1 et de 5 ; d'après l'étude du 2 
cas préliminaire, un tel recollement est possi-ble si les restrictions 

I l l l t  et S 2 l U  sont HF-équivalentes, où U = (xlU LI1) n ( x ~ U  U2) = U1 U U2. 

A cet effet on remarque que U est une pseudo-auréole de U dans Xi U Ui ; 
i 

si on note r : U -XI fl X la rétraction obtenue par recollement de sl et 
2 

s on en déduit que Si l u  et r*(Ci 2 ' ) sont HF-équivalents. Mais on a, 
par hypo th6 se , 1 l"2 

Si lx1n x2 AF r2 lx, n x2 ' par conséquent g1 1 A~ % 1 U, 
ce qui permet d'effectuer 1e"recollement. Ceci achève la vérification de 

l'axiome du recollement. 

B - VERIFICATION DE L'AXIOME DU BOUQUET 

SoitX = V X un bouquet dans la catégorie k des CW-complexes 
j 

pointé et dedEJ applications continues respectant les points-base. Il 

s'agit de montrer que l'application canonique A : H(X) + TT H(X.) est 
j€J 

bijective. Puisque H est un h-foncteur, pour démontrer cette propriété, 

nous pouwns remplacer X par un Y convenable, ayant le même type d'ho- 
j 3 

motopie que X dans la catégorie e. Nous prendrons comme d'habitude pour 
j 

Y. le CW-complexe obtenu en attachant [O, 1 )  à X. par lTidentif ication de 
J J 

f 1 3  avec le point-base x de X et nous le pointerons par [O). Soit 
j j ' 

j 
: Y - X. la projection naturelle : en appliquant le lemme sur le recol- 

j J 
lement des homotopies (cf. AIII) à l'application p : (yj, [O)) - (xj, [ij 1, 

j 
on voit que p est une équivalence d'homotopie de paires, c'est-à-dire une 

j 
équivalence dlhomotopie pointée. (") Par conséquent, pour tout j E J, 

(*)La démonstration directe de ce fait est un exercice facile. 



1) h est sur.jective : Supposons donnée, pour tout j E J, une fibration 

faible réduite 5 = (Fj - E P~ X f : F -F0). Ecrivons Y comme réu- 
j j j' j j 

nion de deux sous-complexes (non pointés), B, = V[ [O, 11 ; j E J ] et 
I J 

B2 = U {xj ; j E J]. L'intersection BI n B est la réunion disjointe 
2 

des points [xj], j E J. Au-dessus de BI, considérons le fibré trivial 

E = B1 x F ; au-dessus de H nous avons la collection des fibrés 5 
F! O 2 9 j 
O 

qui définit un fibré, faible 'Q. Grâce aux équivalences dlhomotopie de ré- 

duction f nous avons une HF-équivalence de 7 
j ' lBlnBe dans 'F O I B ~ ~ B ~ '  

- - 
D'après la propriété de recollement il existe sur Y un fibré faible 5 tel 

< 
que5 = E ~  et 5 = 'Q ; sa fibre base étant F il est canoniquement 

1 BI O IB2 0 ' 
réduit. Enfin il est facile de voir que 5 =p. 5 en tant que flbré 

J j' 
réduit. cqfd 

2) A est injective : On considère deux fibrés faibles réduits sur X, 
5 =  ( F - E ~ X ,  f :  F - F ~ )  et 5 '  = (F' -E' JL1 X, fl : FI F ) .  O on 

suppose avoir pour tout j E J des HF-équivalences de fibrés réduits 

r 5 'j lxj + s r  ; en particulier f'q est homotope à f et par consé- 
j I F  

quent pour j, j' E J qj l F  - cpj, l F  Si, au lieu d'une homotopie, nous 

avions l'égalité 9 j IF' = qjl IF pour tous les couples ( j , j ) , on pourrait 
4 recoller les cp et obtenir un morphisme de fibrés réduits @ : 5 + S', q u i ,  

j 
d'après (AIII) serait u& %quivalence dlhomotopie P) : ( E , F )  -+ (El ,F1). 

Comme 9 re~pec~erait les projections p,pr, d'après la proposition (ch.V; 

2 . 3 ) ,  @ serait une HF-équivalence. Pour se ramener à cette situation, on 

utilise l'astuce déjà employée pour démontrer la surjecti~té de A ; on 

considère les fibrés p*5 et p*S1 au-dessus de Y, où p = V[pj ; j E J ]  : Y - X *  

Alors on construit, pour j EJ, 4 : p+kSly + p*S' de la façon suivante : 
j . 

J J 
au-dessus de X - j ,  4 j  - Tj ; au-dessus de [0,1], <I : F x [O,l] - F1 r [0,1; 

J 
a pour première composante une homotopie de q jo 1 F JUS~U' à l F ,  où jo est  

un indice choisi dans J. On a donc, pour j,jf E J, <IjlFa = d ~ ~ , l ~ ~  { O ! '  



Conclusion : Le foncteur H que nous avons défini plus haut est un 

h-foncteur représentable. L'espace classifiant, dont l'existence nous est 

assurée par application du théorème de Brown (~h.11; 2.4), peut aussi être 

construit directement par une méthode analogue à celle que Milnor a utilisé 

pour la classification des G-f ibrés principaux ( c f .  ~tashef f [93) ; malheu- 

reusement Stasheff ne démontre le résultat que si F est un CW-complexe 
O 

fini . 

3.3 Il g a assez de fibrés de Hurewicz 

Si dans la définition du foncteur H(X) = {classes d'équivalence de 

F -fibrés faibles réduits sur X ]  étudié ci-dessus, on remplace les fibrés 
O 

faibles par la sous-classe des fibrés de Hurewicz, alors on obtient un 

nouveau f oncteuq H' (x) . 

Affirmation : la transformation d'oubli H' + H est un isomorphisme de 

f oncteurs. 

Puisque la relation d'équivalence qui définit H et H' est la même, 

l'oubli w : H'(x) -, H(X) est injectif. Pour montrer que cu est surjectif 

il suffit de rappeler : 

Propesition : (serre) voir Spanier : [8, Theorem 9, p.991. 

Soit p : E + B une application continue d'espaces topologiques. 

Dans le diagramme commutatif 

où pl(e,~) = ~ ( 1 )  et où, pour e E E, s(e) = (e, chemin constant en e) 

p1 est une fibration de Hurewicz et s est une équivalence dlhomotopie. 

Si p est une fibration faible, 2.3 montre que s est de plus une 

équivalence d'homotopie fibréesur B . 



3.4 Cas où la fibre-type est la sphère S n-1 ; stabilisation : 
n-1 Lorsque Fo = S , le foncteur H est noté k 

~ ( n )  
et son classifiant 

est noté B ~ ( 4  ' 
Pour les fibrés faibles, l'opération de stabilisation se 

fait par suspension. Si F - E B est une fibration faible réduite, c'est- 
n-1 &-dire munie d'une équivalence d'homotopie f : F - S , on lui associe 

par suspension une fibration faible rdduite SF - BE 9 B, 
Sf : SF - SS n-1 = - sn. On pose 

Si bO est le point-base de B, il est clair que (Bp)-'(b ) = SF, et que 
O 

Sf est une équivalence dlhomotopie. 

Remarquons que si cp : E -, El est un morphisme d'espaces avec projection 

sur B, alors il existe un morphisme naturel 49 : SE GE1 dl espaces avec 

projection sur B. 

Lemme : Si F -, E B est une fibration faible sur une base B - 
CW-complexe, SF BE 9 B est une fibration faible. 

Démonstration : D'après le lemme (p. V.l5), tout point b de B possède 

une pseudo-auréole U, c'est-à-dire un voisinage U de b dans B, déformable 

sur b dans B relativement à b : l'inclusion de U dans B et l'application 

de U dans B dont l'image est b sont donc homotopes relativement à b ; il 

existe donc une équivalence dlhomotopie f ibrée p b *  pl(ll) - U x  pl(b)', e t  

par suite il existe une équivalence dlhomotopie fibrée 

Bqb : (gpy1 (U) + U x s(pl(b)), ce qui montre que (épl)(~) possède la 

propriété RH faible. Ceci étant valable pour tout b E B, on peut appliqu 

le théorème de Dold ( 3 . 2 ) ,  et donc (BE, èp, B)  a globalement la propriét 

RH-f aible . cqf d 

Remarque : Cette démonstration élégante n'est pas la meilleure. En 

utilisant l'équivalence entre la propriété RH forte et la de 

relèvement continu des chemins (voir Hur2, proposition 12.1, page 823) 



on peut démontrer le lemme analogue pour la propriété RH forte sans hypo- 

thèse sur B. Le lecteur pourra ensuite reformuler la propriété RH faible 

comme une propriété de relèvement continu des chemins qui restent cons- 

tants dans 1 'intervalle [0,1/2'] du paramètre, et démontrer le lemme lui- 

même sans hypothèse sur B. 

Conséquence : soit u le fibré universel sur B n ~ ( n )  ' 
En classifiant le 

fibré Bu on obtient une application f 
n ' n : B~(n) G(n+l)* 'B On appelle 

B le télescope du système (B G ~(n)? f n > n E N  (cf. Ch. IV, Définition 2.2). 
3.5 Relations avec B ~ ,  B ~ ~ ~ , B ~ ~  : 

Soit 'T& l'objet universel sur B  TOP(^) ' c'est-à-dlrè le microfibré 
topologique universel de dimension n. En choisissant un voisinage conve- 

nable de la séction nulle, on représente ?l par un Rn-fibré topologique 
I n 

avec section nulle sur B  TOP(^) ' unique isomorphisme topologique près 

(~ister [5]). On lui associe le (Rn- 0)-fibré obtenu en enlevant la 

section nulle : c'est un fibré de Hurewicz sur B  TOP(^^' muni d 'une équi- - 
valence d'homotopie canonique de sa fibre-base avec S . En effet, en 
tant que (Rn- O) fibré réduit, il est muni d'un isomorphisme de sa fibre- 

base avec (EXn- O) ; il suffit de composer cet isomorphisme avec la rétrac- 
n n -1 tion canonique de R -O sur S pour obtenir l'équivalence d'homotopie 

cherchée. En classifiant ce fibré de Hurewicz réduit, on obtient une 

a~fication ipn : BTOp(n)-BG(n) rendant évidemment commutatif à homoto- 
pie près le diagramme ci-dessous : 

Stabilisation suspension 

G(n+l) 

Il existe donc une application ip : BTOp-BG rendant pour tout n le dia- 

gramme ci-dessous commutatif à homotopie près : 



Rappelons qu'a priori, il peut très bien exister des applications fantômes 

de B~~~ dans BG. Par conséquent, nous ne savons pas a priori si q~ est 

unique à homotopie près. 

3.5.1 Somme de Whitney 

Nous voulons donner une définition telle que le foncteur d'oubli 

k~O~(*) - k~(*) respecte la somme de Whitney. En particulier, la stabili- 
sation k  TOP(^) - k~~~ (n+1 ) étant l'addition du fibré trivial de fibre 

Et1 , il faut que la stabilisation k ~ ( n )  - k~(n+l ) soit la somme de Whitney 
avec le fibré trivial de fibre sO. La définition générale est donc la 
suivante : soient, pour i y 1,2, la fibration faible Si : Fi'E &X 

1 

avec la réduction f : F -*sni-l ; on construit l'espace avec projection i 
P 

i nl +ns -1 
: F k E d X  avec la réduction f : F,S comme suit : 

E = ((x1,x2) E El * E2 1 pl(xt) = p2(x2)] où * désigne 1 'opération de 

"joint' ; P(x1,~2) = p1(x2) - P (X ) ; F = F1 * F2 et 
2 z 

nl-1 n -1 , 
9 = fl*f2 : %*F + S * S 2 2 . 
Exercice : a) Montrer que hl @ h2 ainsi défini est un fibré réduit en 

n +n -1 
sphères S jouissant de la propriété RH-faible. 

b) La somme de Whitney induit des transformations de foncteurs 

c) Construire une loi de H-espace m : BG BG-BG qui repré- 

sente @ : kGx kG+kG sur les complexes finis. 

i 
La suite Bo 

j 'P 
+BpL*BTOp*BG, où i, j ont été définis au chapitre IV, 

représente la suite de foncteurs dits d'oubli 

sur les complexes finis (cf. Ch. IV proposition 2.5). 

On sait que ni (BG) = lim nk+i - (S ) % T i  (vbir Husemoller k 

'k 
[5 ;p.210-2131). Puisque chaque Tf i est fini (serre [il), [x,BG] est f i n i  



pour tout complexe fini (cf. Ch. IV, 1.4). On en déduit : 

3.5.2 Affirmation : nous avons bien défini à homotopie près les applications 

Bo + BG et BpL - BG. 
Démonstration : BA, A = O ou PL est un complexe dénombrable et s'exprime 

comme réunion de sous-complexes finis XICXZt ... C B A  Pour chaque X fini 

dans BA, l'application 8 : BA 4 BG est bien définie sur X à homotopie 

prP: puisque 8 représente l'oubli k A - kG sur les complexes finis. Il 
suffit donc de montrer que la surjection naturelle 

8, : [B ,B ] + lim [X ,B ] est une bijection. Or la loi de H-espace A G +- m G 
BG L BG - B construite dans l'exercice précédent induit une loi de 

G 
monof de , possédant des inverses (ch. IV, lemme 3.5.2), sur 

[ Y , B  ] pour tout Cw-complexe Y. De plus 8,, est un homomorphisme des lois G 
de monoi'de. Il sutfit donc Be vérifier que %;'(O) = 0. 

Mais gi1(0) =,lim rSXn, BG], ensemble qui est réduit à un élément parce 
n 

que toute suite. de groupes finis et de Mittag-Leff ler (cf. Ch. III). 

c.q.f.d. 

3.5.3 Exercice : Montrer par la même méthode que la loi de H-espace sur 

BG, construite dans l'exercice 3.5.1 est définie de façon unique par la 

condition qu'elle représente €3 : kG X kG - k G sur les complexes finis 
et doac qu'elle est à homotopie près, bien définie, associative et 

commutative. 
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