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Einfiihrung

Eigentlich sollte ich versuchen, Thnen zu erzdhlen, was das ist: Topologie. Es ist aber
schwierig, in wenigen Worten zu skizzieren, was unter diesem Namen subsumiert in
vielen Biichern steht. Ich will daher zunéichst einige Aspekte nennen, die in dieser Vor-
lesung eine Rolle spielen werden. Als eine Art Einstieg werde ich danach einige spezielle
Dinge ausfiihrlicher diskutieren.

Sprache. Es gibt ziemlich viele Vokabeln der Topologie. Bei einigen von diesen ist es
auch in anderen Gebieten der Mathematik wichtig, dal man sie beherrscht:
Topologischer Raum; stetige Abbildung; Zusammenhang; kompakt; . ..

Grundlagen der Analysis. Ziemlich viele Sitze der Analysis lassen sich in der Sprache
der Topologie formulieren (und verallgemeinern). Es wére ein Irrtum, zu glauben, daf die
Sétze dadurch unbedingt besser werden. Man versteht sie aber wohl ein kleines bifichen
besser auf diese Art, und vor allem lassen sie sich leichter merken.

Zum Beispiel gibt es folgenden Sachverhalt, den wir spéter noch eingehend diskutieren
werden: Wenn X ein kompakter Raum ist (denken Sie an eine kompakte Teilmenge
eines euklidischen Raumes) und wenn

f:X — (irgendwohin)

eine stetige Abbildung ist, dann ist auch Bild (f) = f(X) kompakt. Man kann dies
auffassen als eine Verallgemeinerung des Maximumprinzips. Denn im Spezialfall einer
reellen Funktion, d.h. einer Abbildung f: X — R, hat die Kompaktheit von Bild (f) C
R als unmittelbare Konsequenz, daf3 die Funktion ein Maximum besitzt.

Gestalt—Erkennung. Zunichst eine Vokabel: Wenn X C R® und Y C R", dann
wollen wir sagen, dal X und Y topologisch dquivalent sind, wenn es stetige Abbil-

dungen
f:X—Y und g¢g:Y —X

gibt, die zueinander invers sind, d.h. esist fog=idy wund go f=1idx.

BEISPIELE. 1. Das Quadrat und der Kreis (genauer gesagt, die beiden Kurven in der
Ebene, die durch diese Worte beschrieben sind) sind zueinander topologisch dquivalent.
— Um das einzusehen, stellen wir uns vor, dafl die beiden konzentrisch zueinander ange-
ordnet sind und dafl wir selbst in der Mitte stehen. Wenn wir nun in irgendeine Richtung
schauen, so sehen wir sowohl vom Quadrat als auch vom Kreis genau einen Punkt. Dies
liefert die behauptete ein—eindeutige Zuordnung. Es ist klar (oder?) dafl diese Zuordnung
auch in beiden Richtungen stetig ist.

2. Das offene Intervall (—1,+41) und die Gerade R sind zueinander topologisch dqui-
valent; z.B. vermoge der beiden Abbildungen

f:R— (=1,41) g:(-1,+1) —R

x Yy —

— -
V1+z2 1—y2



Diese Beispiele illustrieren, was auch allgemeiner gilt. Namlich in der Regel ist eine
Behauptung der Art “X und Y sind topologisch dquivalent” nicht besonders aufre-
gend. Der Grund liegt im Prinzip des menschlichen Erfindungsreichtums. Wenn man
namlich mit solch einer Behauptung konfrontiert wird, dauert es meist nicht sehr lange,
bis man selbst in der Lage ist, sich eine solche Aquivalenz auszudenken (vorausgesetzt
natiirlich, dafl die Behauptung iiberhaupt richtig war). Selbstverstéindlich gibt es auch
hier Ausnahmen, darunter ganz spektakulére.

Ganz anders liegt es mit Behauptungen der Art, daf zwei vorgegebene Rdume X und
Y nicht topologisch dquivalent seien. Hier langt es nicht, irgendwelche Abbildungen zu
erfinden, denn die Behauptung ist ja gerade, dafl es Abbildungen mit bestimmten Eigen-
schaften gar nicht gibt. Es geht auch nicht, dafl man etwa die vorhandenen Abbildungen
durchmustert um nachzuschauen, ob vielleicht topologische Aquivalenzen darunter sind
— i.a gibt es einfach viel zu viele Moglichkeiten, die da zu inspizieren wéren. Es
bleibt einem in dieser Situation kaum eine andere Wahl: Wohl oder iibel wird man
sich einen Grund ausdenken miissen, warum eine topologische Aquivalenz gar nicht
existieren kann. Oft ist das sehr schwierig.

BEISPIELE. 1. Die 2-dimensionale Sphére ( = Kugeloberfliche) und der 2-dimensionale
Torus ( = (Auto-)Reifenoberfliche) sind offensichtlich (!!) nicht topologisch dquivalent.
Dies zu beweisen erfordert aber einigen Aufwand.

2. R? und R® (die euklidischen R&ume der Dimensionen 2 und 3) sind offen-
sichtlich (!!) nicht topologisch dquivalent, allgemeiner: R™ und R™ sind nicht topo-
logisch dquivalent, wenn m # n ; dies ist der sogenannte Satz von der topologischen
Invarianz der Dimension.

Letzterer Satz wurde erstmals ca. 1910 bewiesen (oder ca. 1930 — je nachdem wie
genau man es nimmt mit der Stichhaltigkeit der verwendeten Argumente). Vor 1910
jedenfalls war der Satz ein beriithmtes Problem, das als sehr beunruhigend empfunden
wurde.

Erst gegen Ende des 19. Jahrhunderts wurde das Problem als solches iiberhaupt erkannt.
Das steht im Zusammenhang mit einer bemerkenswerten Entdeckung des Mathema-
tikers Peano; das von diesem entdeckte Phénomen wird heutzutage iiblicherweise auch
als die Peano—Kurve bezeichnet.

SATz. Fiir jedes n existiert eine surjektive (!) stetige Abbildung R! — R™ .

Ich mo6chte zunéchst noch einmal auf diese beiden Aspekte des Satzes von der topolo-
gischen Invarianz der Dimension eingehen. Einmal ist der Satz “offensichtlich richtig”
in dem Sinne, dafl er uns nach dem, was wir {iber die Realitéit wissen (oder zu wissen
glauben) beinahe als eine grundlegende Tatsache unserer Erkenntnis erscheint, zumin-
dest fiir m,n < 3. Zum andern ist der Satz sehr schwer zu beweisen.

Diese beiden Tatsachen stehen nicht im Widerspruch zueinander. Man mufl sich hier
folgendes klarmachen.

Zu einem mathematischen Satz gehort ein mathematischer Sachverhalt; im vorliegen-
den Fall ein mathematisches Modell fiir den Begriff Raum. (Das Modell besteht darin,



dafl postuliert wird, gewisse Aspekte des m—dimensionalen Raumes (im Sinne unserer
Anschauung) seien sehr gut beschreibbar durch den “Raum” der m—Tupel reeller Zahlen).

Sich auf diese Weise ein Modell zu verschaffen, bedeutet eine Art “hdheres Raten”. Nun
ist es aber gar nicht ausgemacht, dafl man sogleich richtig geraten hat (oder daf dies
iiberhaupt moglich ist). Wenn man wissen will, ob das Modell addquat ist, so mufl man
es studieren. Dazu gehort der Nachweis, dal das Modell die Sachen auch liefert, die es
gefilligst zu liefern hat. Im vorliegenden Fall bedeutet dies, dafl wir verpflichtet sind,
die Giiltigkeit des Satzes von der topologischen Invarianz der Dimension innerhalb des
gewdhlten Modells nachzuweisen; mit anderen Worten, den Satz zu beweisen in der Ihnen
bekannten Form — und dabei hilft uns die Anschauung mdoglicherweise nur wenig,.

Zuriick nun zur Peano—Kurve. Ich fiihre die Konstruktion zunéchst durch fiir die folgende
Variante. Dazu bezeichne [0,1] = {x € R | 0 < 2 < 1} das Einheitsintervall; und
[0,1] x [0,1] das Einheitsquadrat.

SATZ. Es gibt eine surjektive stetige Abbildung [0,1] — [0,1] x [0, 1] .

BEWEIS. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

Wir definieren eine Menge C C [0, 1], die sogenannte Cantor-Menge (sie ist benannt
nach ihrem Entdecker, dem Mathematiker CANTOR) und {iberzeugen uns sodann von
der Giiltigkeit der folgenden drei Aussagen

(a) es gibt eine surjektive stetige Abbildung C — C x C,
(b) es gibt eine surjektive stetige Abbildung C — [0,1] ,

(c) jede stetige Abbildung C — [0,1] x [0,1] I&Bt sich fortsetzen zu einer stetigen
Abbildung, die auf dem ganzen Intervall [0,1] definiert ist.

Sobald wir diese Dinge gezeigt haben, werden wir fertig sein. Denn mit Hilfe von (a)
und (b) koénnen wir eine surjektive stetige Abbildung erhalten

fro s oxo Y 0,1%]0,1].

Wegen (c) konnen wir die Abbildung f zu einer stetigen Abbildung auf ganz [0, 1]
erweitern. Die resultierende stetige Abbildung [0, 1] — [0, 1] x [0, 1] ist nun automa-
tisch surjektiv. Der Grund ist hochst kurios. Namlich die konstruierte Abbildung hat als
Einschrinkung auf C' ja gerade die oben f genannte Abbildung, und die war schon
surjektiv.

Nun zur Cantor—-Menge! Man kann sie sich vorstellen, wenn auch vielleicht nicht beson-
ders gut. Sie entsteht aus dem Intervall [0,1] indem man aus diesem das offene mittlere
Drittel wegléBt; aus den entstehenden beiden Intervallen [0,1/3] und [2/3,1] wieder
jeweils das mittlere Drittel; und so fort, ad infinitum.

Die Konstruktion 148t sich priagnant beschreiben mit Hilfe der triadischen Entwicklung
der reellen Zahlen (d.h. dem Analogon der Dezimalbruch-Entwicklung, wo eben die 10
durch die 3 ersetzt ist). Jede Zahl aus [0,1] hat eine Darstellung der Art

o0

Qa;
mzzg,mHMﬂ,

i=1



wo, wie auch sonst, die vorkommende unendliche Summe aufzufassen ist als der Limes
der entsprechenden Partialsummen,
n
. a;
lim —
n— oo 3
i=1
Wie man es von der Dezimal-Entwicklung kennt, so ist auch die triadische Darstellung
nicht in allen Fillen eindeutig. Wir schauen genauer hin. Seien also

zwel Ausdriicke, die moglicherweise dieselbe reelle Zahl darstellen, von denen wir aber
annehmen wollen, daf} sie verschieden sind. Bezeichne m die erste Stelle, wo die beiden
sich unterscheiden. Es ist m > 1 und wir haben

a; =b; fir i<m—1, aber a, # bn

und 0.B.d.A. a,, < b, . Die Differenz y — x koénnen wir nun schreiben als

b am = a b
<3m‘3m> - <ZZ 3~ 2 3>

i=m-—+1 i=m+1
Wegen
= a = b =2 2 1 1
ary - ury < by - 0 = 1 - DY = -
,Z 3 AZ 3 = AZ 3 3m+1<+3+ ) 3m
i=m+1 1=m-+1 1=m-+1

ist der Subtrahend < 3%,1 , und fiir das Gleichheitszeichen ist es notwendig, dafl alle a;
gleich 2 und alle b; gleich 0 sind. Abgezogen andererseits wird von (b, — @) ﬁ ,
wo der Faktor (b,, —a,,) entweder gleich 1 oder gleich 2 ist. Damit y —z = 0

gelten kann, miissen wir also haben

Um+1 = Am42 =" =

bm+1 :bm+2 =

und b,, = a,, + 1 . Letzteres bedeutet iibrigens, dafl eines von a,, und b,, gleich 1
sein muf} (da ja nur die Werte 0,1,2 in Frage kommen).

Unsere Uberlegung gestattet noch die folgende SchluBfolgerung, die wir weiter unten
verwenden werden: Wenn m die erste Stelle ist, an der die Ausdriicke fiir x und y
sich unterscheiden und wenn (in der obigen Notation) b, = 2, a, = 0, dann ist

notwendigerweise |y — x| > I



Die Cantor—-Menge C' sei jetzt definiert als

C := {mE[O,l]

oder, was auf dasselbe hinauslduft: C' besteht aus all denjenigen reellen Zahlen aus
[0,1] , die eine triadische Entwicklung haben, in der die Ziffer 1 nicht vorkommt.

Es ist zum Beispiel 3 € C',daja 3 = >0y 2

3 i—o 3 - Andererseits zeigt die vorstehende

Diskussion, dafl jeder Punkt der Cantor—-Menge eine eindeutige triadische Darstellung

hat, in der die Ziffer 1 nicht vorkommt. Wie wir gesehen haben, gilt auch dies: Wenn

zwei solche Ausdriicke sich an der m—ten Stelle unterscheiden, dann ist ihre Differenz,
1

dem Betrage nach, mindestens 5 .

Wir kommen jetzt zum Beweis der obigen drei Aussagen (a), (b), (c) .

zu (a) Die Abbildung ¢ — C x C', z — (2/,2"), ist ein mathematisches Modell
vom Reifiverschluf}; sie ist gegeben durch

(af17a27a37"') — ( ((11,&3,&5,.--) ) (CLQ,CZ4,CL6,.--) )

a
wobei x = ) 3—2 die triadische Entwicklung von x bezeichnet (ohne Einsen, also
auch eindeutig bestimmt).

i bi . 1
1. die Abbildung ist stetig — denn seien x = % und y=>" 3 mit |z —y| < 3o -
Dann unterscheiden sich (aj,...) und (by,...) nicht vor dem Index 2n+1 und somit
(ay,a3,...) und (by,bs,...) nicht vor dem Index n + 1 ; folglich ist

2 2 1

g 3n+1 + 3n+2 + . = 37

2" — /|

Die zweite Komponente behandelt man &hnlich.

2. die Abbildung ist surjektiv — denn zu z’,2” € C erhidlt man durch “Mischen”
der dazugehorigen Folgen ein Urbild. (Tatséchlich ist die angegebene Abbildung sogar
bijektiv und in beiden Richtungen stetig; wir brauchen das aber nicht.)

zu (b) Die Abbildung C — [0,1] wird so definiert. Zunéchst identifieren wir den
Punkt > % mit der dazugehérigen Folge (aq,as,as,...) (hier benutzen wir die

Eindeutigkeit der Darstellung von Punkten der Cantor-Menge). Die erhaltene Folge ist
nun eine 0 — 2— Folge in dem Sinne, daf} jedes der Folgenglieder entweder eine 0 oder
eine 2 ist. Aus der 0 — 2—Folge machen wir eine 0 — 1—Folge auf die einfachst-
mogliche Weise. Wir dividieren nédmlich jedes der Folgenglieder durch 2 . Wir erhalten
so die 0— 1—Folge (a1/2,a2/2,a3/2,...) . Aus dieser 0 — 1—Folge schlieBlich ver-
schaffen wir uns wieder eine reelle Zahl. Namlich wir nehmen die dazugehorige duadische
Darstellung. Kurz gesagt, die Abbildung ist gegeben durch

i i/2
% H Zazé




1
1. die Abbildung ist stetig — denn wenn |z — y| < 3n so unterscheiden sich die
dazugehorigen Folgen nicht vor dem Index n + 1 ; folglich

1 1

1
< 2n+l+w+”' ~ on

| Bild(z) — Bild(y) |

2. die Abbildung ist surjektiv — denn jede reelle Zahl besitzt eine Darstellung im
duadischen System.

zu (¢) Um die verlangte Erweiterung der Abbildung zu definieren, gehen wir die Kom-
ponenten des Komplements von C' einzeln durch. Das Komplement von C' enthélt:

1 2 i . .
° <3, 3) , das offene Intervall, das aus den = = )_ % besteht mit a; = 1. Die
Endpunkte % bzw. % gehoren beide zu C' (wegen % = 3%+3%+ -++) . Wir erweitern
f auf dieses Intervall, indem wir f dort als lineare Funktion definieren,

(o G9) = 1) () (). e

Die Definition ist sinnvoll, weil f auf den Randpunkten schon vorher definiert war (die
Randpunkte gehoren ja zu C', wie eben angemerkt wurde).

327 32 3 3273 32
aus denjenigen Zahlen bestehen, wo die zweite Ziffer in der triadischen Entwicklung eine
1 ist, die erste Ziffer aber nicht; wie oben gehoéren die Randpunkte wieder zu C', so
dal wir f wieder linear erweitern kénnen. Und schlieBlich, allgemein (fiir jedes n ),

1 2 2 1 2 2
° (0 +—=, 0+ ) und -+ =, -+ ) , die beiden offenen Intervalle, die

i 1 i 2 . .
° Z?:l % + FrE 2?21 % + 37T ) die 2™ offenen Intervalle, wo jedes der

a; entweder 0 oder 2 ist. Auch auf diesen Intervallen wird f wieder linear erweitert.

Mit der Konstruktion erhalten wir insgesamt eine Erweiterung von f auf ganz [0,1] ;
etwas miflbrduchlich wollen wir die erweiterte Abbildung ebenfalls mit f bezeichnen.
Wir miissen noch nachweisen, dafl die konstruierte Abbildung stetig ist. Dazu unter-
suchen wir die lokale Stetigkeit in einem Punkt z . Wir unterscheiden Félle.

1. FaLL. z ¢ C

Der Fall bedeutet, daf3 = in einem der Intervalle liegt, in denen f als lineare Funktion
definiert worden ist; und zwar liegt x im Innern des fraglichen Intervalls. Die Stetigkeit
ist klar in diesem Fall.

2. FaLL. z € C

Wir benutzen folgende Bemerkung. Wenn f bei x nicht stetig ist, dann gibt es eine
gegen x konvergente Folge, deren Bildfolge nicht (oder zumindest nicht gegen f(z) )
konvergiert. Um zu zeigen, dal das hier nicht vorkommen kann, betrachten wir eine
Folge (z,) in [0,1] mit lim z, =x .

Als Hilfsmittel bestimmen wir zunéchst zu der gegebenen Folge (x,) eine andere Folge,
deren sdmtliche Folgenglieder in C' liegen. Dazu wird jedes x,, € C ersetzt durch einen

6



der beiden Randpunkte z/, des Intervalls, in dem =z, liegt; und zwar wird der Rand-
punkt z! so bestimmt, daf fir den anderen Randpunkt =z gilt |f(x),)— f(z)| >
|f (x)) — f(x)| . Die Abbildung f ist auf dem Intervall eine lineare Abbildung, wir
haben also als Konsequenz, dai |f (z,,) — f(z)] < |f(«])— f(z)| (oder?). Es wird
somit geniigen zu zeigen, dafl die Folge (f(z])) gegen f(z) konvergiert. Fiir eine

weitere Fallunterscheidung nehmen wir zunichst nun an, daf3 die vorgegebene Folge
noch die folgende Bedingung erfiillt:

(%) In jedem der Intervalle des Komplements von C' liegen nur endlich viele der z,, .

Wenn die Bedingung (*) erfiillt ist, konnen wir sicher sein, dal mit der Folge ()
auch die Folge (z/,) gegen x konvergiert. Denn wenn man aus unseren fraglichen
Intervallen eine Folge bildet, in der jedes Intervall nur endlich oft vorkommt, so geht
die zugehorige Folge der Langen gegen null; also geht auch die Folge der Differenzen
(x), — x,) gegen null.

Nun ist aber () eine Folgein C', sie konvergiert gegen = (wegen unserer Annahme),

und die Funktion f ist auf C stetig. Es folgt, dafi lim f (z},) = f(z) .

Schliefllich miissen wir noch den Fall betrachten, wo die Bedingung (x) nicht erfiillt ist;
das heifit, dal es ein Intervall I des Komplements von C gibt, in dem unendlich viele
der Folgenglieder liegen. Es folgt sofort, dafl x ein (Rand—)Punkt von I sein muf. Da
die Funktion f auf I linear ist, konnen wir die Folgenglieder in I ignorieren. Die
Teilfolge der restlichen Folgenglieder ist nun entweder endlich (in dem Fall ist nichts
mehr zu beweisen) oder unendlich. In jedem Fall erfiillt sie die Bedingung (*) . Denn
es gibt keine zwei unter den fraglichen Intervallen, die einen Randpunkt gemeinsam
hétten. Wir haben uns somit auf den Spezialfall zuriickgezogen. O

Was Peano—Kurven allgemein angeht, sei hier nur folgendes angemerkt:
1. Um eine stetige surjektive Abbildung R! — R! x R! zu konstruieren geht man

ganz genauso vor, nur dal man beginnt mit reellen Zahlen der Form

a a
G 3"+ A 37T b ag G g

2.Ist f:R! — R! x R! stetige und surjektive Abbildung, so erhilt man eine stetige
surjektive Abbildung R!' — R! x (Rl X Rl) als Komposition der Abbildungen

R' L R xRN 2D R (R X RY)

Durch Induktion erhélt man hieraus fiir jedes n eine stetige und surjektive Abbildung
R! — R" .

Ich habe schon betont, dal der Satz von der topologischen Invarianz der Dimension
schwierig zu beweisen ist, aber in einem speziellen Fall ist er doch relativ einfach, und
diesen Fall will ich hier behandeln.

SATz. Fiir kein m > 1 ist es richtig, da8 R' und R™ topologisch dquivalent sind.



Der Beweis ist dadurch &uflerst interessant, dafl er eine fiir die Topologie typische
Schlufiweise illustriert. Die grundlegende Idee besteht darin, dafl man einem Raum
gewisse “diskrete Strukturen” zuordnen kann mit den folgenden beiden Eigenschaften:

1. Die zugeordnete Struktur ist “topologisch invariant”; das heifit, wenn X und Y
topologisch dquivalent sind, dann sind auch die zugeordneten Strukturen #quivalent.
(In unserem speziellen Fall wird die zugeordnete Struktur eine diskrete Menge sein, und
dquivalent wird in dem Fall heifien gleiche Anzahl von Elementen).

2. Die zugeordnete Struktur ist “berechenbar”. (In unserem Fall wird die Menge endlich
sein und wir kénnen die Anzahl ihrer Elemente einfach abzéihlen).

Die hier interessierende Struktur ist die Menge der Weg—Zusammenhangs—Klassen; die
Konstruktion geht so: Sei X ein Raum. Zwei Punkte xz,y € X heiflen wege—-dqui-
valent, wenn es einen Weg in X gibt, der sie verbindet; das ist, nach Definition, eine
stetige Abbildung

w: [0,1] — X
mit w(0) =z und w(l)=y.
Die Wege-Aquivalenz ist eine Aquivalenz-Relation; die Nachpriifung erfordert keinen
Tiefsinn:

Symmetrie: Ist w: [0,1] — X stetige Abbildung mit w(0) =2 und w(l) =y, so
ist auch w’ : [0,1] — X , die Komposition der stetigen Abbildungen

[0,1] — [0,1] — X
t—1—t— w(l—1t)

wieder stetig, und es gilt w’(0) = w(1) =y und w'(1) = w(0

N~—
I
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Transitivitdt: Seien v,w : [0,1] — X Wege mit v(0) =z, v(1) =w(0) =y, w(l) =
z . Dann gibt es auch einen Weg von =z zu =z,
(t { v(2t) wenn 0<t< %
u(t) :==
w(2t—1) wenn 1 <t<1

DEFINITION. mgX , die Menge der Weg—Zusammenhangs—Klassen, ist die Menge der
Aquivalenzklassen von Punkten von X unter der angegebenen Aquivalenzrelation.

BEISPIELE. 1. mR"™ hat nur ein Element — denn zu x,y € R"™ gibt es den Weg
t—x+t(y—=x), te]0,1], der die beiden verbindet.

2. mo (Rl — O) hat zwei Elemente — zunéchst gibt es héchstens zwei Elemente. Denn
je zwel positive reelle Zahlen sind wege—#iquivalent: ¢ +— x + ¢ (y — x) ist fiir positive
z und y ein Weg in den positiven reellen Zahlen. Ebenso sind je zwei negative Zahlen
wege—dquivalent. Andererseits gibt es aber auch mindestens zwei Elemente, denn ein
Weg zwischen einer positiven und einer negativen Zahl trifft notwendigerweise die 0 ;
dies sagt der Zwischenwertsatz aus der Analysis.



3. mo (R™—0) hat nur ein Element fiir n > 2 — denn seien z,y € R” — 0. Im
Falle, wo die Strecke z+t(y—xz), t € [0,1], den Punkt O nicht trifft, sind x und y
wege—dquivalent in R™"—0 vermoge dieser Strecke. Wenn andererseits 0 auf der Strecke
x+t(y—x) liegt, so wihlen wir irgendeinen Punkt a , der nicht auf der Geraden durch
x und y liegt (das geht wegen n >2); x und y sind dann jeweils wege—&quivalent
zu a in R™—0 (der vorige Fall ist anwendbar) und somit auch untereinander.

SATz. Fiir n>2 sind R' und R"™ nicht topologisch dquivalent.

Entgegen der Behauptung nehmen wir an, sie wiren es doch. Wir nehmen also an, dafj es
zueinander inverse stetige Abbildungen

f:R' —R" und ¢g: R" — R!

gibt, und wir wollen diese Annahme zum Widerspruch fithren. Der Bequemlichkeit hal-
ber wollen wir hier zusétzlich auch noch annehmen, da f(0) = 0. Diese zusitzliche
Annahme ist keine Einschrinkung der Allgemeinheit. Denn sei etwa f(0) = z . Nun gibt
es zweifellos eine bijektive und in beiden Richtungen stetige Abbildung h: R® — R"
mit h(z) =0 ;z.B. die Abbildung « +— z—z . Wir brauchen also nur die Abbildung f
zu ersetzen durch die zusammengesetzte Abbildung ho f und entsprechend die Abbil-
dung g durch goh™!',wo h~! die Umkehrabbildung von h bezeichnet. Wir nehmen
also jetzt an, f(0)=0.

Der Trick ist nun, die beiden folgenden eingeschrinkten Abbildungen zu betrachten
ff: R'—=0 — R"—0 und ¢ : R"—0 — R'—0 .

l?a diese Abbildungen ebenfalls zueinander invers sind, liefern sie eine topologische
Aquivalenz zwischen R! —0 und R" — 0.

Das kann aber nicht sein — denn betrachte f’(+1) und f/(—1): diese sind in R" —0
durch einen Weg verbindbar ( 7o (R™ — 0) hat nach Beispiel 3 nur ein Element ) . Aus
unserer omindsen topologischen Aquivalenz schlieBen wir, da dann auch +1 und —1
in R!'—0 durch einen Weg verbindbar sind. Andererseits wissen wir aber auch, dafl dem
nicht so ist (Beispiel 2). Wir haben einen Widerspruch erhalten. U

BEMERKUNG. Der Punkt bei der obigen Schlufiweise ist der: Wenn die stetige Abbildung
w: [0,1] — R™ —0 einen Weg in R" —0 von f'(+1) zu f’(—1) gibt, so gibt die
zusammengesetzte Abbildung w’ = ¢’ ow einen Weg in R! — 0 von

+1 = g (f(+1) zu -1 = ¢(f'(-1))

— was ja nicht sein kann.

Die Konstruktion X —— my X ist ein einfaches Beispiel einer sogenannten topologischen
Invariante. Das Beispiel ist geeignet, um einige formale Aspekte herausstellen, die man
sich gut merken kann, und die — mehr oder weniger — den Begriff der topologischen
Invariante ausmachen:



a. Zu jedem Raum gehért ein “Ding” — im vorliegenden Fall ist dem Raum X die
Menge my X zugeordnet.

b. Zu jeder stetigen Abbildung von Rdumen gehért eine Abbildung der zugeordneten
Dinge — im vorliegenden Fall ist der Abbildung f: X — Y eine Abbildung (von
Mengen) 7o f zugeordnet,

mof: mpX —mY .

Wenn [z] die Wege-AquivalenzKlasse von 2 bezeichnet, so ist diese Abbildung
definiert durch

[z] — [f(2)] ;
wobei wir noch nachzupriifen miissen, daf} letztere Zuordnung wohl-definiert ist,
[z] = [yl = [f@)] = [f)] .

Nun bedeutet aber “[z] = [y] 7, es gibt einen Weg von x zu y, d.h. eine stetige
Abbildung
w: [0,1] — X mit w0)=2z, wl)=y .

Dann ist die Abbildung w’ = f o w , die Komposition der stetigen Abbildungen

0,1 = x L v,

ein Weg mit

c. Die Zuordnung f —— mgf respektiert Komposition von Abbildungen: wenn
f: X—Y, 6 ¢g:Y—Z

stetige Abbildungen sind, dann ist mo(go f) = mpg o mp f . Klar, denn

7o (g o T = of)(x)] =

wgo Rl o= 5o H@)]

[g (f(.iU))] Def. vfn 0 g Tog ( [f(x)] ) Def. V?n 7o f

mog(mo f([z])) = mogomof([z]) .
d. Die identische Abbildung auf X induziert die identische Abbildung auf my X ,

) idX = idﬂ—oX .

Fiir den Sachverhalt, der durch die Eigenschaften a. — d. ausgedriickt ist, sagt man
auch, daf} die Zuordnung

Xr—mX, ([ X—Y)— (ngf: mX —mY)
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funktoriell ist, oder auch, daf} sie “ein Funktor” ist.
Die Eigenschaften a. —d. implizieren formal eine weitere, ndmlich
X und Y topologisch dquivalent — w9 X und myY sind isomorphe Mengen.

Denn seien f: X — Y und ¢g:Y — X stetige Abbildungen mit fo g =idy und
go f=idx . Dann gilt:

= = d = 'dﬂ_
mo fomoyg = mo(fog) & mo idy o idr,y

und ebenso auch mygomy f = idr, x . Das heilt, 7o f und myg sind zueinander
inverse Abbildungen zwischen 79X und mY .

Letzteres mag man ansehen als eine formalisierte Version (und Verallgemeinerung) un-
serer fritheren Uberlegung, da R' —0 und R" —0 fiir n > 2 nicht topologisch fqui-
valent sind: Die beiden Réume kénnen nicht topologisch dquivalent sein, da (Rl — O)
und 7o (R™ — 0) nicht isomorphe Mengen sind.

Wir wollen jetzt noch kurz eine topologische Invariante erfinden, mit der wir R? von
R? unterscheiden kénnen (sofern wir nur bereit sind, gewisse Dinge plausibler Art als
Tatsachen zu akzeptieren). Mit demselben Trick wie vorher ziehen wir uns zunéchst auf
die Behauptung zuriick, da R? —0 und R® —0 nicht topologisch Aquivalent sind.

Wir lassen uns von der Idee leiten, daB die Lécher in R? —0 und R? — 0 von
verschiedenem Typ sein sollten. Um den Unterschied dingfest zu machen, untersuchen
wir, ob etwa eine Schlinge um das Loch herum zusammengezogen werden kann ohne
das Loch zu treffen. Unsere Vermutung ist, dafl das im zweiten Falle geht, im ersten
aber nicht.

Es bezeichne S' die 1-dimensionale Sphire (= Kreislinie)
St = {xERz | Hx||:1} .
Wenn X ein Raum ist, dann bezeichne

{S1 ) X} = Menge der stetigen Abbildungen S' — X .
( = “Menge der Schlingen in X”) .

Dies ist eine sehr grofie (und sehr uniibersichtliche) Menge, an der wir nicht so sehr
unmittelbar interessiert sind. Vielmehr interessieren wir uns fiir eine bestimmte Aqui-
valenzrelation auf der Menge der Schlingen, und was wir letztlich betrachten werden, ist
die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich dieser Aquivalenzrelation. Die Aquivalenz-
relation wird als Deformations-Aquivalenz (oder Homotopie) bezeichnet; die Aquivalenz-
klassen heilen Deformationsklassen (oder Homotopieklassen). In der vorliegenden Situ-
ation wird die Menge der Homotopieklassen von Abbildungen S! — X mit [S X ]
bezeichnet.
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Nun zur Definition der Aquivalenzrelation. Wir wollen sagen, daB zwei Abbildungen
fo,fi :+ S' — X deformations—équivalent sind (oder “homotop” — diese Worte
bedeuten dasselbe), wenn es eine stetige Familie von stetigen Abbildungen gibt,

fe: Sl%X7t6[071]§

also eine Art Interpolation zwischen fy und f; .

Es sei hier angemerkt, dafl natiirlich der Begriff der stetigen Familie von stetigen
Abbildungen einer Prizisierung bedarf. Doch zunichst gebe ich einige Beispiele an.
Die in diesen Beispielen behaupteten Sachverhalte sind durchweg nicht—trivial (und
sogar einigermaflen aufwendig zu beweisen), sie sind am besten daher aufzufassen als
inoffizielle Mitteilungen.

1. Die Menge [S’ 1 R3 — O] besteht aus nur einem Element—oder, was auf dasselbe
hinausléuft, jede Schlinge in R?® — 0 kann stetig deformiert werden in jede beliebige
andere, z.B. in die konstante Abbildung S* — R3®—0, z+s e; (wo e; einen Punkt
aus R3 — 0 bezeichnen soll; etwa den ersten Basisvektor).

Wie schon angedeutet wurde, ist dies ein nicht—trivialer Satz. Um sich eine Vorstellung
von der Komplexitdt der Dinge zu machen, sollte man sich folgendes klarmachen: Be-
zeichne S? die zweidimensionale Sphire, S* = {z € R® | |z|| =1} . Es gibt eine
stetige Abbildung S' — R3 — 0, deren Bild die ganze S? enthélt — eine solche
Abbildung kann man relativ leicht mit Hilfe der Peano-Kurve konstruieren.

2. Die Menge [S', R? — 0] hat abzéhlbar viele Elemente. Diese sind klassifiziert durch
die Windungszahl der jeweiligen Schlinge um den Nullpunkt.

Représentanten einiger Elemente und die zugehorige Windungszahl :

(Windungszahl:) —1 0 +1 +2

3. Die Zuordnung X +—— [Sl, X] ist funktoriell in dem Sinne, wie wir es im An-
schlufl an die Konstruktion von 7y X bereits diskutiert haben. (Dies — zur Abwechslung
— ist nicht so schwierig.)

Die letzte Sache liefert: Sind X und Y topologisch dquivalent, so sind die Mengen
[Sl, X] und [Sl , Y] isomorph. Mit 1. und 2. bekommen wir so das annoncierte
Hilfsmittel, um R? —0 und R® — 0 unterscheiden zu kénnen. U
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Noch eine Bemerkung zum genannten Begriff der stetigen Familie von stetigen Abbil-
dungen
fi: S'— X, tel0,1]

Statt von einer Familie von Abbildungen zu reden, kann man sich hier zuriickziehen auf
die Betrachtung einer einzigen Abbildung. Das geht auf zwei Weisen:

1. man definiert eine Abbildung F: [0,1] x S — X | (¢,8) — fi(s) ;
2. man definiert eine Abbildung ¢: [0,1] — {S*, X} , ¢t — f; .

Auf dem mengentheoretischen Niveau ist das mehr oder weniger dasselbe; das eine
ist nur eine Umformulierung des andern. Wenn man nun den Begriff der Stetigkeit
préazisieren will, so gibt es bei der ersten Beschreibung eine naheliegende Lésung: man
verlangt einfach, dafl die ganze Abbildung F' stetig ist. Bei der zweiten Beschreibung
mochte man analog vorgehen (Stetigkeit von ¢) , es ist aber zun#chst nicht einmal so
ganz klar, was dies heiflen soll.

Bei Gelegenheiten wie dieser stellt es sich als wichtig heraus, dafl man iiber eine allge-
meine Sprache verfiigt, die es gestattet, Aussagen iiber “Rdume” allgemeinen Typs und
“stetigen Abbildungen” zwischen diesen zu formulieren.
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Topologische Riume

Ziel der Begriffsbildung ist es, mit wenig Miihe sich einen allgemeinen Rahmen zu ver-
schaffen, in dem es sinnvoll ist, von stetigen Abbildungen zu reden.

Ich will an Bekanntes ankniipfen, ndmlich an die e-6—Definition der stetigen Abbil-
dungen. Zur Formulierung der e—d—Definition braucht man einen Raum, in dem ein
Abstands—Begriff erklart ist; so etwas nennt man einen metrischen Raum.

DEFINITION. Eine Distanzfunktion auf einer Menge X ist eine Abbildung in die nicht-
negativen reellen Zahlen, d : X x X — R, |, (z,y) — d(z,y) , die den folgenden
Bedingungen geniigt:

— dz,y) =0 <= z=y
—  d(z,z) < d(x,y) +d(y, 2) (Dreiecksungleichung).

Die Menge X zusammen mit der Distanzfunktion d heiflt ein metrischer Raum.

BEISPIELE. 1. Jeder normierte Vektorraum V' ist ein metrischer Raum: wenn || || die
Norm auf V' bezeichnet, so ist die Distanzfunktion gegeben durch d(v,w) = ||[v —w]| .

2. Jede Untermenge eines metrischen Raumes ist wieder ein metrischer Raum: man
nimmt die eingeschrinkte Funktion als Distanzfunktion.

Sobald man eine Distanzfunktion hat, kann man Begriffe wie Kugeln erkliren. Wie
iiblich gibt es davon zwei Sorten: offene Kugeln und abgeschlossene Kugeln.

Sei X metrischer Raum mit Distanzfunktion d . Sei e eine positive reelle Zahl. Fiir
x € X definiert man die

{offene } Kol { U(z,e) = {y € X | d(z,y) < ¢} }

abgeschlossene B(z,e) ={y € X | d(z,y) < ¢}

Man kann auch Stetigkeit erkldren.

Sei f: X — Y Abbildung von metrischen Rdumen. Sei x ein Punkt aus X . Wir
sagen, f ist stetig im Punkt x € X , wenn folgendes gilt: fiir jedes € > 0 existiert
ein 0 >0 mit d(z,y) <d = d(f(z), f(y)) <e ; oder, was dasselbe ist,

f(U(x,6)) C U(f(x).€)

Wie iiblich kénnen wir nun sagen, dafl die Abbildung f stetig (schlechthin) heilen soll,
wenn sie in allen Punkten von X stetig ist.

Kann man die Definition der Stetigkeit so umformulieren, da} ¢ und J nicht mehr
explizit vorkommen? Wir benétigen eine neue Vokabel.
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DEFINITION. Sei x ein Punkt aus X , wo X ein metrischer Raum ist. Sei U eine
Teilmenge von X . Wir wollen sagen, dal U eine Umgebung von x ist , wenn ein
e > 0 existiert, so dafl

U(z,e) C U .

SATZ. Sei f: X — Y eine Abbildung von metrischen Rdumen und sei x € X . Es
ist f stetigin x genau dann, wenn zu jeder Umgebung V von f(z) eine Umgebung
U von z existiert mit f(U)CV .

BEwEIs. “=" Sei die Umgebung V von f(z) vorgegeben. Nach Definition von
Umgebung existiert ein ¢ > 0, so dal U(f(z),e) C V. Wegen der Stetigkeit in x
existiert ein 6 > 0 mit f(U(x,d)) C U(f(x),e) . Wir setzen U := U(x,d) . Dann ist
U Umgebung von =z und f(U)C V.

“«<7 Sei € >0 vorgegeben. Dann ist U(f(z),e) Umgebung von f(x) . Wegen der
Annahme existiert eine Umgebung U von z mit f(U) C U(f(z),e) . Nach Definition
von Umgebung nun existiert ein 6 > 0 mit U(z,d) C U . Es folgt f(U(x,d)) C

U(f(z),e) . O

Konnen wir diese Definition weiter so umformulieren, dafl Punkte nicht mehr explizit
genannt werden? Anders gesagt, konnen wir die globale Stetigkeit definieren ohne vorher
von der lokalen Stetigkeit reden zu miissen? Wir benétigen eine neue Vokabel.

DEFINITION. Eine Teilmenge O C X heifit offen, wenn sie zu jedem ihrer Punkte noch
eine ganze Umgebung enthilt.

BEISPIELE. 1. Eine offene Kugel im Sinne der oben gegebenen Definition ist eine offene
Menge. Es ist klar (oder?), daf§ das aus der Dreiecksungleichung folgt.

2. Sei z € X undsei U Umgebung von z ; dann enthélt U noch eine offene Umge-
bung, d.h. eine Umgebung, die gleichzeitig eine offene Menge ist. Denn nach Definition
von Umgebung enthélt U z.B. noch eine offene Kugel.

SATZ. Sei f: X — Y Abbildung von metrischen Rdumen. Es ist f stetig genau
dann, wenn fiir jede offene Teilmenge O' des Zielraumes Y gilt, daB f~'(O’) eine
offene Menge in X ist (“Urbilder offener Mengen sind offen”).

BEWEIS. “=" Sei O offenin Y undsei x € f~1(0’) . Zu zeigen: f~1(0’) enthilt
eine Umgebung von z . Weil O’ offen und f(x) € O’ ,ist O’ Umgebung von f(z) .
Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f existiert eine Umgebung U von z mit

f(U)C O ,also UcC f~10").

“«<7” Sei V. Umgebung von f(z). Zu zeigen: es gibt Umgebung U von x mit
f(U) c V. Die Umgebung V enthilt eine offene Umgebung V’ von z (s. oben).
Wegen der Annahme ist f~'(V’) offen in X , und es gilt = € f~%(V’) . Daher ist
f~Y(V’) Umgebung von z . Wir setzen U := f~1(V’). O
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Wir nehmen die in dem vorstehenden Satz genannte Charakterisierung der Stetigkeit
zum Anlaf} fiir eine Definition.

DEFINITION. Ein topologischer Raum besteht aus
— einer Menge X ( = “unterliegende Punktmenge”) und
— einem System von Teilmengen von X | die offene Mengen genannt werden;

dabei soll dieses System gewissen naheliegenden Bedingungen formaler Art geniigen, die
wir spéter formulieren werden. Ein solches System wird auch als topologische Struktur
auf X , oder kurz als Topologie auf X bezeichnet.

Eine Abbildung zwischen topologischen Ridumen wird als stetig bezeichnet, wenn sie
die Bedingung erfiillt: Urbilder offener Mengen sind offen.

BEISPIEL. Einem metrischen Raum ist ein topologischer Raum zugeordnet: die unter-
liegende Menge ist dieselbe wie die des metrischen Raumes; die offenen Mengen sind
definiert sind als diejenigen, die wir auch friither schon so bezeichnet haben (d.h., es sind
diejenigen Teilmengen, die mit jedem ihrer Punkte noch eine Kugel um diesen Punkt
enthalten). Etwas kiirzer (und nur ein wenig mifbriuchlich) werden wir auch sagen: ein
metrischer Raum ist auch ein topologischer Raum.

Die Bedingungen (= “Axiome”), denen das System der offenen Mengen geniigen muf,
kann man am besten vielleicht so sich merken: Offene Mengen stelle man sich vor als
solche Mengen, die zu jedem ihrer Punkte noch eine ganze Umgebung enthalten (wobei
“Umgebung” ein bisher undefinierter Begriff ist!). Die Bedingungen lauten:

O1. Die leere Menge ist offen.

02. Der Durchschnitt von je zwei offenen Mengen ist wieder offen.

(Denn wenn zwei Mengen “Umgebung” eines Punktes sind, so auch ihr Durchschnitt.
Ebenso ist auch der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen wieder offen (das
entsprechende Axiom folgt formal aus 02).)

03. Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist wieder offen.

(Denn jeder Punkt der Vereinigung liegt in einer der Mengen, und diese enthilt eine
ganze “Umgebung”, also enthilt auch die Vereinigung eine “Umgebung”.)

04. Die ganze Menge X ist offen.

(Wegen O3 ist hierzu dquivalent, daf jeder Punkt in mindestens einer offenen Menge
liegt — oder in unserer inoffiziellen Sprechweise, dafl jeder Punkt mindestens eine
“Umgebung” besitzt.)

Zuriick nun zu den metrischen Rdumen! Wir spezialisieren noch ein bifichen mehr.

Sei V' ein normierter R—Vektorraum mit Norm || || . Wie wir schon gesehen haben,
kann man V' als metrischen Raum auffassen mit der Distanzfunktion d(z,y) = ||[z—y]| .
Diese induziert eine topologische Struktur auf V' durch die Vorschrift:
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Eine Teilmenge O von V ist offene Menge in V genau dann, wenn gilt: fiir jedes
x € O existiert ein € >0 mit U(z,e) C O . Nun gibt es Félle (die nicht einmal selten
sind) wo derselbe Vektorraum mit mehreren Normen versehen ist.

BEISPIELE. (a)

Maximum—Norm

9 . { euklidischer Norm
R mit

(b) Der Vektorraum der stetigen reellwertigen Funktionen auf [0, 1]

Maximum-Norm I fllooc = max |f(z)]
xz€[0,1]
mit L'-Norm 1Al = JIf]
1/2
L? Norm 1l = (7)Y

Im Beispiel (a) sind die Normen &quivalent zueinander, in Beispiel (b) nicht. Was heifit
das fiir die topologische Struktur?

SATZ. Sei V ein R —Vektorraum. Seien | [; und | |2 zwei Normen auf V . Dann
sind gleichbedeutend:

1. Die Normen | |; und | |2 sind dquivalent.
2. Die Normen | |; und | |2 induzieren auf V dieselbe topologische Struktur.

BEwEIs. “1. = 2.7 Zu zeigen: jede offene Menge beziiglich der ersten topologi-
schen Struktur ist auch offen beziiglich der zweiten, und umgekehrt. Sei O C V | sei
O offen beziiglich der ersten Struktur. Wenn z € O, so existiert (nach Definition)
ein ¢ > 0 mit Ug(z,e) C O. Wegen 1. existiert folglich auch ein ¢ > 0 mit
Ug (z,¢') (CUg(z,e)) C O. Da das fiir alle = € O gilt, folgt (nach Definition),
dal O offen beziiglich der zweiten Struktur ist. — Die Umkehrung geht analog.

“2. = 1.7 Zu zeigen: jede Kugel (um den Nullpunkt) beziiglich der ersten Norm
enthélt eine Kugel beziiglich der zweiten Norm, und umgekehrt. Sei Ugq) (0,¢) eine
Kugel beziiglich der ersten Norm. Dann ist Uqgy (0,€) offen beziiglich der ersten topo-
logischen Struktur und wegen 2. deshalb auch offen beziiglich der zweiten Struktur. Also
existiert (nach Definition) ein & > 0 mit Ug (0,&") C Uqg (0,¢) . — Die Umkehrung
geht analog. O

FOLGERUNG. Es gibt Fille, wo ein— und dieselbe Menge mit verschiedenen topolo-
gischen Strukturen betrachtet wird, ndamlich etwa, wie wir gerade gesehen haben, der
Vektorraum der stetigen reellwertigen Funktionen auf [0,1] mit den von verschiedenen
Normen induzierten Topologien.

Dieses Phianomen, daf3 ein— und dieselbe Menge mit verschiedenen Topologien versehen
ist, kommt aber sonst in dieser Vorlesung nur selten vor.

In dem Zusammenhang ist noch ein Thnen aus der Analysis bekannter Sachverhalt von
Interesse: Sei V' ein R—Vektorraum endlicher Dimension. Dann sind alle Normen auf
V' zueinander dquivalent. Mit dem obigen Satz folgt dann: Wie auch immer man sich
auf einem R™ eine Norm verschafft, die induzierte Topologie ist immer dieselbe.
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Zusatz zu S. 17 (zur Aquivalenz von Normen)

Sei V' ein R —Vektorraum. Seien | |; und | |2 zwei Normen auf V .

Bezeichne Uqy (z,7) die offene Kugel beziiglich der ersten Norm, mit Mittelpunkt «
und Radius r . Etc. (wie im Skript).

Sei C' positive Konstante.

BEHAUPTUNG. Es sind dquivalent:

1. Firalle v ist |v]2 < Clv]; .

2. Fiir jedes r > 0 ist By (0,7) C Bg (0,Cr) ; allgemeiner: Bay(x,r) C Bo (x,Cr) .
3. Fiir jedes r >0 ist Uqy (0,7) C Ug (0,Cr) ; allgemeiner: Ug (z,7) C Ug (x,Cr) .

BEWwWEIs. “1.=2.” Die Behauptung von (2) ist: |z—y|1 <r = |z—yl2 < Cr.
Das ist aber klar wegen

|t —yh <r < Clz—y1 <Cr und |z—yl2<Clz—yl1.

“l.=3.” Die Behauptungist: |[z—y|1 <r = |z —y|2 < Cr . Das geht genauso.

“2. = 1.7 Wenn v = 0, dann ist (1) klar; sei also v # 0. Dann ist Bq (0, |v]1)
definiert, und v € B (0,|v]1) . Folglich ist v € Bg (0,|v]1) C Bg(0,C|v|1); also
|vle <Cluly .

“3.= 1.7 Wie im vorigen Fall nehmen wir wieder an, daf} v # 0 . Der jetzige Fall ist
ein wenig komplizierter als der vorige, da v ¢ Ug (0, |v]1) .
Sei (ay,) eine Folge von reellen Zahlen mit a, >1 und lim a, =1 (zB. die Folge
anp =1+ 1/n ). Dann ist T

v € Uq (0,anlv)1) (weilja |v|i <apnlv]r)
also nach (3) auch v € Ug (0,Cay,|v|i), dh. |v]s < Cay,lv|; .

Das gilt nun fiir alle n. Da lim a, =1, folgt |v]2 < Clvl; .
n—oo

FOLGERUNG.

Die beiden Normen | |; und | |2 heiBen dquivalent wenn positive Konstanten C' und
C’ existieren, so daB fiir alle v € V' gilt

|v|e < Clv]p und |v| < C'vls .
Nach dem obigen l483t sich dies auch so formulieren, daf} fiir alle r gilt
Up (0,7) C Ug (0,Cr) und Ug (0,7) C Ug (0,C'r) ;
und allgemeiner auch:
Ug (z,r) C Ug(z,Cr) und Ug(z,r) C Uy (z,C'r)
(fir alle ze V).



Nach diesem Exkurs zu metrischen Rdumen wenden wir uns wieder den topologischen
Réaumen allgemein zu.

Als heuristisches Prinzip hatten wir uns vorgestellt, dafl der axiomatische (=“nicht von
vornherein mit einem bestimmten Inhalt versehene”) Begriff der offenen Menge solche
Mengen bezeichnet, die zu jedem ihrer Punkte noch eine ganze “Umgebung” enthal-
ten (der Begriff “Umgebung” war dabei ein undefinierter Term; er ist aber, zumindest
flir meinen eigenen Geschmack, doch etwas anschaulicher als der Begriff der “offenen
Menge”).

Kann man aus diesem heuristischen Prinzip einen wahren Sachverhalt machen? Um das
zu tun, muf} natiirlich gesagt werden, was denn eine “Umgebung” eigentlich sein soll.
Wir benétigen eine neue Definition.

DEFINITION. Sei X ein topologischer Raum, sei = € X . Eine Teilmenge U C X
heiflit Umgebung von x , wenn eine offene Menge O in X existiert, mit z € O C U .

Selbstverstéindlich miissen wir uns hier fragen, ob der neue Sprachgebrauch mit dem
alten kompatibel ist in den Féllen, wo es eine Uberschneidung gibt. Das ist der Fall:

BEMERKUNG. Wenn X ein metrischer Raum ist, dann stimmt der neue Umgebungs-
begriff iiberein mit dem, den wir frither eingefiithrt haben. Denn sei x € X ;

—ist U Umgebung von z im alten Sinn, so existiert ¢ >0 mit U(z,e) C U . Nun
ist U(x,e) offene Menge, also ist U auch Umgebung von z im neuen Sinn.

— ist umgekehrt U Umgebung von z im neuen Sinn, so existiert eine offene Menge
O mit x € O C U . Nach Definition der offenen Mengen in einem metrischen Raum
existiert ¢’ > 0, U(x,¢’) C O . Damit ist O und somit auch U Umgebung im alten
Sinn. O

Wir kénnen nun wieder einen Satz formulieren. Vom Inhalt her ist er nicht beson-
ders aufregend. Man mag ihn als Beleg dafiir ansehen, dafl uns bei unseren bisherigen
Sprachiibungen keine allzu groben Schnitzer unterlaufen sind.

SATZ. Sei X topologischer Raum. Sei W Teilmenge von X (genauer: W sei
Teilmenge der unterliegenden Menge von X ). Es sind dquivalent:

1. W ist offene Menge in X .
2. Die Menge W enthélt mit jedem ihrer Punkte noch eine ganze Umgebung.

BEWwWEIs. “1. = 2.7 Wenn z € W, dann ist W selbst Umgebung von z (nach
Definition von Umgebung).

“2. = 1.7 Wegen der Annahme 2. existiert zu jedem x € W eine offene Menge
O, mit x € O, C W. Esist Uyepy O. C W (weil O, C W fiir alle z) und
W C Uyew Or (jedes z € W liegt in einem der O, ) , also ist W = J,cyy O als
Vereinigung von offenen Mengen selbst wieder offen (Axiom O3). O
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Bei der Definition des topologischen Raumes haben wir den Begriff der offenen Menge
als den primitiven (oder axiomatischen) Begriff genommen und wir haben den Begriff
der Umgebung spéter daraus abgeleitet. Der vorige Satz macht plausibel, dafl man
auch umgekehrt vorgehen kénnte, d.h. man kénnte den Begriff der Umgebung als den
primitiven Begriff nehmen und daraus den Begriff der offenen Menge dann herleiten.
Technisch gesehen lduft das darauf hinaus, dafl man ein geeignetes Axiomensystem fiir
Umgebungen angibt. Ein solches System kann man in Biichern finden; ich mochte hier
nicht weiter darauf eingehen. In der Praxis ist es meistens bequemer, mit offenen Mengen
zu arbeiten; der Unterschied ist aber nicht gro8.

Das Hantieren mit offenen Mengen will ich jetzt illustrieren anhand von zwei wichtigen
Begriffsbildungen, ndmlich der Konstruktion von Unterrdumen einerseits und der von
Quotientenrdumen andererseits.

Im ersten Fall geht es um folgende Frage: Gegeben seien ein topologischer Raum X
und eine Untermenge Y in X (das konnte man etwas genauer (pedantischer?) auch so
formulieren, dal Y gegeben sei als Teilmenge der unterliegenden Menge von X ). Man
mochte in dieser Situation Y nun wieder als topologischen Raum auffassen kénnen.
Das geht auch in ziemlich naheliegender Weise. (Man denke an den entsprechenden
Sachverhalt bei metrischen Rédumen.)

Im zweiten Fall geht es um eine ganz analoge Frage, nur daffl man jetzt nicht eine
Untermenge von X betrachtet, sondern eine Quotientenmenge von X ; oder, was
dasselbe ist, die Menge von Aquivalenzklassen beziiglich einer Aquivalenzrelation auf
X (bzw. genauer wieder, der unterliegenden Menge von X ). Eine ganz wichtige
Bemerkung an dieser Stelle ist die, dafl es zwar bei der Frage, nicht aber bei ihrer
Antwort, eine verniinftige Entsprechung bei den metrischen Rdumen gibt. Das ist einer
der Griinde, warum es notwendig ist, topologische Rdume {iberhaupt zu betrachten.

BEMERKUNG. Fiir das folgende beachte man, daf3 zu einer Untermenge Y von X
immer eine ganz bestimmte Abbildung Y — X gehort. Diese Abbildung ist injektiv
und wird als die kanonische Inklusion bezeichnet.

Analog dazu gehort zu einer Quotientenmenge Z von X immer eine ganz bestimmte
Abbildung X — Z . Diese Abbildung ist surjektiv und wird als die kanonische Pro-
jektion bezeichnet.

DEFINITION UND SATZ. Sei ( X , System der offenen Mengen in X ) ein topologischer
Raum. Sei Y Untermenge von X . Folgende Vorschrift definiert eine topologische
Struktur auf Y , die sogenannte Unterraumtopologie:

Eine Teilmenge O’ in Y heile offene Menge in Y genau dann, wenn es eine
offene Menge O in X gibt mit ONY =0O’.

Der Raum Y wird auch als ein Unterraum von X bezeichnet. Die Inklusion ¥ — X
ist stetige Abbildung.
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DEFINITION UND SATZ. Sei ( X , System der offenen Mengen in X ) ein topologischer
Raum. Sei Z eine Quotientenmenge von X und bezeichne ¢: X — Z die kanoni-
sche Projektion. Folgende Vorschrift definiert eine topologische Struktur auf Z , die
sogenannte Quotiententopologie:

Eine Teilmenge O’ in Z heife offene Menge in Z genau dann, wenn ¢~ 1(O’)
offene Menge in X ist.

Der Raum Z wird auch als ein Quotientenraum von X bezeichnet. Die Abbildung
X — Z (die kanonische Projektion) ist stetig.

Es ist jetzt nachzuweisen, daf} die oben definierten Systeme wirklich topologische Struk-
turen auf der Untermenge Y bzw. auf der Quotientenmenge Z liefern; das heifit, es
ist nachzuweisen (in jedem der beiden Félle), daf die Axiome O1 — O4 gelten. Ich will
das hier nur fiir den Fall der Quotiententopologie vorfiihren:

Axiom O1: Die leere Menge ist offen,
aber ¢~ () =0 ist offen in X , also folgt (Def. der Quotiententopologie )
daB auch () offen in Z .

Axiom O2: Der Durchschnitt von zwei offenen Mengen ist offen,
aber 0,0’ offenin Z <= ¢ '(0) und ¢ '(0’) offen in X =
g1 O)NgHO)=q¢ 1 (ONO') offenin X &= ONO’ offenin Z .
Axiom O3: Die Vereinigung von offenen Mengen ist offen,
aber O; , i € I, offene Menge in Z <= ¢ 1(0;) offenin X =
Uiera1(0:) = ¢ (U;e; 0i) offenin X <= (J;c;O; offenin Z .
Axiom O4: Die unterliegende Menge selbst ist offen,
aber ¢71(Z) =X offenin X = Z offenin Z.

Es ist auch nachzuweisen, daf§ die Abbildung X — Z stetig ist. Das ist aber klar
(oder?). O

Die Konstruktion von Quotientenrdumen gestattet es uns, eine sehr wichtige Idee auch
mathematisch zu erfassen; ndmlich diejenige, neue Réume aus alten zu bekommen mit
Hilfe einer “Verklebe”-Konstruktion.

So kénnen wir etwa eine Strecke hernehmen und uns vornehmen, davon die Endpunkte
zusammenzufiigen. Fin Versuch, dies zu “mathematisieren” ist der folgende, den wir
jetzt ndher anschauen wollen.

Wir nehmen das Einheitsintervall [0,1] und betrachten hierauf eine geeignete Aqui-
valenzrelation: die Punkte 0 und 1 sind zusammen in einer Aquivalenzklasse, dagegen
enthilt jede andere Aquivalenzklasse nur jeweils einen einzigen Punkt. Der zugehorige
Quotientenraum (im Sinne der oben gegebenen Definition) wird bezeichnet als das In-
tervall mit identifizierten Endpunkten, [0,1] /0~1 .

In der Erwartung, dafl unsere “Mathematisierung” nicht ganz abwegig war, vermuten
wir, dafl der Raum [0,1] /0~1 topologisch #quivalent ist zum Kreis

St={zeR?||z|=1} ~ {z€C||z|=1}.
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Davon wollen wir uns jetzt iiberzeugen. Wir betrachten die Abbildung f: [0,1] — St |
t—s f(t) =™,
Die Abbildung f nun definiert eine Abbildung auf der Quotientenmenge,
g: [0,1] /0~1 —s S|

(wir haben hier benutzt, da§ f(0) = f(1) ist), und es ist klar (oder?), daf8 letztere
Abbildung bijektiv ist. Um uns davon zu iiberzeugen, daf} die beiden Rdume topologisch
dquivalent sind, miissen wir also nur noch zeigen:

(i) die Abbildung g ist stetig, (ii) die Umkehrabbildung ¢! ist stetig.
Der Teil (i) ist eine Konsequenz aus der Definition der Quotiententopologie (und,
natiirlich, der Stetigkeit von f ). Man nimmt ihn am besten in allgemeiner Form zur
Kenntnis.

SATZ. Sei f : X — Y stetige Abbildung. Sei Z Quotientenraum von X (mit
der Quotiententopologie!). Bezeichne q : X — Z die Projektion. Es gelte, daf die
Abbildung f iiber den Quotientenraum Z faktorisiert (als Abbildung von Mengen);
das heifit, daf eine Abbildung ¢g: Z — Y existiert, so daf3

f=g0q.

Dann ist g stetige Abbildung.
BEMERKUNG. Es ist klar (oder?), dal die Abbildung ¢ eindeutig bestimmt ist.

BEWEIS DES SATZES. Sei O C Y offen. Zu zeigen, ¢g='(O) ist offen in Z . Nach
Definition der Quotiententopologie heifit das, da ¢! (g*I(O)) offen in X ist. Aber
gt (g’l(O)) = f~10),und f~1(0) ist offen wegen der Stetigkeit von f . O

Zuriick zu unserer speziellen Abbildung
g: [0,1] /0~1 — S*.

Um die Stetigkeit der Umkehrabbildung ¢~!' nachzuweisen, miissen wir zeigen: g
bildet offene Mengen auf offene Mengen ab (fiir den hier behaupteten Sachverhalt sagt
man auch, dal g eine offene Abbildung ist). Sei also O C [0,1] /0~1 offene Menge,
und sei = € O . Zu zeigen, g(O) enthilt noch eine Umgebung von g(z) in S*!.

Bezeichne ¢: [0,1] — [0,1] /0~1 die Projektion. Wir unterscheiden zwei Fille.

1. Fall. = # ¢q(0) (und deshalb auch x # ¢(1) ).

Dann enthélt ¢~!(O) ein Intervall (z—e, z+¢) . Folglich enthilt g(O) = f (¢ *(0))
den Kreisbogen '
{e™ | t € (z—e, z+e)}
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Dieser Kreisbogen ist eine Umgebung von g¢(x) in S (Unterraumtopologie von S!
in C), denn der Kreisbogen enthilt sicherlich den Durchschnitt von S' mit einer
hinreichend kleinen (Kreis—)Umgebung von g(z) in C.

2. Fall. =z = q(0) = q(1) .

Dann ist ¢~1(O) offene Teilmenge von [0,1], die 0 und 1 enthilt; folglich existiert
ein ¢ > 0 mit [0,e) U (1—¢,1] C ¢71(0), und g(O) = f (¢ '(O)) enthélt wieder
einen Kreisbogen, némlich {e*™ |t € (—e, +¢)} . O

BEMERKUNG. Man konnte versucht sein zu glauben, da§ der Schritt (ii) in dem vor-
angegangenen Beweis tiberfliissig war; das heifit, daf} eine stetige bijektive Abbildung
automatisch schon eine topologische Aquivalenz sein miiite (daff in dieser Situation die
Umkehrabbildung automatisch schon stetig sein miifite). Das ist aber nicht der Fall, wie
Gegenbeispiele zeigen: Die Abbildung

[O, 1) N Sl , t — eQTr’it ,

ist ein Beispiel fiir eine stetige, bijektive Abbildung, deren Umkehrabbildung nicht stetig
ist. (]

Das gerade beschriebene Gegenbeispiel hat aber auch einen erfreulichen Aspekt. Es gibt
nimlich einen Grund dafiir, warum hier tatséchlich zur Vorsicht zu raten ist (einer der
Réume in dem Beispiel ist nicht “kompakt”).

Wie wir in Kiirze sehen werden, war die Vermutung “eine stetige, bijektive Abbildung
f:X — Y ist schon eine topologische Aquivalenz” (die Umkehrabbildung ist wieder
stetig) doch nicht gar so abwegig: dadurch dafl man gewisse Bedingungen an die topo-
logischen Rdume X und Y stellt, kann man die Aussage retten.

Die Notwendigkeit solcher Bedingungen wird durch das obige Gegenbeispiel belegt. Es
handelt sich insbesondere also auch um eine nicht—triviale Aussage; ein Beweis ist unbe-
dingt erforderlich.

Zur Formulierung der Bedingungen benétigen wir zwei Begriffe, die auch sonst von
grofler Wichtigkeit sind. Es handelt sich um die Begriffe kompakt und Hausdorff-Raum,
die wir jetzt diskutieren wollen.

Doch zunéchst notieren wir der Vollstdndigkeit halber noch eine Vokabel. Man sagt,
dal eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X abgeschlossen ist, wenn die
komplementédre Menge

CA:={zeX |z¢gA}
eine offene Menge in X ist.

Es gilt also: Das Komplement einer offenen Menge ist abgeschlossen; und das Komple-
ment einer abgeschlossenen Menge ist offen.

Es gilt auch (warum?), daf man Stetigkeit durch abgeschlossene Mengen charakteri-
sieren kann: Eine Abbildung von topologischen Rdumen ist genau dann stetig, wenn sie
die Bedingung erfiillt: Urbilder von abgeschlossenen Mengen sind wieder abgeschlossen.
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Kompakte Rdume und Hausdorff-Ridume

FEin topologischer Raum X wird als Hausdorff-Raum bezeichnet, wenn er die folgende
Bedingung erfiillt: Zu je zwei Punkten z,y € X | z # y , gibt es offene Mengen O,
und O, mit

z€0,;,ye0y und 0, NO, =10 ;

man sagt auch: Punkte lassen sich durch offene Mengen trennen.

Auf den ersten Blick mag die Eigenschaft (oder vielmehr die Tatsache, dafl man sie als
spezielle Eigenschaft ausdriicklich fordert) ein wenig kurios erscheinen. Metrische Rdume
haben die Eigenschaft selbstverstindlich (davon werden wir uns sogleich iiberzeugen).
Man mag sich wundern, dafl hier ein Raum—Begriff iiberhaupt Gegenstand der Be-
trachtung ist, wo diese Bedingung nicht automatisch eingebaut ist. Das hat aber ganz
pragmatische Griinde. So ist es bei der Quotientenraum—Konstruktion keineswegs so,
dafl das Resultat automatisch immer ein Hausdorff-Raum wére. Wenn man nun etwa
darauf bestanden hitte, daffi “Raum” automatisch schon “Hausdorff~Raum” bedeuten
solle, so hétte das die fatale Konsequenz, dafl die Quotientenraum—Konstruktion nicht
einmal allgemein definiert wire! Man hétte dann z.B. auch erhebliche Schwierigkeiten,
die wichtige Tatsache zu diskutieren, dafl in einigen besonders interessanten Situationen
die Quotientenraum—Konstruktion tatsichlich immer auf Hausdorff-Raume fiihrt.

Metrische Rdume haben die Hausdorff-Eigenschaft, wie schon angedeutet wurde. Denn
sei M metrischer Raum, seien z,y € M und ¢ = d(z,y) . Wenn z # y, dann ist
€ > 0. Wir definieren O, = U(aj, %) , Oy = U(y, %) . Dann sind O, und O, offene
Mengen (nédmlich offene Kugeln) und punktfremd.

Auch Unterrdume von Hausdorff-Raumen sind wieder Hausdorff-Rdume. Denn sei X
Hausdorff-Raum und Y C X Unterraum. Seien z, y € Y . Nach Voraussetzung iiber
X existieren offene Mengen O und O’ in X , die x und y trennen. Dann sind
ONY und O'NY offene Mengen in Y , die z und y trennen.

Bei topologischen Rdumen schlechthin bedeutet die Hausdorff-Eigenschaft andererseits
eine arge Einschrankung der Allgemeinheit. Auch dies kann man illustrieren an dem
beliebten Spielmaterial der Rdume mit endlich vielen Punkten: Ist X topologischer
Raum mit nur endlich vielen Punkten und gleichzeitig ein Hausdorff~Raum, dann ist
X ein diskreter Raum (d.h., jede Teilmenge von X ist eine offene Menge). Hierzu
geniigt es, zu wissen, daf} fiir jedes = € X die Teilmenge {z} offen ist (denn jede
andere Teilmenge ist Vereinigung von solchen Mengen, und eine Vereinigung von offenen
Mengen ist wieder offen). Wegen der Voraussetzung “Hausdorff” nun gibt es zu jedem
y € X eine offene Menge O, , mit x € Oy, , y € O, . Dann ist

{z} = [ Ouy

Y, Y#T

ein Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen, und daher selbst offen.
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Ich komme jetzt zum Begriff der Kompaktheit. Sie kennen diesen Begriff aus der Ana-
lysis: Er garantiert, dafl jede Folge mindestens einen Haufungspunkt hat. Die meisten
von Thnen werden wohl noch wissen, dafl es mehrere Moglichkeiten gibt, zu definieren,
wann eine Teilmenge von R™ kompakt sein soll; und dafl alle diese Moglichkeiten auf
denselben Begriff fithren.

Gegenwirtig hantieren wir aber mit “Rdumen” sehr allgemeiner Art, und da ist es nicht
tiberraschend, daf} diese verschiedenen Begriffe nicht mehr ganz dquivalent sind. Deshalb
brauchen wir hier verschiedene Namen.

Man sagt, ein Raum X ist folgen-kompakt, wenn er die Bolzano—Weierstrafl Eigen-
schaft hat; d.h., wenn gilt, dafl jede Folge in X mindestens einen Haufungspunkt in X
hat. (In manchen Texten wird hier auch die (stéirkere) Eigenschaft verlangt, daff jede
Folge in X tatséichlich eine konvergente Teilfolge haben soll.)

Der “bessere” Begriff, zu dem ich jetzt komme, postuliert die sogenannte Uberdeckungs—
Eigenschaft. Auch dazu ist die Terminologie in der Literatur nicht ganz einheitlich.
Das kommt daher, dal man sich festlegen muf, ob kompakt die Hausdorff—-Eigenschaft
beinhalten soll oder nicht (d.h., ob “kompakter Raum” gleichbedeutend sein soll mit
“kompakter Hausdorff-Raum”). Wir wollen das so machen, und wir brauchen deshalb
fiir die Uberdeckungseigenschaft selbst einen gesonderten Namen.

Wir bendtigen noch einige Vokabeln. Sei X ein topologischer Raum. Eine offene
Uberdeckung von X soll einfach eine indizierte Menge von offenen Mengen bezeichnen,
die insgesamt den Raum {iberdecken,

{Oi}ic; » Oioffenin X, | JO; = X .
i€l

Eine Teil-Uberdeckung der offenen Uberdeckung {Oi},c; bedeutet ein Teilsystem
dieser offenen Mengen, das immer noch ganz X {iberdeckt; d.h. also, eine Teilmenge

J C I mit
Joi=x.

ieJ
Eine (Teil-)Uberdeckung heiBt endlich, wenn die Indexmenge J eine endliche Menge
ist.
DEFINITION. Sei X topologischer Raum. X heifit quasi-kompakt, wenn gilt: Jede

offene Uberdeckung von X hat eine endliche Teiliiberdeckung.

DEFINITION. Sei X topologischer Raum. X heifit kompakt, wenn gilt: X ist quasi—
kompakt und ein Hausdorff-Raum.

Folgender Sachverhalt ist sicher schon aus der Analysis bekannt. Er soll trotzdem hier
noch einmal behandelt werden. Er ist sehr wichtig.

SATZ. Der Raum [0,1] ist kompakt.
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BeEwEIS. Die Hausdorff-Eigenschaft ist klar, denn [0,1] ist metrischer Raum. Es
bleibt zu zeigen, daB [0,1] quasi-kompakt ist. Sei also {O;},.; eine vorgegebene
offene Uberdeckung von [0,1] . Wir wollen zeigen, da diese Uberdeckung eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt. Dazu betrachten wir Teilintervalle der Art [0,a] C [0,1] . Wir
werden sagen, dal der Punkt a gut ist, wenn das Teilintervall [0,a] iiberdeckt wer-
den kann durch endlich viele der offenen Mengen O; . Es bezeichne G die Menge der
guten a . In dieser Sprache ist dann unsere Behauptung gerade die, daffi 1 € G . Um
die Behauptung einzusehen, werden wir die Menge G ein wenig studieren.

Esgilt 0 € G (denn [0,0] liegt in einem der O;) , und wenn b < a und a € G , dann
ist auch b € G (denn wenn [0,a] schon in endlich vielen der {O;},.; enthalten ist,
dann auch der Teil [0,b] davon). Daher ist G ein Intervall, also entweder G = [0, g)
oder G =0, g| . Unsere Behauptung ist, da G = [0, 1] ist. Wir werden zeigen, daf die
anderen Fille nicht méglich sind. Diese (zwei) anderen Félle sind:

1. Fall. G =10,9) (insbesondere g ¢ G). Weil [0,1] = [J;c; O , existiert ein g
mit g € O;, . Dies ist eine offene Menge, enthélt deshalb eine Umgebung von ¢ und
insbesondere auch ein Intervall [¢',g], ¢ < g. Wegen ¢’ < g ist ¢’ € G . Nach
Definition von G existiert also eine endliche Teilmenge J C I mit

[ng/} - U Oz .

ieJ

Es folgt [0,9] = [0,¢'|U[g",g9] C U;e; Oi U0y, . Aber J U {ig} ist auch endliche
Menge. Somit erhalten wir einen Widerspruch dazu, dafl g ¢ G .

2. Fall. G =10,g] und g < 1. Nach Voraussetzung existiert eine endliche Teilmenge
K C I mit

g cloi=o0.

icK
Weil O offen ist, enthdlt O mit g auch noch eine Umgebung von ¢, insbesondere
deshalb auch ein Intervall [g,¢"”], g < ¢” <1 . Es folgt

0,9"] = [0.9]Ulg.9"1 c O =] O:.
ieK

Alsoist ¢” € G . Das widerspricht aber der Voraussetzung des 2. Falles (dafl g n#mlich
maximal sein soll unter den guten Punkten). U

SATZ. Jedes abgeschlossene Intervall [a,b] C R ist kompakt.
BEWEIS. Man kann den obigen Beweis {ibernehmen. Man kann aber auch so schlielen:
1. Fiir alle a,b mit a <b ist [a,b] topologisch dquivalent zu [0,1] .

2. Wenn X kompakt ist und Y topologisch dquivalent zu X , dann ist Y ebenfalls
kompakt. U
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SATz. Sei X topologischer Raum und Y C X ein Unterraum (mit der Unterraum-
topologie). Sei X quasi—kompakt. Wenn Y abgeschlossen in X ist, dann ist auch
Y quasi-kompakt.

BEWEIS. Sei {O}},.; eine offene Uberdeckung von Y . Nach Definition der Unter-
raumtopologie gibt es zu jedem O} eine offene Menge O; in X mit O, NY = O) .
Das Komplement CY ist offen in X (Y ist abgeschlossen in X | und abgeschlossene
Mengen sind ja nach Definition solche, deren Komplement offen ist). Also ist

{CY} U A{Oi}ie,

eine offene Uberdeckung von CY UY = X . Da X quasi-kompakt ist, gibt es von
jeder offenen Uberdeckung, speziell also auch von dieser, eine endliche Teiliiberdeckung.
Das nun heifft nichts anderes als dafl eine endliche Untermenge J C I existiert mit
CY UU;e;0i = X . Weil CYNY = 0, folgt, daB schon {O; NY},_; eine Uber-
deckung von Y sein muB. {O;},_; ist also endliche Teiliiberdeckung der vorgegebenen
offenen Uberdeckung {O}},_; . O
KOROLLAR. Sei X kompakter topologischer Raum und Y C X abgeschlossener
Unterraum. Dann ist 'Y kompakt.

BEwEIs. Unsere Sprache ist so, daf§ “kompakt” = “quasi-kompakt” + “Haussdorff”.
Nach dem Satz ist Y quasi-kompakt. Und wir haben friither schon notiert, dafl ein
Unterraum von einem Hausdorff-Raum auch wieder die Hausdorff-Eigenschaft hat. [

SATz. Sei X ein Hausdorff-Raum und Y C X Unterraum. Y sei (quasi—)kompakt.
Dann ist 'Y abgeschlossener Unterraum von X .

BEMERKUNG. Dieser Satz ist gewissermaflen die Umkehrung des vorherigen Satzes.
Zusammen liefern diese beiden Sétze folgende Aussage: Sei X ein kompakter Raum.
Sei Y C X . Dann sind dquivalent:

e Y ist abgeschlossene Teilmenge in X .

e Der Unterraum Y (Unterraumtopologie!) ist kompakt.

Wie wir in Kiirze sehen werden, kann man diesen Sachverhalt auffassen als eine abstrakte
Version (und Verallgemeinerung) des Satzes von Heine—Borel, dafl eine Teilmenge von
R™ genau dann kompakt ist, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

Zum Beweis des Satzes benttigen wir den folgenden

HILFSSATZ. In der Situation des obigen Satzes (Y C X (quasi-)kompakt, X Haus-
dorff) gilt: Zu jedem Punkt x € X =Y existieren offene Teilmengen Oy und Oy y
von X mit €0,y ,Y COLy, OryNO,y =0.

BEWEIS. Sei z € X —Y vorgegeben. Zu jedem Punkt y € Y finden wir offene Men-
gen Oyy und O, in X mit 2€ 0,y , y€ O, , O;,NO, , =0 (dies benutzt

die Hausdorff-Eigenschaft von X ). {O:,t,y N Y}er ist nun eine offene Uberdeckung
von Y , wir kénnen deshalb die vorausgesetzte Quasi-Kompaktheit von Y anwenden
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um zu schlieBen, daB eine endliche Teiliiberdeckung {0}, , N Y}ye , existiert; mit an-

deren Worten, wir konnen schlieflen, dafl eine endliche Indexmenge J C Y existiert,
soda Y C U,c;0;, - Wir setzen

/ /
Oﬂ?aY = ﬂ Oﬂ%y ’ z,Y — U Om,y .

yeJ yeJ

Die Endlichkeit von J ergibt dann, dafl O,y als Durchschnitt von endlich vielen
offenen Mengen wieder offen ist. Schlielich ist O}y N O,y =0, denn

Oy NOsy = (U 0oy) N ([10::) = U (02N (] Oa)

yeJ zedJ yeJ zeJ
und jede der Mengen O, N (,c; O . ist =0, daschon O, , NO,, =0 ist. O

BEWEIS DES SATZES. Zu zeigen ist, dal das Komplement CY eine offene Menge ist.
Nach dem Hilfssatz ist aber

CY = J Ouy,
zeCY
was als Vereinigung von offenen Mengen wieder offen ist. U

Der folgende Satz ist ein schones Beispiel fiir einen nicht-trivialen (und wichtigen) Satz
mit einem recht trivialen Beweis (dies illustriert, wie niitzlich eine angemessene Sprache
sein kann!). Der Satz kann aufgefa8t werden als abstrakte Version des Maximum-—
Prinzips, da8 ndmlich jede stetige reelle Funktion auf [0,1] ihr Maximum wirklich
annimmt.

SATZ. Sei f: X — Y stetige surjektive Abbildung. Sei X quasi—kompakt. Dann ist
auch Y quasi-kompakt.

BewEIS. Wir testen dies an einer vorgegebenen offenen Uberdeckung {O;} jer von Y.
Wegen der Stetigkeit von f nunist f~1(0;) offenin X ; das bedeutet, dafl das System
{ ft (OZ)}z cr auch eine offene Uberdeckung von X ist. Da X quasi-kompakt ist,

existiert von dieser Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung; das heifit, es gibt eine
endliche Indexmenge J C I, so daf

x=Jr o).
i€J

Weil f surjektiv ist, folgt
Y=1X)=J0:;

ieJ

die Uberdeckung von Y hat also ebenfalls eine endliche Teiliiberdeckung, wie be-
hauptet. O
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Durch Zusammenbauen der vorherigen Sétze erhalten wir eine wichtige Aussage, die
vielseitig verwendbar ist. Insbesondere die nachfolgenden Korollare dieses Satzes werden
oft gebraucht.

SATZ. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Es gelte

— X ist quasi-kompakt

— Y ist Hausdorff

Dann ist f eine abgeschlossene Abbildung, d.h., f hat die folgende Eigenschaft: Ist
A abgeschlossene Menge in X , dann ist f(A) abgeschlossene Menge in Y .

BEWEIS. A C X abgeschlossen - A quasi-kompakt
(X quasi—kompakt)

= f(A) quasi-kompakt v Hﬁorﬂ) f(A) abgeschlossen. O

KOROLLAR 1. Sei f:X — Y stetige bijektive Abbildung. Sei X quasi—kompakt
und Y Hausdorff. Dann ist f topologische Aquivalenz.

BEWEIS. Es ist zu zeigen, dafl die Umkehrabbildung f~' stetig ist. Aber
f~! stetig <= fiir offenes O in X ist (ffl)*1 (O) offen in Y .
Per Ubergang zum Komplement ist das gleichbedeutend damit, daf
fiir abgeschlossenes A in X ist (f_l)_1 (A) = f(A) abgeschlossen in Y ;
d.h., dal f abgeschlossene Abbildung ist. Das sagt aber gerade der Satz. (]

BeispIEL. Das Korollar sagt, daf die stetige Abbildung ¢: [0,1] /0~1 — St eine
topologische Aquivalenz ist. O

KOROLLAR 2. (Quotientenraum—Kriterium). Sei f: X — Y stetige surjektive Ab-
bildung. Sei X quasi—kompakt und Y Hausdorff. Dann ist Y Quotientenraum von
X (das heifit, Y trigt die Quotientenraumtopologie).

BEWEIS. Es ist zu zeigen, eine Teilmenge O C Y ist genau dann offen, wenn f~1(0)
offen in X ist; oder, was auf dasselbe hinausliuft (per Ubergang zum Komplement),
eine Teilmenge A C Y ist genau dann abgeschlossen, wenn f~1(A) abgeschlossen in
X ist. Die Implikation

A abgeschlossen in Y = f~!(A) abgeschlossen in X
ist einfach die Stetigkeit von f . Die Implikation
f1(A) abgeschlossen in X = A= f(f *(A)) abgeschlossen in Y
ist durch den Satz gegeben. (]

BEISPIEL. Angewandt auf die Abbildung f: [0,1] — S, t — f(t) = €®™ | sagt
das Korollar, da} S' als Quotientenraum von [0,1] aufgefafit werden kann. O

28



Neben der Hausdorff-Eigenschaft, die ein kompakter Raum ja (nach Definition) hat,
besitzt er noch eine weitere sogenannte Trennungseigenschaft, die manchmal niitzlich
ist; diese soll jetzt diskutiert werden.

DEFINITION. Ein topologischer Raum heif3t normal, wenn er nicht nur die Hausdorff-
FEigenschaft hat, sondern zusétzlich auch noch folgende Eigenschaft: Seien Y, 7 C X
abgeschlossen, Y N Z = () . Dann existieren offene Mengen O,0’ C X mit

ZcO,YCcO ,0n0 =0;

man sagt hierfiir auch, punktfremde abgeschlossene Mengen lassen sich durch offene
Mengen trennen.

SATZ. Jeder kompakte Raum ist normal.

BEWEIS. Der Beweis beruht auf ganz genau demselben Trick, wie der des Hilfssatzes auf
S. 26, nur daf} dieser Trick jetzt zweimal angewendet werden muf}. Die erste Anwendung
besteht einfach darin, dafl der Hilfssatz zunichst zitiert wird: Nach diesem Hilfssatz
existieren namlich fiir jedes z € Z offene Mengen O,y , O’Z’Y mit

zEOz’y,YCO;y, Oz,YmO/z,Y:Q)'

{ZN0.y},., nun ist offene Uberdeckung von Z . Wegen der Kompaktheit von
Z gibt es also eine endliche Teiliiberdeckung {Z N Oy}, ., hiervon; mit anderen
Worten, es gibt eine endliche Indexmenge K C Z sodaB Z C |J,cj O.,y . Wir setzen

/ /
Ozy = U O.y , zZyYy — ﬂ Oz,Y :

zeK zeK

Als Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist OIZ,Y wieder offen. Schliefflich ist
OZ,Y N O/Z,Y =0 , denn

OzyNOyy = (JOy)n () Oby) = |J (Oeyn [) Oby),

ze€K z’eK zeK z'eK

und jede der Mengen O,y N[\, g Ol y ist =0,daschon O,y N0,y =0. O

Als Anwendung des vorhergehenden Satzes wollen wir nun auch ein Kriterium dafiir
herleiten, dafl ein Quotientenraum eines Hausdorff-Raumes wieder ein Hausdorff-Raum
ist. Das Kriterium ist formuliert fiir Quotientenriume von kompakten Ridumen. Das ist
einerseits der wichtigste (Spezial-)Fall, andererseits kann man aber auch das Kriterium
bisweilen in anderen Situationen anwenden, indem man in geschickter Weise Unterrdume
heranzieht.
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SATZ. Der Raum X sei kompakt (quasi-kompakt und Hausdorff). Z sei Quotien-
tenraum von X , mit Projektion q: X — Z . Dann sind dquivalent:

e 7 ist Hausdorfl-Raum
e ¢ ist abgeschlossene Abbildung.

BEWEIS. Die eine Richtung haben wir schon frither als Satz kennengelernt (S. 28). Wir
zeigen hier die Umkehrung. Wir nehmen also jetzt an, daf§ ¢ abgeschlossene Abbildung
ist. Wir werden uns davon iiberzeugen, dafl dann Z die Hausdorff-Eigenschaft hat.

Zunichst notieren wir, daf fiir jeden Punkt z € Z die einpunktige Menge {z} abge-
schlossen ist. Der Grund ist der: Fiir jedes x € X ist {x} abgeschlossen (denn wegen
der Hausdorff-Eigenschaft von X ist das Komplement Vereinigung von offenen Men-
gen). {z} nun ist das Bild einer solchen Menge, daher wieder abgeschlossen wegen der
vorausgesetzten Abgeschlossenheit der Abbildung ¢ .

Wir miissen die Abgeschlossenheit der Abbildung ¢ noch in einer andern Weise aus-
nutzen, die ein wenig raffinierter ist. Dazu fithren wir eine Begriffsbildung ein. Wir sagen
némlich, dafl eine Untermenge W von X saturiert ist, wenn sie die Bedingung erfiillt

W = ¢ '(qgW))

oder was dasselbe ist in Worten: wenn ein Punkt aus X denselben Bildpunkt hat
wie ein Punkt aus W , dann ist er schon in W enthalten. Mit dieser Begriffsbildung
kénnen wir nun eine Behauptung formulieren.

BEHAUPTUNG. Sei A abgeschlossene Menge in X , die saturiert ist. Sei U offene
Menge in X , die A enthélt. Dann existiert in U eine offene Menge V , die auch
noch A enthélt und die saturiert ist.

BEWEIS. Das Komplement CU ist abgeschlossen (weil U als offen vorausgesetzt war).
Also ist auch das Bild ¢(CU) abgeschlossen (weil die Abbildung ¢ als abgeschlossen
vorausgesetzt war). Also ist auch dessen Urbild ¢~ !(g(CU)) abgeschlossen (weil ¢
stetig ist). Dieses Urbild nun ist saturiert (Urbilder haben immer diese Eigenschaft)
und es ist punktfremd zu der Menge A (das Bild ¢(CU) ist punktfremd zu ¢(A),
weil CUNA = () und weil A saturiert ist; also ist ¢~ !(¢(CU)) punktfremd zu
¢ '(q(A)) = A). Das Komplement V = C(q !(¢(CU))) hat dann die gewiinschten
Figenschaften. U

Wir kénnen nun den Beweis des Satzes zu Ende fiihren. Was wir zeigen miissen, ist
dies: Wenn z1,290 € Z , 21 # 2z, dann existieren offene Mengen O, Os in Z mit
2’1601 s ZQEOQ, OlﬁOQZQ.

Sei Y1 =¢ '(21) und Y5 = ¢ !(22) . Wie eingangs notiert, sind ¥; und Y, Urbilder
abgeschlossener Mengen, daher selbst abgeschlossen. Wir nutzen jetzt die Normalitit
von X aus (ein kompakter Raum ist normal). Es gibt also punktfremde offene Mengen
O} und O} ,die Y7 und Y3 trennen. Diese offenen Mengen sind moglicherweise nicht
saturiert, wir konnen sie aber durch kleinere saturierte ersetzen (das sagt die obige
Behauptung). Wir brauchen jetzt nur noch anzumerken, dafl das Bild einer saturierten
offenen Menge in X immer eine offene Menge in Z ist. Die beiden Bildmengen sind
die gewiinschten offenen Mengen O; und O, . (]
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Anschlielend mochte ich noch einen Fall der Quotientenraum—Konstruktion diskutieren,
der besonders wichtig ist. Sei X ein Raum und Y C X eine nicht-leere Teilmenge.
Es bezeichne X/Y den folgenden (Quotienten—)Raum: Die Punkte von X/Y sind
— die Menge Y

— die einpunktigen Mengen {z}, z € X -Y .

Die Abbildung ¢ : X — X/Y ist definiert als diejenige Abbildung, die jedem Punkt
aus X seine Aquivalenzklasse zuordnet. Wenn A C X , so ist also

A, wenn ANY =0

—1 _
¢ (a(4)) = {AUY,Wenn ANY #0 .

SATZ. Sei X kompakt und Y C X . Es sind dquivalent:

e Y ist abgeschlossen in X
e X/Y ist Hausdorff-Raum.

BEwEIS. Wenn Y abgeschlossen ist, so ist fiir abgeschlossenes A C X die Menge

A bzw.

-1

A =
) = {47
auch abgeschlossen. Nach Definition der Quotiententopologie ist ¢ also abgeschlossene
Abbildung. Der vorige Satz sagt, dafl, folglich, der Quotientenraum die Hausdorff—
Figenschaft hat.

Wenn andererseits der Quotientenraum Hausdorff-Raum ist, so ist (wie wir bei fritherer
Gelegenheit auch schon notiert haben) jede einpunktige Menge darin abgeschlossen.
Speziell gilt das fiir den Punkt “ Y 7. Die Menge Y ist das Urbild dieses Punktes, sie
ist somit abgeschlossen. O

Den Raum X/Y kann man seltsamerweise auch in dem Fall definieren, wo der Unter-
raum Y die leere Menge ist (bose Zungen konnten das so kommentieren, dafl Topologen
sich nicht scheuen, selbst leere Mengen noch zu kollabieren!). Wie oben sind auch in
diesem Fall die Punkte von X/Y gegeben durch die Menge Y einerseits und die
einpunktigen Mengen {z}, z € X —Y | andererseits.

X/0 ist aber nicht Quotientenraum von X . Es hat nédmlich einen zusétzlichen Punkt,
eben “ ) ”; als Raum ist X /() die disjunkte Vereinigung X/0 = X U{0} .

Die soeben benutzte Begriffsbildung bedeutet, allgemein gesprochen, dies. Wenn X3
und X, topologische Riume sind, dann bezeichnet X;UX, die disjunkte Vereinigung
der beiden Réume. Die unterliegende Menge davon ist, nach Definition, die disjunkte
Vereinigung derjenigen von X; und X, ; die topologische Struktur ist so definiert:
Eine Menge A C X, U X, ist offen in X7 U X» genau dann, wenn ihre Schnitte mit
X7 und X, jeweils offen sind.
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Wir betrachten noch ein Beispiel einer etwas seltsamen Verklebe-Konstruktion. Wir
verkleben namlich zwei Kopien des abgeschlossenen Intervalls [0,1] entlang dem halb-
offenen Intervall [0,1); d.h., wir bilden den Quotientenraum von [0,1] U [0,1] be-
ziiglich der Aquivalenzrelation, die erzeugt ist von der Vorschrift:

(2;1) ~ (2/;2) = z=2", z<1

(dabei soll (z;1) den x entsprechenden Punkt aus der ersten Kopie von [0,1] be-
zeichnen; und (2;2) den 2’ entsprechenden Punkt aus der zweiten Kopie). Der ent-
standene Raum kann aufgefafit werden als das Intervall [0,1] mit einem zusétzlichen
Punkt. Er ist aber nicht die disjunkte Vereinigung; er ist nicht einmal ein Hausdorff—
Raum. Das sieht man z.B. durch Anwendung des obigen Satzes auf die Quotientenraum-—
Konstruktion. So hat die abgeschlossene Teilmenge [0,1] U von [0,1] U [0,1] ein
Bild, das nicht abgeschlossen ist; denn dessen Urbild ist die nicht—abgeschlossene Menge

g '(q([0,1]00)) = [0,1] U[0,1).

In dem Beispiel hat die Quotientenraum—Konstruktion die Eigenschaft, dafl die Urbilder
von Punkten zweipunktige oder einpunktige Mengen sind (also kompakt und deshalb
abgeschlossen). Das Beispiel illustriert deshalb auch, dafl es z.B. nicht hinreichend fiir
die Hausdorff-Eigenschaft eines Quotientenraumes Z von X ist, wenn man etwa
fordert, dafl die Quotientenabbildung ¢ : X — Z die Bedingung erfiillt: “Urbilder
von Punkten sind abgeschlossen”.
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Produkte

Wenn X; und X Mengen sind, dann ist die Produktmenge X; x X5 definiert als
die Menge der Paare

X1 x X9 = {(xl,l‘g) ‘ xleXl, JTQEXQ} .

Wenn X; und X, topologische Rdume sind, dann kann X; x X5 auf naheliegende
Weise wieder als topologischer Raum aufgefafit werden; die Details dazu werden wir in
Kiirze zur Kenntnis nehmen.

Man braucht Produkte unter anderem, um Funktionen von mehreren Variablen zu be-
trachten.

Mit Hilfe von Produkten kann man auch neue Ridume aus alten konstruieren. Ein Aspekt
dabei ist, dafl diese “neuen” R&ume oft ohnehin schon da sind; sie als Produkte zu
erkennen, kann interessante zusétzliche Information sein.

BEisPiEL. Der Kreisring K sei gegeben durch

K = {(x,y)€R2 | 1§\/x2+y2§2} :

Die Punkte von K kann man alternativ beschreiben durch ihre Polarkoordinaten. Die
Angabe der Polarkoordinaten kann aufgefaf3t werden als Abbildung
1 Ty
K — [172]><S ) (x,y)'—> (Tap)a WO T = 3324‘2427,0:(*,*);
rr
diese Abbildung ist bijektiv (die Abbildung ist sogar eine topologische Aquivalenz —
was z.B. folgt, sobald wir wissen, dal die Abbildung stetig ist, K kompakt und der
Zielraum Hausdorff-Raum). O

Um die Produkt-Topologie zu definieren, lassen wir uns leiten von dem speziellen
Fall metrischer Raume. Sind X; und X, metrische Rdume mit Abstandsfunktio-
nen di(—,—) und da(—,—),sokann X; x Xy aufgefafit werden als metrischer Raum
mit der Abstandsfunktion

d((z1,22), (Y1,y2)) = max(di(21,y1), d2(22,y2)) -

Die Kugeln beziiglich dieser Metrik auf X x Y sind eigentlich eher Kiéstchen; sie sind
vom Typ
Ul(l‘l,f-:) X Uz(l‘z,&) .

Man kann nun offene Mengen auf folgende Weise charakterisieren. Sei O C X7 x Xs .
Dann sind dquivalent

— O ist offene Teilmenge des metrischen Raumes X; x Xo
— fiir jedes (z1,22) € X7 x Xy existiert € >0 mit Uy(zy,e) X Ug(x2,e) C O .
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Dies kénnen wir auch formulieren, ohne die Metrik explizit zu nennen. Unter Ausnutzung
dessen, dafl jede Umgebung noch eine offene Umgebung enthilt, erhalten wir:

Seien X7, X, metrische Rdume. Eine Teilmenge O C X; X Xy ist genau dann offen,
wenn fiir jedes (x1,22) € O offene Mengen A C X7, B C X, existieren, so daf

rn€A,meB, AxB CO.

Wir nehmen das zum Anlaf fiir die nachfolgende Definition.

DEFINITION. Seien X7, X5 topologische Rdume. Die Produkt—Topologie auf X; x X5
ist gegeben durch die folgende Vorschrift. Eine Menge O C X; x X5 ist offene Menge
in X; x Xy genau dann, wenn gilt: fiir jedes (z1,z2) € O existieren offene Mengen
AC Xy , B C Xy mit

1 €A, €€B, AxB CO.

Die Definition sagt, mit anderen Worten, dafl die offenen Mengen von X; x X5 genau
diejenigen sind, die sich als Vereinigung von Késtchen—-Mengen A x B darstellen lassen
(wo A und B offene Mengen in X; bzw. X, sind).

In dem Zusammenhang ist es angebracht, eine Vokabel zu nennen. Sei Y ein topologi-
scher Raum, sei B ein System von offenen Mengen in Y . Man sagt, B ist eine Basis
der Topologie von Y | wenn sich jede offene Menge in Y darstellen 1483t als Vereinigung
von Mengen aus B . In dieser Sprache lduft die Definition der Produkttopologie darauf
hinaus, daf die genannten Késtchen—Mengen eine Basis der Topologie in dem Produkt—
Raum bilden.

Die Definition der Produkttopologie beinhaltet noch eine stillschweigende Behauptung,
wie wir uns jetzt klarmachen; das ist die folgende

BEHAUPTUNG. Das oben definierte System von offenen Mengen ist tatsdchlich eine
topologische Struktur auf X; x X5 ; das heifit, es erfiillt die Axiome O1 — O4.

(BEwEis. Ubungsaufgabe. )

Wir konnen jedem Punkt (x1,z2) aus X3 x Xy seine erste Koordinate, d.h., den Punkt
x1 € X1 zuordnen. Das gibt eine Abbildung, die erste Projektion, pry : X1 xXo — X1 .
Diese Abbildung ist stetig. Denn sei A C X; offen. Dann ist pr; '(A) = Ax X, , und
das ist offen in X; x X5 nach Definition der Produkttopologie. Entsprechend haben
wir die zweite Projektion pra : X; x X9 — Xo, (x1,x2) +— x2 ; diese ist ebenfalls
stetig.

SATZ. Seien X1, Xo und Z topologische Riume, X1 x X5 sei mit der Produkttopolo-
gie versehen. Sei f:Z — X1 x X5 eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

— [ ist stetig
— die Abbildungen f; = priof: Z — Xy, fo = proof: Z — X, sind stetig.
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BEwWEIS. Wenn f stetigist, soist f; = priof als Komposition stetiger Abbildungen
wieder stetig; fo ebenso.

Fiir die Gegenrichtung nehmen wir nun an, dal f; und f> stetig sind. Sei O offene
Teilmenge von X7 x Xs , wir wollen zeigen, dafl f~1(O) offenin Z ist. Nach Definition
der offenen Mengen in X; x X5 ist O Vereinigung von Mengen des Typs A x B .
Es folgt, dal f~1(O) Vereinigung von Mengen des Typs f (A x B) ist. Es geniigt
deshalb zu zeigen, dafl f~!(A x B) offen ist, wenn A offen in X; , B offenin X, .
Nun ist

fTYAxB) = {z€Z|f(z) e Ax B}
={zeZ| fi(z) €A, fa(z) € B}
= hTHA) N fTHB).

Das ist der Durchschnitt von zwei Mengen, die beide offen sind wegen der vorausge-
setzten Stetigkeit von fi; und f5 ; der Durchschnitt ist also auch offen. O

BEISPIEL. Die oben betrachtete Abbildung
E — [1,2] xS", (z,y)— (r,p)
ist stetig; denn die beiden Abbildungen
KE—[2], (@yr—r, K-—8, (@y)r—p

sind stetig. O

Man kann Produkte allgemeiner betrachten. Die Anzahl der Faktoren braucht nicht
einmal endlich zu sein.

Dazu sei ¢ — X;, ¢ € I, eine indizierte Menge von Mengen. Die Produktmenge
[L;c; X: ist definiert als die Menge der “Tupel”,

H Xi = {{xitier | v € Xi} .

i€l

Ist zum Beispiel I die Menge {1,...,n} , dann ist das Produkt ], ; X; die Menge
{(.’L’l,...,l'n) ‘[BZ GXZ} = XixXgx---xX,.
Ist I = {1,2,...}, die Menge der natiirlichen Zahlen, so ist das Produkt [[,.; X;

die Menge der Folgen
(wl,l’g, ) , i € X5 .
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Es sei nun i — X;, ¢ € I, eine indizierte Menge von topologischen Rdumen. Wir
mochten das Produkt J],.; X; ebenfalls als topologischen Raum auffassen, und zwar
in der Weise, daf} folgendes gilt:

e Jede der Projektionen prj: ([I,c; Xi ) — X; ., {xi}ie; — x; Ist stetig.

e Die topologische Struktur von [],.; X; soll durch die topologischen Strukturen der
Faktoren X; vollstdndig bestimmt sein.

Die erste dieser Aussagen impliziert: Ist A; offene Menge in X , dann ist pr;~'(A;)
offene Menge in [];.; X; ; d.h., die Menge derjenigen Tupel, deren j-te Komponente
in A; liegt,
pr; N4y = A4 x [ X,
i€l i#j
ist offen.

Die zweite der Aussagen sagt, dafl es nicht mehr offene Mengen geben soll als diejeni-
gen, deren Existenz durch das gerade Gesagte zusammen mit den Axiomen O1 — O4
erzwungen ist.

Was das bedeutet, konnen wir ein klein wenig besser formulieren, wenn wir geeignete
Vokabeln benutzen, ndmlich die Begriffe Basis und Subbasis. Die erste der beiden fol-
genden Definitionen kennen wir schon:

DEFINITION. Sei X topologischer Raum. Ein System B von offenen Mengen in X
heifit Basis der Topologie, wenn jede offene Menge in X sich darstellen 148t als Ver-
einigung von Mengen aus B .

DEFINITION. Sei X topologischer Raum. Ein Sytem 8 von offenen Mengen in X
heifit Subbasis der Topologie, wenn gilt: Die endlichen Durchschnitte von Mengen aus
§, d.h. die Mengen der Art [, .x Ax, Ar € 8, Kendlich, bilden eine Basis der
Topologie.

Es folgt aus diesen beiden Definitionen, daf sich jede offene Menge in X darstellen 1483t
als Vereinigung endlicher Durchschnitte von Mengen aus § ; d.h., sie i3t sich darstellen
in der Form

(%) U ( ﬂ Ak ) (wobei Ay € 8 , K, endlich fiir alle { ).
leL EkeK,

Umgekehrt kann man folgendes sagen: Sei X’ eine Menge, sei 8§ ein System von
Teilmengen von X', das die Bedingung erfiillt

Pes, X €8.
Man definiert ein System A von Teilmengen von X’ wie folgt: Eine Teilmenge A von
X’ sollzu A gehéren, wenn sie sich in der Art (%) darstellen 1d8t; also als Vereinigung

von endlichen Durchschnitten von Mengen aus § .
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Das System A seinerseits ist dann abgeschlossen gegeniiber der Bildung von Vereini-
gungen und endlichen Durchschnitten. M.a.W.

BEHAUPTUNG. Das System A erfiillt die Axiome O1 — O4 (das System A ist also
eine topologische Struktur auf X’ ).

(BEwEis. Ubungsaufgabe. )

Fiir die so konstruierte topologische Struktur ist das urspriingliche System § eine Sub-
basis der Topologie. Die beschriebene Konstruktion leistet das, was oben als wiinschens-
wert vorgestellt wurde; ndmlich eine Topologie anzugeben, die als offene Mengen enthélt

- die Mengen aus 8

- und was durch diese und die Axiome O1 — O4 erzwungen ist.

Wir konnen die allgemeine Beschreibung der Produkttopologie nun so prézisieren:

DEFINITION. Eine Subbasis der Topologie von [[,.; X; ist gegeben durch die Mengen
vom Typ
A]‘ X H X, Aj - Xj offen.
i€l i#j

Es ist andererseits natiirlich auch moglich, eine Basis der Topologie direkt anzugeben;
das ist nur wenig komplizierter. Wir betrachten Fille.

(a) I={1,2}. Seien A; C X;, Ay C Xy offen. Dann ist

A1XA2 = A1><X2 N X1XA2.
Die Mengen dieses Typs sind bereits abgeschlossen gegeniiber der Bildung von endlichen
Durchschnitten. Sie bilden daher eine Basis (nicht nur eine Subbasis) der Topologie

auf X; x X5 . Das ist natiirlich genau die Topologie auf X; x X5 , die wir schon
kennengelernt haben.

(b) Allgemeiner: Sei I ={1,2...,n} und A; C X; offen; dann ist

A x Agx -+ x A, = A1 xXogx - xX, N X1 XAy xXgx---xX, N
N Xy x Xogx---x X1 XA,

offen in [[,c; X; . Wie in (a) bilden die Mengen dieses Typs schon eine Basis der
Topologie auf X7 x --- x X, .
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(¢) Ganz allgemein: Sei I beliebig. Die Mengen vom Typ

II 4 x JI Xi.  AxcCXi offen, K CT endlich,
kEK iel,igK
bilden eine Basis der Topologie auf [[,.; X; . — Wenn andererseits aber J C I eine

nicht—endliche Menge ist und A; offene Menge in X; , 0 # A; # X; , dann ist die

Menge

icJ iel,i¢J

nicht offene Menge im Produktraum (denn sie enthélt keine(!) nicht—leere Basismenge
der Topologie). Insbesondere folgt auch, dafl ein nicht—endliches Produkt diskreter
Réume (mit jeweils mehr als nur einem Punkt) nicht wieder diskret sein kann. Wir
betrachten einen speziellen Fall als Beispiel.

BEISPIEL. Sei X topologischer Raum und I Indexmenge. Es bezeichne

x' = ] Xi, wobei X; =X fiiralle i.
el

Sei jetzt
X = {0,1} ( = diskreter Raum mit 2 Punkten)

und
I =N ={1,2,...} (= Menge der natiirlichen Zahlen) .

Der sog. Raum der 0—1—Folgen ist nun, nach Definition, der Produktraum
{0,13"

Dieser Raum ist, wie schon bemerkt, nicht diskret. Kann man mehr dariiber sagen? Ja,
der Raum ist topologisch dquivalent zur Cantor-Menge! (s. Ubungszettel Nr. 6). O

Wir kehren zur Beschreibung der Produkttopologie mit Hilfe von Subbasen zuriick.
Dazu wollen wir einen einfachen Sachverhalt zur Kenntnis nehmen. Um eine Subbasis
der Topologie des Produktraums zu erhalten, braucht man namlich nicht, wie oben, alle
der offenen Mengen A; C X; , es langt vielmehr, wenn das A; seinerseits nur eine
spezifizierte Subbasis der Topologie von X; durchlduft, wie wir nun als Satz formulieren
wollen. Natiirlich wird die erhaltene Subbasis i.a. eine andere sein als vorher.
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SATZ. Sei {X;}icr eine Familie von topologischen Rdumen. Sei 8; eine Subbasis von
X . Dann ist eine Subbasis der Topologie von [],.; X; gegeben durch die Mengen vom
Typ

Aj X H X; Aj S 8]‘ .

i€1,it]

BEwEIs. Fiir die Zwecke dieses Beweises bezeichne eine Auffiillung eines Mengen-
systems den folgenden Proze: man darf beliebige Vereinigungen von endlichen Durch-
schnitten zu dem System hinzufiigen. In dieser Sprache kénnen wir die weiter oben
formulierte Behauptung auch so aussprechen, dafl aus einer Subbasis durch Auffiillung
eine topologische Struktur wird. Eine topologische Struktur andererseits 148t sich nicht
weiter auffiillen: die beliebigen Vereinigungen von endlichen Durchschnitten sind alle
schon da.

Das konnen wir auch so formulieren: Wenn man schon einmal aufgefiillt hat, dann
bewirkt eine weitere Auffiillung keinen Unterschied mehr; oder: Es macht keinen Unter-
schied, ob man einmal auffiillt oder gleich zweimal hintereinander.

Wenn man aber zweimal hintereinander auffiillen darf, so ist es offensichtlich, dal man
aus dem in dem Satz angegebenen Mengensystem alles verlangte erhilt: Da 8; Sub-
basis von X ist, liefern die Mengen des Satzes bei einer ersten Auffiillung schon alle

die Mengen vom Typ
Aj X H )(Z

i€l i#)
wo Aj offene Teilmenge von X ist (der Index j wird hier als festgehalten betrachtet).
Bei einer zweiten Auffiilllung ( j wird nicht mehr als fest betrachtet) liefern letztere

schliellich alle offenen Mengen des Produktraumes, da sie ja, nach Definition der Pro-
dukttopologie, eine Subbasis bilden. O

Als Anwendung nehmen wir zur Kenntnis, daf} ein Produkt von mehr als zwei Rdumen
auch als iteriertes Produkt aufgefafit werden kann.

BEMERKUNG. Seien Xi,..., X, topologische Riume. Es gibt eine topologische Aqui-
valenz
Xix...xX, — (Xix...xX,1) x X, .

BEWEIS. Die Abbildung ordnet dem n-Tupel (x1,...,2,) das Paar zu, das besteht aus
dem (n—1)—Tupel (z1,...,2,—1) und dem Punkt =z, . Die Abbildung ist bijektiv.
Die Bijektion respektiert die topologische Struktur. Denn die Mengen vom Typ

Aj X H Xz
ie€{l,...,n},1#j

bilden, nach dem gerade beschriebenen Satz, auch fiir den Zielraum eine Subbasis der
Topologie. O
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Uber Produkte allgemein gibt es den beriihmten Satz von Tychonoff, der besagt, dal das
Produkt einer Familie von kompakten Rdumen auch wieder ein kompakter Raum ist.
Wir werden den Satz in dieser Allgemeinheit nicht benétigen. Wir beschranken uns
deshalb auf den Spezialfall endlicher Produkte, da dieser Spezialfall erheblich ein-
facher zu behandeln ist. Per Induktion kann man den Spezialfall endlich vieler Faktoren
zuriickfithren auf den noch spezielleren Fall von nur zwei Faktoren.

SATZ. Seien X,Y kompakte Ridume. Der Produktraum X xY ist kompakt.

KOROLLAR. Seien Xi, Xo, ...,X,, kompakte Rdume. Dann ist X; X Xo X ... X X,
ebenfalls kompakt.

BEWEIS. Per Induktion iiber n konnen wir annehmen, dafl X; x...x X,,_; kompakt
ist. Nach dem Satz ist
(X1 x...x X, 1) x X,

dann auch kompakt. X; x Xo x ... x X, ist zu diesem Produktraum topologisch
dquivalent (s. oben), also ebenfalls kompakt. O

BEWEIS DES SATZES. Wir priifen zunéchst die Hausdorff-Eigenschaft nach: Sind X,Y
Hausdorff-Rdume, dann auch der Produktraum X x Y . Das ist aber klar, denn seien
(z,y), (2/,y') zweil Punkte aus X xY . Wenn (z,y) # (2/,y'), dann ist entweder
x # 2 oder y # vy . Sei etwa x # 2’ . Da X Hausdorfl-Raum ist, gibt es offene
Mengen A., Ay in X mit

x€A,, €Ay, Ay NAy =0.

A, xY und A, xY sind dann offene Mengen in X x Y von der geforderten Art.

Nun zur Uberdeckun_gseigenschaft: Seien X und Y als quasi-kompakt vorausgesetzt.
Sei {O;};er offene Uberdeckung von X x Y . Wir wollen zeigen, es gibt eine endliche
Teilmenge J C I mit |J,c;0; = X xY .

Es ist, nach Definition der Produkttopologie, jede offene Menge in dem Produktraum
darstellbar als Vereinigung von offenen Mengen spezieller Art (Kédstchen—Mengen).
Speziell gilt das fiir die Mengen O; . Wir diirfen also annehmen (und wir werden
das sogleich auch tun), dafl jede der Mengen O; auf irgendeine Weise in dieser Form
tatséchlich dargestellt ist,

0, = U Al x B) Al offen in X, B} offeninY .
keK;

Wir definieren nun eine neue Indexmenge (die disjunkte Vereinigung der K; )

K= UK = {(h) | keKi} .
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Dann ist

U %x%::U<LJ%X%>:LJ@:XXY.

(i,k) e K i€l “keEK; iel

Deshalb ist {Ai3 X B}c} (i) € K ebenfalls eine offene Uberdeckung von X xY . Es wird

nun gentigen, zu zeigen, daf8 diese (!) Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung hat.
Denn jede der Mengen davon ist enthalten in einer der Mengen O; , und wenn man die
Mengen einer Uberdeckung vergréBert, so erhilt man wieder eine Uberdeckung. Man
braucht also zum Schlufl nur die fraglichen endlich vielen Késtchen durch die passenden
O; zu ersetzen, um die gewiinschte endliche Teiliiberdeckung von {O;};c; zu erhalten.

Wir dndern jetzt die Notation und fangen noch einmal von vorne an. Sei also [ eine
Indexmenge und sei {A; x B;},.; eine Familie von Mengen, mit den Eigenschaften

A; C X offen, B; CY offen, |J,c; AixB; = X xY.

Wir wollen zeigen, daf8 diese Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung hat.

HivLrssaTz. Sei x € X . Es existiert eine endliche Teilmenge I, C I mit

Ul&x& > {z}xY.
i€,

BEWEIS. Zunéchst merken wir an, daf der Unterraum {z} xY von X xY topologisch
dquivalent ist zu Y . Denn wegen der Definition von Produkttopologie einerseits und
Unterraumtopologie andererseits 148t sich jede offene Mengen in {z} x Y darstellen in
der Form

{2} xY) 0 (Uper (Aex B)) = Ugey, {2} x ¥) 0 (Ar x By)
(wo A; und By offene Mengen aus X bzw. Y bezeichnen). Es gilt auch

({a} x ¥) N (A x By) = {{x}xBé falls « € A

0 falls = ¢ Ay .

Die Bijektion {z}xY —Y | (z,y)— vy, bildet also offene Mengen auf offene Mengen

ab; sie ist daher eine topologische Aquivalenz.

Nun war Y als quasi-kompakt vorausgesetzt. Es folgt, dal {z} x Y quasi-kompakt
ist. Die offene Uberdeckung

{ (Aix Bi) N ({#}NY) }ieq
hat also eine endliche Teiliiberdeckung, d.h., es gibt die behauptete endliche Teilmenge

I, C I mit (J;e; Ai x Bi O {2} xY . Der Hilfssatz ist damit bewiesen. O
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Sei weiterhin o € X ein fester Punkt. Sei I, die durch den Hilfssatz gegebene Un-
termenge der Indexmenge. Wir kénnen annehmen, da§ = € A; fiir alle ¢ € [, (denn
die A; x B; mit x ¢ A; tragen zur Uberdeckung von {2} x Y ja gar nichts bei; wir
koénnten sie notfalls einfach weglassen). Es ist dann

r € Ay = ﬂ A
i€l

und A, ist als endlicher Durchschnitt von offenen Mengen wieder offen in X .

Andererseits ist Y C ,.; Bi . Dennaus {z} xY C |,.; A; x B; folgt ja

i€l, i€l,

{z} xY C {z} x UBZ"

i€ly

Da weiterhin A, in jedem der A; , ¢ € I, , enthalten ist, folgt somit, dafl der gesamte
“Streifen” A, x Y von endlich vielen der Mengen A; x B; schon iiberdeckt wird: es
ist
AmXY C U A,LXBl
iel,

Wir brauchen nun nur noch die Quasi-Kompaktheit von X auszunutzen: Die offene
Uberdeckung {A;}, .y von X hat eine endliche Teiliiberdeckung {A.} Damit
ist nun

zeK

{Ai X Bi}icr, zek
endliche Uberdeckung von X x Y . Es ist dies eine Teiliiberdeckung der vorgegebenen
Uberdeckung {A; x Bi};cr bis allenfalls auf die Tatsache, dafl moglicherweise einige
Mengen davon nun mehrfach gezéhlt worden sind (bedingt durch die andere Indizierung).
Solche Mehrfachnennungen kénnen wir gegebenenfalls einfach weglassen, wir erhalten
dann eine Teiliiberdeckung. Der Satz ist bewiesen. U

Als Anwendung des Satzes (oder des Korollars) wollen wir die kompakten Teilmengen
des R™ behandeln (Satz von Heine-Borel).

Bezeichne ein Quader das Produkt von endlich vielen abgeschlossenen Intervallen,

[al,bl] X [ag,b2] X ... X [an,bn] .

BEHAUPTUNG. Dieser Raum ist topologisch dquivalent zu dem entsprechenden Unter-
raum des R" ,
{(@1,....2n) € R" | a; < < b} .
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Zusatz zu S. 40-42

( eine etwas andere Formulierung des Beweises von: )

SATZ. Sind X, Y quasi-kompakt, dann auch ihr Produkt X xY .

BEWEIS. Sei {O;}ic; offene Uberdeckung von X xY . Wir wollen zeigen, es gibt eine
endliche Teilmenge J C I mit (J;c;0; = X XY .

Wir verschaffen uns eine neue Uberdeckung {O.}.exxy dadurch, da§ wir zu je-
dem Punkt z € X x Y eine der Mengen O; auswéhlen, die z wirklich enthélt
(so eine Menge gibt es!) und diese Menge dann mit O, bezeichnen. Es wird nun
geniigen zu zeigen, da8 diese Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung hat. Denn es
konnte letztlich allenfalls passieren, dafl unter den schlieSlich erhaltenen endlich vielen
O, irgendwelche der O; vielleicht mehrfach vorkommen; solche Mehrfachnennungen
konnen wir gegebenenfalls natiirlich einfach weglassen.

Zu jedem Punkt z € X x Y verschaffen wir uns nun offene Mengen A, C X und
B, CY , sodaf
A, xB, C O, und =z € A,xB,

(das geht, da ja die Késtchen-Mengen eine Basis der Produkttopologie bilden). Es
wird nun geniigen zu zeigen, daf die Uberdeckung {A,xB.}.cxxy eine endliche
Teiliiberdeckung hat. Denn wenn |J,.; A.xB. schon ganz X xY ist, dann natiirlich
auch (J,.;0., daja A.xB, C O, fiiralle z.



BEWEIS. Die offensichtliche Abbildung (ndmlich das i—te Intervall wird mit seinem
Bild im i—ten Faktor von R™ identifiziert) ist bijektiv. Wir iiberlegen uns, dafl die
Abbildung eine topologische Aquivalenz ist.

1. Beweis. Der Quader als Produktraum, bzw. der Quader als Unterraum von R”
haben dieselbe topologische Struktur. Denn in beiden Fillen ist eine Basis der Topologie
gegeben durch Késtchen—Mengen, wo der i— te Faktor des Késtchens ein relativ—offenes
Intervall im ¢— ten Faktor des Quaders ist.

2. Beweis. Die Abbildung vom Quader in den R"™ ist stetig nach dem Kriterium dafiir,
wann eine Abbildung in einen Produktraum stetig ist; denn jede der Komponenten—
Abbildungen ist stetig: die i—te Komponentenabbildung ist die Komposition der Pro-
jektion des Quaders auf seinen i— ten Intervall-Faktor mit der Inklusion dieses Faktors
in die i—te Koordinate von R"™ . Die resultierende stetige bijektive Abbildung vom
Quader auf seinen Bildraum in R™ ist eine topologische Aquivalenz nach dem funda-
mentalen Kriterium, das wir hergeleitet haben; denn der Zielraum ist Hausdorff-Raum
(als Unterraum des R”™ ), und der Quellenraum ist kompakt (als endliches Produkt von
kompakten Rdumen, nédmlich von Intervallen). O

Von jetzt an werden wir gelegentlich einen Quader auch stillschweigend identifizieren
mit dem entsprechenden Unterraum eines R'™ .

SATzZ. (Satz von Heine-Borel). Eine Teilmenge des R™ ist genau dann kompakt, wenn
sie beschrdnkt und abgeschlossen ist.

BEwWEIS. Wenn X C R™ beschrinkt ist, dann existiert ein Quader in R™, der
X enthélt. Wenn X in R™ abgeschlossen ist, dann ist X auch abgeschlossen in
diesem Quader. Wir haben erhalten, dafl X abgeschlossene Teilmenge eines kompak-
ten Raumes (des Quaders) ist. Wie wir wissen, impliziert dies, da} X selbst kompakt
ist.

Sei umgekehrt X als kompakt vorausgesetzt. Da R"™ Hausdorff-Raum ist, folgt, wie
wir wissen, dafl X abgeschlossen in R™ ist. Um weiter die Beschrinktheit von X
einzusehen, argumentieren wir explizit mit einer Uberdeckung. Némlich wir {iberdecken
R™ durch Einheitsquader (Wiirfel der Kantenldnge 1, deren Eckpunkte ganz—zahlige
Koordinaten haben). Wire dies eine offene Uberdeckung, so kénnten wir die induzierte
Uberdeckung von X betrachten; aus der (Quasi-)Kompaktheit von X wiirde dann
folgen, dal X schon in (der Vereinigung von) endlich vielen der Einheitsquader enthal-
ten sein muf}, also beschréankt ist. Nun bilden die Einheitsquader natiirlich keine offene
Uberdeckung, da ja ein Quader nicht offene (sondern abgeschlossene) Teilmenge von R™
ist. Wir miissen das Argument also modifizieren. Eine ganz kleine Modifikation ist aus-
reichend: wir ersetzen jeden der Quader durch eine ein wenig gréflere offene Menge, die
ihn enthélt (z.B. einen offenen Quader der Kantenldnge 2 ). Aus der Kompaktheit von
X folgt tatséchlich nun, dal X in der Vereinigung von endlich vielen der modifizierten
Quader enthalten ist; also beschrankt ist. O
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Beispiele von Produkten.

BrISPIEL (a) S! x S!'. Die Abbildung f: [0,27] — R? | f(t) = (cost, sint),
induziert eine topologische Aquivalenz

g: [0,27]/0~27r =5 Bild(f) = S* = {(z,y) eR* | 22 +y> =1}
(das folgt z.B. aus dem Satz: “X — Y surjektiv, X kompakt, Y Hausdorfl” im-
pliziert “Y trigt die Quotiententopologie”). Es folgt hieraus, per Produktbildung,
da S! x S! topologisch dquivalent ist zu
([0,27] /0~27) x ([0,27]/0~27) .
Andererseits gibt es auch eine surjektive Abbildung (Produkt der Projektionen)

[0,27] x [0,27] — (]0,27]/0~27) x (]0,27]/0~2m) .

Anwendung desselben Satzes wie oben liefert nun: ([0,27]/0~27) x ([0,27]/0~27)
(und damit auch S* x S1) ist topologisch dquivalent zu dem Quotientenraum

([0,2x] x [0,27]) / (s,0)~(s,27m) , (0,t)~(2m,t) ;

mit anderen Worten: S* x S! ist topologisch dquivalent zu dem Raum, den man aus
dem Quadrat erhélt durch “Verkleben” von je zwei gegeniiberliegenden Seiten.

Fiir eine weitere Beschreibung von S! x S! definieren wir eine Abbildung
h: [0,27] x [0,27] — R, (s,t) > ( (coss)(2+4cost), (sins)(2+cost), sint)
diese Abbildung hat die Eigenschaft:

(s,t) = (s',t') oder
h(s,t) = h(s',t') < s=0, s =27 (oder umgekehrt), ¢ beliebig oder
t=0, t' =2r (oder umgekehrt), s beliebig .

Mit Hilfe des oben zitierten Satzes erhalten wir: der Raum
([0,27] x [0,27]) / (s,0)~(s,2m) , (0,)~(2m,1) ;
ist topologisch dquivalent zu dem Raum Bild (h) . Anschaulich gesprochen, erhiilt man

diesen Raum Bild (h) , indem man den Kreis mit Radius 1 und Mittelpunkt (2,0,0)
um die z —Achse rotiert (“S! x S1 ist ein Torus”).
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BEISPIEL (b) “Abgeschlossener Kreisring”. Sei 0 < a < b . Die Abbildung
{(,y) eR® |a<Va2+y2<b} — S' x [a,0]
o) — ((5.4) r=vaey)

ist eine topologische Aquivalenz (denn sie ist eine stetige bijektive Abbildung mit kom-
paktem Definitionsbereich und Hausdorff-Raum als Wertebereich).

BEISPIEL (c¢) “Offener Kreisring”. Sei wieder 0 < a < b . Die Abbildung

{(2,9) €R? |a< 22 +2<b} — S' x (a,b)

definiert wie oben ist auch eine topologische Aquivalenz; denn sie ist bijektiv und sie ist
die Einschrinkung einer topologischen Aquivalenz (nédmlich der vorigen).

BEISPIEL (d) “Punktierte Ebene”. Die Abbildung

R*—0 — S'x (0,00) , (z,y) — ((Z,%),r)

T

ist ebenfalls eine topologische Aquivalenz. Denn einmal ist die Abbildung bijektiv, zum
andern ist die Stetigkeit der Abbildung bzw. ihrer Umkehrabbildung eine lokale Eigen-
schaft; sie folgt daher aus der Stetigkeit im vorigen Beispiel. Im Detail:

Sei (z,y) # (0,0) . Wihle a,b so daB 0 < a < r < b. Dann ist S x (a,b) of-
fene Umgebung von Bild(x,y) . Nach dem vorigen Beispiel ist die Umkehrabbildung
stetig in dieser Umgebung von Bild (x,y) , deshalb insbesondere auch stetig im Punkt
Bild (z,y) . Ahnlich erhilt man die Stetigkeit der Abbildung selbst.

BEISPIEL () S' xR . Weil R topologisch fquivalent ist zu (0,00) , folgt auch

S'xR ~ S'x(0,00) ~ R*-0.

Allgemeine Versionen dieser topologischen Aquivalenzen.

Fir x = (21,...,2,) € R" bezeichne |z|| = vz12+ -+ 2,2 die euklidische Norm.
Die n—dimensionale Sphdre S™ ist definiert durch

" = {zeR™ | =1}

(b’) Sei 0< a. Die Abbildung
{zeR" [a< |2l <b} — S"'x a0, x+— (3, llzll)

|||

45



ist stetig und bijektiv. Sie hat kompakten Definitionsbereich und Hausdorffschen Ziel-
bereich, sie ist also eine topologische Aquivalenz.

(¢/) Sei 0< a. Die Abbildung
{zeR" |a<|z]|<b} — 8" 'x (a,b)

ist definiert wie die vorige. Sie ist bijektiv und ist als Einschrdnkung einer topologischen
Aquivalenz ebenfalls wieder eine topologische Aquivalenz.

(d") Sei 0<a<b<oo. Die Abbildung
{zeR" |a<|z]|<b} — 8" 'x (a,b)

ist bijektiv, und sie stimmt “lokal” mit der vorigen Abbildung tiberein; damit ist auch
sie eine topologische Aquivalenz.

(e/) Mit R = (0,00) folgt schlielich noch:

S R ~ S"lx (0,00) ~ R"—0
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Verklebe—Konstruktionen

Die disjunkte Vereinigung topologischer Rdume wurde frither schon angesprochen. Wir
nehmen sie hier in allgemeiner Form zur Kenntnis.

Wenn ¢ +—— X; , ¢ € I, eine indizierte Familie von Mengen ist, dann bezeichnet die
disjunkte Vereinigung die Menge der Paare

HiGIXi = {(Z,.%')"LGI, .%'GXZ}

Fiir jedes j € I enthélt diese Menge eine Kopie der Menge X ; némlich die Unter-
menge
{ (.77 IB) ‘ (S X] } ’

die ja zu X; kanonisch (= in ganz bestimmter, ausgezeichneter Weise ) isomorph ist.

DEerFINITION. Wenn die X; topologische Rdume sind, dann sei die disjunkte Vereini-
gung auf die folgende Weise mit einer topologischen Struktur versehen: eine Teilmenge
A C I;er X; ist offen dann und nur dann, wenn fiir jedes j € I die Menge

AN X,
offen in X; ist (dabei haben wir X; identifiziert mit {(j,z) |z € X, }).

Aus der Definition folgt auch: Fiir jedes j ist die Untermenge {(j,z) | x € X;} von
I;e; X; eine offene Untermenge, und sie ist (als Unterraum) kanonisch isomorph zu
X ; die Abbildung x ~— (j,z) definiert eine topologische Aquivalenz von X; zu
diesem Unterraum,

X; — {0 |reX;}.

Solange das nicht zu Mifiverstindnissen fithrt, konnen (und wollen wir gelegentlich auch)
so tun, als sei X; dasselbe wie der angesprochene Unterraum.

Ein nicht sonderlich interessantes Beispiel fiir die Konstruktion ist das, wo jeder der
R&ume X; nur aus einem einzigen Punkt besteht. In diesem Falle ist II;c; X; dasselbe
(oder, wenn man es ganz genau nehmen will, “dasselbe bis auf kanonische Isomorphie”)
wie die Menge I mit der diskreten Topologie.

Einer der interessantesten Fille fiir die Konstruktion ist der auch frither schon ange-
sprochene Fall, wo die Indexmenge gerade zwei Elemente hat, etwa I = {1,2} . Wir
wollen fiir diesen Fall eine andere Notation einfiihren; ndmlich statt Il;cq; 0y X; wer-

den wir auch schreiben X; U Xy (oder sogar einfach nur X; U X5 ; was allerdings zu
Mifiversténdnissen fithren kann, wenn man nicht aufpaft).

SATZ. X sei topologischer Raum. Es sind dquivalent:
e X ist nicht zusammenhéngend

e X ist topologisch dquivalent zu einer (nicht—trivialen) disjunkten Vereinigung.
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BEWwWEIS. Wir schauen nach, was die Definitionen bedeuten. Die Aussage “X ist nicht
zusammenhédngend” heifit, dafl es nicht-leere offene Mengen A;, A5 C X gibt, mit
ATUA; = X, AN Ay = 0. Es folgt, dafl die Abbildung

AlL:JAQ%AlUAQ:X, (i,.%')'—>l',

bijektiv ist, stetig, und auch offen (weil ja A; und Ay offen in X sind). Die Abbil-
dung ist also eine topologische Aquivalenz.

Sei umgekehrt X = II;c;X; undsei j € I . Dannsind X; und I;er ;2; X; offen in
X , und disjunkt. O

BEMERKUNG. Wenn X ein topologischer Raum ist, und =z € X ein Punkt darin, so
kann man einen Raum X, definieren, die sogenannte Zusammenhangskomponente von
x in X . Nach Definition ist dies der grofite zusammenhéngende Unterraum von X |
der z enthilt (es ist iibrigens gar nicht selbstversténdlich, daf§ ein solcher Unterraum
iiberhaupt existiert, der Beweis fiir die Existenz ist auch nicht trivial). Man muf} sich
nun hiiten vor der Annahme, dafl etwa jeder topologische Raum so etwas wire, wie
die disjunkte Vereinigung seiner Zusammenhangskomponenten; GEGENBEISPIEL: der
Raum Q der rationalen Zahlen (mit Unterraumtopologie als Unterraum von R) ist
total unzusammenhingend in dem Sinn, daf} je zwei Punkte in verschiedenen Zusam-
menhangskomponenten liegen (denn zwischen je zwei rationalen Zahlen z; und
liegt ja immer noch eine irrationale Zahl x3) . Die Zusammenhangskomponenten sind
also schlicht einpunktige Mengen in dem Fall. Andererseits ist die Unterraumtopolo-
gie auf den rationalen Zahlen selbstverstéindlich nicht die diskrete Topologie; anders
ausgedriickt: es gibt sicherlich auch Funktionen auf Q , die nicht stetig sind !

Ein noch einfacheres Beispiel dieses Typs ist die Menge {0} U {% |neN } , versehen
mit der Unterraumtopologie als Unterraum des Intervalls. U

Wir wollen untersuchen, wann eine disjunkte Vereinigung kompakterRéume wieder kom-
pakt ist. Sei also {X;};cr, eine Familie kompakter Rdume. Aus der Definition der
Topologie von II;c; X; und aus der Hausdorff-Eigenschaft der X; erhélt man sofort,
dal II;c; X; auch ein Hausdorff-Raum ist.

Nun zur Uberdeckungs-Eigenschaft: Wenn I nicht endlich ist, und wenn X; # 00 fiir
alle 7, dann ist II;,c; X; sicherlich nicht quasi-kompakt. Denn z.B. {Xi}ie ; st eine

offene Uberdeckung, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Wir haben aber:
SATZ. Sei {X;}ic; eine Familie von Rdumen. Die Indexmenge I sei endlich, und fiir
jedes i € I sei X; ein kompakter Raum. Dann ist die disjunkte Vereinigung 11;c71X;
ebenfalls kompakt.

BEWEIS. Sei {Ap}, ., eine vorgegebene offene Uberdeckung von II;c;X; . Wir wollen
zeigen, daB diese Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.
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Da X; offen in II,c;X; (Definition der disjunkten Vereinigung), ist

{Xi N Ak}icr ker

ebenfalls offene Uberdeckung. Wegen der Kompaktheit von X; existiert eine endliche
Teilmenge K; C K mit

X, C U X:iNAg .
keKj
Es folgt, dal {X; N Ay }ier, kek, endliche Uberdeckung von IT;c;X; ist. Durch Erset-

zen der {X; N Ax} durch die entsprechenden {Ax} erhilt man hieraus die gesuchte
endliche Teiliiberdeckung von {Ag}, oy - O

Interessanter als der doch sehr spezielle Fall einer Vereinigung ohne Durchschnitt ist
der allgemeinere Fall einer Vereinigung mit Durchschnitt,

X =XjUXy, XinXs = Xp,
wo eben, moéglicherweise, Xg # () .
BEISPIEL. Die 2-Sphére ist die Vereinigung ihrer nérdlichen und siidlichen Halbkugeln;
der Durchschnitt der beiden ist die gemeinsame Randkurve, der Aquator. Bis auf topo-

logische Aquivalenz kann man das auch so formulieren, daB die 2-Sphére die Vereinigung
von zwei Kreisscheiben ist, deren Durchschnitt wiederum eine 1-Sphére ist. O

Beispiele wie dieses suggerieren die folgende Frage.

FRAGE. Ist die topologische Struktur von X vollstdndig bestimmt durch
[ Xl, X2 und
o die Weise, wie Xo = X1 N Xy in X; und X, enthalten ist?

Anders gefragt: Wie sinnvoll ist es, in einer solchen Situation zu sagen, “ X entsteht
aus X1 und Xo durch Verkleben entlang Xy 77

Zunichst miissen wir diskutieren, was hier mit Verklebung gemeint sein soll. Dazu seien
X1, X, Xo irgendwelche topologischen Rdume und

X, & ox, & ox,

irgendwelche stetigen Abbildungen. Wir definieren einen neuen Raum (einen Quotien-
tenraum der disjunkten Vereinigung),

XiUx, Xo 1= X10X2/f1(z)wf2(z);x€X0 .

Wir mochten diese Konstruktion interpretieren kénnen als “ Verkleben von X; und Xs
entlang X, ”. Das sollte die Konsequenz haben, dafl der Raum X; Ux, X2 die Rdume
X1, X, Xo als Unterrdume enthélt. Wir betrachten Bedingungen, die das sicherstellen.
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Zusatz zu S. 50

Zur Verklebe—Konstruktion
XiUx, Xo 1= Xi U X /f1(96) ~fa(z); 2€ X0

ist dort angemerkt:

e die Abbildung fo: Xo — X2 sei injektiv.

Die Aquivalenzrelation auf der disjunkten Vereinigung, fi(z) ~ fo(z) fiir = € Xq ,
sagt dann vielleicht noch alles mogliche, aber sicher sind keine zwei verschiedenen Punkte
aus X; jetzt dquivalent, also ist die Abbildung X; — X; Ux, X2 injektiv.

Hier ist eine etwas detailliertere Begriindung dafiir.

Die von “ fi(z) ~ fo(z) fiir 2 € Xy 7 erzeugte Aquivalenzrelation auf der disjunkten
Vereinigung 148t sich fiir die Punkte aus X7 so beschreiben:

x,y € X1 sind dquivalent genau dann, wenn es eine Kette von Punkten gibt,
r =T, T2, T3, L4, L5y .- 5, L4k+1 =Y
mit

r1 = fi(z2), fa(ze) = 3 = fo(wa), fi(z4) = 25

In der vorliegenden Situation ( fo injektiv ) schlieflen wir, da in einer solchen Kette
notwendigerweise die beiden Punkte

T2, Tg € Xo
zueinander gleich sind, da sie ja dasselbe Bild x3 € X5 haben. Also muf3 auch
Ty = s

sein. — Usw.



Fiir die Identifikation von X; mit einem Unterraum gibt es einen Kandidaten, namlich
die zusammengesetzte Abbildung

X1 I XlL]XQ — X1UX0X2

(d.h., die Inklusion von X; in die disjunkte Vereinigung, gefolgt von der Quotienten-
raumprojektion). Dies ist offenbar auch die einzig verniinftige Moglichkeit, X; mit
X1 Ux, X2 in Beziehung zu bringen.

Wir wollen Bedingungen {iber die “Verklebe-Abbildungen” f; und fo formulieren,
die garantieren, dafl diese Abbildung X; — X; Ux, X2 und die analoge Abbildung
X9 — X Ux, X2 die Eigenschaften haben, die sie haben sollen.

e die Abbildung f5: Xg — X5 sei injektiv.

Die Aquivalenzrelation auf der disjunkten Vereinigung, fi(z) ~ fo(z) fiir = € Xo,
sagt dann vielleicht noch alles mogliche, aber sicher sind keine zwei verschiedenen Punkte
aus X; jetzt dquivalent, also ist die Abbildung X; — X; Ux, X2 injektiv.

e die Abbildung f; : Xog — X1 sei injektiv.
Wie gerade eben impliziert dies, dal Xy — X Ux, X2 injektiv ist.

e Die bijektive Abbildung fo : Xo — Bild(f2) (Unterraum von X3) sei eine topo-
logische Aquivalenz.

BEHAUPTUNG. Die bijektive Abbildung
X1 — Bild(X;) (Unterraum von X; Ux, X2)
ist dann auch eine topologische Aquivalenz.

BEWEIS. Zu zeigen ist, dafl die Abbildung offen ist: wenn A offene Teilmenge von X;
ist, dann gibt es eine offene Teilmenge B in X; Ux, X2 mit

B N Bild(X,) = Bild(A) .

Nun ist f;'(A) offen in X (Stetigkeit von f1), deshalb ist fo (f;'(A)) offen in
Bild (f3) (wegen der iiber fo gemachten Voraussetzung); das heifit also, es gibt eine
offene Teilmenge B’ C Xo mit B'NBild(f2) = f2 (fi '(A)) . Damit erhalten wir

B N Bild(X,) = Bild(A),

wobei B := B'UA (aufgefafit als Vereinigung von Mengen in X; Ux, X3) . Dafl die
Menge B nun offen in X; Uy, X2 ist, wie gewiinscht, folgt sofort aus der Definition
der Quotiententopologie, denn das Urbild von B in X; U X, ist die Menge A U B’ ,
und diese ist offen in X; U X5, da B’ offenin X, ist, und A offenin X; . O

e Die bijektive Abbildung f; : Xy — Bild (f1) sei eine topologische Aquivalenz.
Ahnlich wie gerade eben impliziert dies, daB auch die Abbildung
X2 — Bild(X3) (Unterraum von X; Ux, X5)

eine topologische Aquivalenz ist.
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Uber den Raum X, notieren wir noch folgendes. Die beiden zusammengesetzten Ab-
bildungen in dem Diagramm

XO L X1

4 |

Xy — X1 Ux, Xo

sind identisch und induzieren eine bijektive Abbildung X, — Bild (Xj) ; auch diese
Abbildung ist eine topologische Aquivalenz (denn weil X, Unterraum von X; und
X1 Unterraum von X; Ux, X5, folgt, daBl auch X, Unterraum von X;Ux, X ist).
Schliefllich ist noch

Bild (Xy) = Bild(X;)N Bild (X3)
(als Unterrdume von X; Uy, X2 ). Unter den angegebenen Bedingungen fiihrt unsere

Konstruktion mithin tatséchlich auf das, was wir von dem Verklebeprozef3 erwarten.

Wir kommen zu unserer Frage von vorhin zuriick, die wir jetzt etwas anders formulieren
wollen. Sei X topologischer Raum. Seien X; und X Unterrdume von X , so
dal X7 U Xy = X . Wir setzen Xy = X; N X5 . Die beiden Inklusions—Abbildungen
j1: X7 — X und js: Xo — X induzieren dann eine surjektive stetige Abbildung

g: X1 UXy, — X.

Wir bilden den “zusammengeklebten” Raum X; Ux, X2 , wobei die Abbildungen
x, & x, 2ox,

durch die Inklusionen gegeben seien. Fiir = € Xy gilt dann g(fi(x)) = g(fa2(x)) , die
Abbildung ¢ faktorisiert deshalb {iber eine stetige Abbildung

[ XiUx, Xo — X,
und diese Abbildung ist bijektiv. Unsere obige Frage 148t sich jetzt so prézisieren:
FRAGE: Wann ist die Abbildung f eine topologische Aquivalenz ?

Das ist sicherlich nicht der Fall ohne zusétzliche Bedingungen, wie man an folgendem
Sachverhalt sehen kann. Sei X zusammenhéngender Raum, sei X; Unterraum von
X, 0# X, # X, sei Xy das Komplement von X; in X . Wenn wieder Xy den
Durchschnitt von X; und X, bezeichnet, so ist im gegenwirtigen Fall Xy = (), also
XiUx, Xo = X U X, . Die Abbildung X; Ux, X2 — X kann also in diesem Fall
keine topologische Aquivalenz sein, da X als zusammenhiingend vorausgesetzt war und
deshalb nicht disjunkte Vereinigung in nicht—trivialer Weise sein kann.

SATZ. Hinreichend dafiir, daB f topologische Aquivalenz ist, ist, daf X; und X»
beide abgeschlossen in X sind. — Ebenfalls hinreichend ist, dal3 sie beide offen sind.
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BEwEIS. Eine stetige bijektive Abbildung ist genau dann eine topologische Aquivalenz,
wenn sie zusétzlich noch die Eigenschaft hat, eine offene Abbildung zu sein (oder, was
in diesem Fall dasselbe bedeutet, eine abgeschlossene Abbildung). Wir behandeln den
einen der beiden Fille. Das Argument im andern Fall ist wortlich dasselbe — abgesehen
davon, natiirlich, daf} in dem Argument das Wort “abgeschlossen” zu ersetzen ist durch
das Wort “offen”.

Wir setzen also jetzt voraus, dal X; und X, abgeschlossene Unterrdume in X sind.
Wir werden zeigen, dafl dann f eine abgeschlossene Abbildung ist; d.h., dafl folgendes
gilt:

Sei AC X, f~Y(A) abgeschlossen in X;Ux, X2 . Dann ist A abgeschlossen in X .

Dazu sei A1 = ANX; und Ay = ANXy, also A = A UAy. Dal f~1(A)
abgeschlossen in X7 Uy, X2 ist, heifit (nach Definition der Quotiententopologie), daf
¢ '(f~'(A)) abgeschlossen in X; U Xy ist, wobei ¢: X; U Xo — X;Ux, X2 die
Quotientenraumprojektion bezeichnet. Nun ist

T (fTHA) = AU A,

Wir schliefen, da8 A; U Ay abgeschlossen in X7 U X5 ist. Nach Definition der Topolo-
gie der disjunkten Vereinigung heifit dies, dafl erstens A; abgeschlossen in Xj ist
und zweitens auch A, abgeschlossen in X5 . Nach Voraussetzung nun waren X3
und X, abgeschlossene Unterrdume von X . Es folgt, dafl auch A; und A, in
X abgeschlossen sind (denn ein abgeschlossener Unterraum in einem abgeschlossenen
Unterraum ist auch in dem Gesamtraum abgeschlossen). Also ist auch die Vereinigungs-
menge A = A; U A, abgeschlossen in X . Der Beweis ist fertig. O

BEMERKUNG. Die Notation X; Ux, X ist sehr bequem und sie ist auch ganz iiblich.
Man sollte aber nicht vergessen, dafl sie auch ein wenig ungenau ist, da die Verklebe-
abbildungen

X, &L ox, B ox,
ja ausdriicklich nicht spezifiziert werden.

So kann man etwa sehr viele Réume angeben, die sich in der Form D"Up~ D™ darstellen
lassen, wo D™ den n— dimensionalen Ball bezeichnet, D" = {x e R" | ||z|| <1} .
Zum Beispiel D' Up: D' kann bedeuten:

e cine Strecke (die zu verklebenden 1—Bille werden in ihrer ganzen Lénge identi-
fiziert)

e cine “Ypsilon”—artige Figur (von den zu verklebenden Intervallen werden nur die
unteren Hélften identifiziert).

Oder D? Up: D? kann bedeuten:

e cine Scheibe (die zu verklebenden 2— Bélle werden insgesamt identifiziert)

e cine “Jojo”—artige Figur (die beiden zu verklebenden Scheiben werden nur entlang
einer kleineren konzentrischen Scheibe identifiziert).
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Fiir ein weiteres Beispiel erinnern wir uns daran, da§ die S? in der Form D? Ug1 D?
dargestellt werden kann; dabei werden die beiden Verklebe—Abbildungen

DQleiDQ

benutzt, die jeweils die S' mit der Randkurve der einen oder der anderen Scheibe
identifizieren. Wir nehmen jetzt dieselben Réume, aber andere Verklebe—Abbildungen;
ndmlich f; sei wie zuvor, aber f, moge die S' mit einem konzentrischen Kreis in
D? identifizieren. Der durch diese Verklebung entstehende Raum ist nicht wieder die
2— Sphére; er ist vielmehr so etwas wie die Oberfliche des Saturn mit aufgesetztem
Ring. U

Wir wollen noch kurz diskutieren, was geschieht, wenn man beim Verklebe—Prozef3 die
beteiligten Raume durch topologisch dquivalente Riume ersetzt. Wir erwarten, dal dann
auch das Resultat des Verklebeprozesses wieder dasselbe sein wird — jedenfalls bis auf
topologische Aquivalenz. Sei also

X, L xy X,

ein Diagramm derart, wie wir es beim Verkleben benutzt haben. Wir wollen X, Xg, Xo
durch topologisch dquivalente Raume X7, X(, X} ersetzen; wir mochten schlieflen,
daB X;Ux, X2 topologisch dquivalent ist zu X{U X} X/, . Dabei miissen wir aufpassen,
was die Verklebeabbildungen

x; Loxp Boxg
angeht: die obigen Beispiele zeigen, dafl sonst wohl nur wenig Chance dafiir bestiinde,
dafl X; Ux, X2 topologisch dquivalent zu Xj Ux; X5 sein wird.

Am besten wird es wohl sein, wenn wir uns die f| auf geeignete Weise aus den anderen
Daten verschaffen.

Seien also zusitzlich zu den Verklebeabbildungen f; und f» noch topologische Aqui-
valenzen h; : X; — X fixiert. Wir konnen diese Daten zusammenfassen in einem
Diagramm

X1 L Xo L X5
bl
X1 Xo X5
Dieses Diagramm wiederum kénnen wir ergédnzen zu einem kommutativen Diagramm

b

X! i f3

x L x
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indem wir einfach definieren

fi = hiofiohyt, fo := hoofao fi!

(wobei wir benutzen, das hg topologische Aquivalenz ist; da also die stetige Umkehrab-
bildung hy ! existiert). Die Kommutativitéit des Diagramms besagt hier natiirlich nichts
anderes als die Gleichheit der Abbildungen:

hiofy = fiohg : Xo — X1, hoofs = fyohy: Xog — X3 .
Wir kénnen eine ganz bestimmte “kanonische” Abbildung definieren
h: X1UX0X2—>X{UX(I)X£,

némlich
hi(z) wenn z€ X,

h(z) = < ho(x) wenn z€ Xp .
ho(x) wenn x € Xo

Diese Abbildung ist wohldefiniert (wegen der Kommutativitét des obigen Diagramms).
Sie ist stetig, weil die zusammengesetzte Abbildung

X1 UXQ e X1UXOX2 — X{ UxéXé

stetig ist (Stetigkeit von h; und hg) und wegen der Definition von X; Ux, X5 als
Quotientenraum von X; U Xs .

Wir wollen zeigen, daB8 h eine topologische Aquivalenz ist, also eine Umkehrabbildung
hat. Dies erfordert keine neuen Argumente: weil hq, hg, ho topologische Aquivalenzen
sind, kénnen wir das obige Diagramm “riickwérts” lesen, d.h. wir haben ein Diagramm

fl f3

x| o ox 2oy

—1 —1 —1

I R
2

Dieses Diagramm nun kommutiert ebenfalls (das folgt aus der Kommutativitit des
obigen Diagramms), und wie vorher erhalten wir deshalb eine ganz bestimmte Abbildung

n' X UX6X§ — X1 Ux, X2,

die wiederum stetig ist. Wir brauchen nun nur noch die nicht sehr iiberraschende Tat-
sache nachzupriifen, dafl A’ zu h invers ist; z.B., wenn = € X7 , dann ist

K (h(@)) = B (hi(z)) = by (n(2) =«
und wenn z € X{| dann ist
h(W (z)) = h(hy'(2)) = h1 (hy ' (2)) = = .
Die konstruierte Abbildung h ist also eine topologische Aquivalenz von X;Ux, X2 zu

X{ UX(/) Xé .
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Deformationsklassen von Schlingen

Im Rahmen der Einfithrung hatten wir seinerzeit skizzenhaft zur Kenntnis genommen,
dafl man in einigen interessanten Fillen topologische Rdume dadurch als verschieden
erkennen kann (genauer: als nicht topologisch &quivalent), dal man “Schlingen” in
diesen Rédumen betrachtet, oder vielmehr Deformationsklassen von solchen (vgl. Seiten
11-12). Nachdem wir die hierfiir benétigten Hilfsmittel uns nunmehr verschafft haben,
wollen wir diese Dinge jetzt ndher anschauen.

DEFINITION. Bezeichne S!' den Kreis. Eine Schlinge in einem topologischen Raum
X ist eine stetige Abbildung f: S' — X .

Wie angedeutet (vgl. S. 12), sollen zwei Schlingen fy und f; als “deformations—
dquivalent” (oder “homotop”) bezeichnet werden, wenn eine “Deformation” von der
einen Schlinge in die andere existiert. Das prézisieren wir jetzt wie folgt:

DEFINITION. Seien fy, f1 Schlingen in X . Eine Deformation von fy zu f; ist eine
stetige Abbildung

F:8'x[0,1] — X,
mit

F|Sl><0:f0, F‘S:LXl:fl.

DEFINITION. Seien f und f’ Schlingen in X . f und f’ heilen homotop, wenn
eine Deformation von f zu f’ existiert.

SaTz. Homotopie von Schlingen ist eine Aquivalenz—Relation.

BEWEIS. Die Behauptung ist, dafl die Relation homotop schon die Eigenschaften
hat, die eine Aquivalenzrelation ausmachen: Reflexivitit, Symmetrie, Transitivitéit. Der
Beweis dafiir 1auft auf die Angabe geeigneter Homotopien hinaus.

— Reflexivitit. Ist f: S' — X eine Schlinge, dann ist die konstante Deformation,
d.h. die Abbildung

Stx[0,1] 25 st 1, X, (x,t) — x+— f(x)

eine Deformation von f zu sich selbst.

— Symmetrie. Seien fy, fi Schlingen derart, dafl eine Deformation von fy zu f;
existiert; sei F': S1x[0,1] — X eine solche Deformation. Durch das “Umflippen” von
F erhilt man dann auch eine Deformation F’ von f; zu fo . Im Detail: F’ ist die
zusammengesetzte Abbildung

idsl XT

S1x [0, 1] S'x[0,1] & X
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wobei der “Flip” gegeben ist durch

7: [0,1] — [0,1] , 7(t) = 1—¢.

— Transitivitdt. Sei F' eine Deformation von fy zu fi ,und G eine Deformation von
f1 zu fo . Man erhélt eine Deformation H von fy zu fo durch Zusammensetzen
von F und G . Im Detail: fiir s € S' und t € [0,1] definiert man

—_ N[

F(s, 2t) fir 0<t¢t
H(s,t) = Iy
2

G(s, 2t—1)  fir

INIA

<
<

DEFINITION. Sei X topologischer Raum. Es bezeichnet 8(X) die Menge der Homo-
topieklassen von Schlingen in X , d.h. die Menge der Schlingen in X modulo der
soeben eingefiihrten Aquivalenz—Relation “homotop”.

BEISPIEL. 8(R™) hat nur ein Element. — Denn sind fy, f1: S — R™ zwei Schlingen,
dann ist

F(s,t) = (1=t)fo(s) + 1 fi(s)

eine Deformation von fy zu f; ; je zwei Schlingen sind also homotop.

Wie schon erwéhnt, ist unser Ziel, zumindest in einigen Féllen Rdume dadurch als
verschieden (als nicht topologisch dquivalent) zu erkennen, daf§ wir die Mengen §(...)
wirklich ausrechnen (und feststellen, daf sie verschieden sind). Das beruht auf dem
folgenden Sachverhalt.

SaTz: Wenn X und X' topologisch dquivalente Rdume sind, dann sind 8(X) und
8(X') &dquivalente Mengen.

Dies ist ein Aspekt der sogenannten Funktorialitit der Zuordnung X — 8§(X) . Was
das bedeutet, ist schon in der Einfithrung (S. 8 — 11) anhand der Konstruktion X —
10X (Menge der Weg—Zusammenhangs—Komponenten von X ) beschrieben worden.
Der wesentliche Punkt ist der, daf§ eine Konstruktion nicht nur fiir Objekte vorliegt
(hier: jedem Raum ist eine Menge zugeordnet), sondern gleichzeitig auch fiir Abbildun-
gen zwischen diesen (hier: jeder Abbildung von Riumen (stetige Abbildung!) ist auch
eine Abbildung von Mengen zugeordnet); und dafi schlieBlich diese Zuordnung noch
die verniinftigen Eigenschaften hat, die man erwarten kann. Wir gehen die Dinge noch
einmal durch.

— Eine Abbildung ¢: X — Y induziert eine Abbildung ¢.: 8(X) — 8(Y) . Diese
ist definiert durch

P ([f]) = [wo f].

Mit anderen Worten, ¢, ist in der offensichtlichen Weise fiir Représentanten definiert,
( f:8' =X ) — (Lpo f: 8 — Y) . Und damit dies die gewiinschte Abbildung auf den
Homotopieklassen gibt, priift man nach, da die Zuordnung die Aquivalenz-Relation
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“homotop” respektiert. Das ist aber klar, denn ist F': S1x[0,1] — X eine Deformation
von fo zu fi ,dannist @oF: S'x[0,1] — Y eine Deformation von @o fy zu @ofi .

— Die Zuordnung ¢ — @, ist mit der Komposition von Abbildungen vertréaglich. Das
heifit, wenn ¢ und 1 zusammensetzbare Abbildungen von Riéumen sind,

X &y % 7z,

so gilt (Yop). = 1. o ¢, (Gleichheit von Abbildungen 8(X) — 8(Z) ). Dafl dies
richtig ist, folgt aber unmittelbar aus den Definitionen von (¢op), , ¥, und @, ,

(o)« ([f1) = [Wow)of] = ¥ullpof]) = ¢ulex((f])) -

— Die Zuordnung ¢ — @, respektiert identische Abbildungen. Das heifit, fiir jeden
Raum X ist (klar!)
(Idx)* = IdS(X) .

BEWEIS DES SATZES. Sei ¢ : X — X' topologische Aquivalenz; 1 : X’ — X sei zu
@ inverse Abbildung. Dann ist

IdS(X) = (ldx), = (Yop)s = Yuop. .

Ahnlich auch Idg(x/y = s« 09« . Das heifit aber nichts anderes, als dafl ¢, und .
zueinander inverse Abbildungen zwischen 8(X) und 8(X’) sind. O

Der folgende Satz beinhaltet eine weitere niitzliche Tatsache geringen Tiefgangs.
SATzZ. Seien X,Y topologische Rdume und X xY ihr Produkt. Es ist

S(XxY) ~ 8§(X)x8(Y).

BEWEIS. Eine Schlinge in X xY ist, nach Definition, eine Abbildung
h:S' — X xY.
Per Ubergang zu den Komponentenabbildungen entspricht sie einem Paar
f:8' =X, g:8' =Y, f=prioh, g=praoh

und, wie wir wissen (S. 34), gilt auch: h stetig <= f stetig und g stetig. Die
resultierende Bijektion

(Schlingen in X xY) = (Schlingen in X) x (Schlingen in Y)

respektiert zudem die Aquivalenz-Relation, denn eine Deformation von hg zu h; ist
ja, wieder nach Definition, eine Abbildung

H: S'%[0,1]] — X xY
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mit H | S'x0 = hg, H | S'x1 = hy . Sie entspricht damit, wie oben, einem Paar
von Abbildungen

F:8'x[0,1] — X, G:8'%x[0,1] — Y

mit F|S'x0 = fo, F|S'x1 = f; und G|S'x0 = gy, G|S'x1 = g1 ; d.h. sie
entspricht einem Paar von Deformationen von fy zu f; und von go zu g¢; . (]

Weil § (R™) nur ein Element hat (s. oben) erhalten wir

KOROLLAR. Fiir jeden topologischen Raum X gilt

S(XxR") = §(X)x8(R") = §(X).

BEISPIEL. Wir wissen, R™ — 0 ist topologisch #quivalent zu S~ ! x R! . Es folgt

S(R"—0) ~ §(S" "xR') ~ §(5"71) .

Unser Programm fiir die néchste Zukunft ist es, folgendes zu zeigen:

e §(S™), fiir n> 2, hat nur ein Element.
e 8(S') hat (abzihlbar) unendlich viele Elemente.

Als Folgerung hiervon werden wir die folgenden Klassifikationsséitze haben.

Satz. S% ist nicht topologisch dquivalent zu S™ wenn n > 2.

Denn sonst wiirde ja folgen
8(SY) ~ §(s™) (77)
was aber der angegebenen Berechnung widerspricht.

SATz. R? ist nicht topologisch édquivalent zu R™ wenn n >3 .

Denn andernfalls wire auch R? — 0 topologisch #quivalent zu R™ — 0 und das hitte
zur Folge
8(S') ~ S(R*—0) ~ S(R"—0) ~ §(S"")  (77)

was wiederum der Berechnung widerspricht.

SATz. S? ist nicht topologisch dquivalent zum Torus.

Denn da der Torus topologisch #quivalent ist zu S' x S' , wiirde andernfalls folgen
8(5%) ~ §(S'x S') ~ 8(S8') x §(Sh) (77)
was aber auch nicht sein kann.
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Wir wollen jetzt mit dem Beweis des Satzes beginnen, dal 8 (S™), fir n > 2, nur
ein einziges Element hat; daf}, mit anderen Worten, je zwei Schlingen in S™ ineinander
deformiert werden kénnen, wenn n > 2. Das Argument geht in mehreren Schritten,
wobei zunéchst nur Schlingen spezieller Art betrachtet werden, und wobei jeweils der
folgende Fall dann auf den vorherigen zuriickgefiithrt wird.

1. FALL. Bezeichne eine triviale Schlinge eine solche, die durch eine konstante Abbil-
dung f:S* — X gegeben ist, d.h. wo das Bild f(S') nur aus einem einzigen Punkt
besteht. Da S™ wegzusammenhingend ist (wenn n > 1) sind je zwei triviale Schlingen
in S™ homotop. (Denn sei w:[0,1] — S™ ein Weg, dann ist die Abbildung

Stx 0,1 2% [0,1] = s

eine Deformation zwischen den trivialen Schlingen mit Werten w(0) und w(1) ). Es
wird also geniigen zu zeigen, dafl jede Schlinge in S™ in eine triviale Schlinge deformiert
werden kann, wenn n > 2 . Damit befassen sich die beiden folgenden Fille.

2. FALL. Essei f:S! — S™ eine Schlinge mit der Eigenschaft, daf8 f(S') # 8™ (d.h.,
die Abbildung f ist nicht surjektiv). Es wird gezeigt, dal f in eine triviale Schlinge
deformiert werden kann. (Hierbei ist der Fall n =1 zugelassen). Das Argument beruht
auf dem folgenden Sachverhalt.

SATZ. Sei z € S™ . Es gibt eine topologische Aquivalenz ¢: S"—{z} — R™ .

BewEIS. Es ist nicht immer so, dafi man eine topologische Aquivalenz tatséichlich auch
explizit hinschreiben kann, aber es ist so im vorliegenden Fall. Die Abbildung ¢ ist
gegeben durch die sogenannte stereographische Projektion, die folgendermaflen definiert
ist. Wir fassen S™ auf als die Einheits-Sphire im R"*! , und R"™ als den zu dem
Vektor z orthogonalen Unterraum. Zu einem Punkt =z € S, x # z, wird nun der
Bildpunkt y = ¢(x) so bestimmt, daf}

— 1y auf der Geraden durch z und z liegt, also y = z + a(z — 2)

— 1y zu z orthogonal ist, also y-z = 0 (Skalarprodukt von Vektoren).

Die Zahl a bestimmt sich dann durch die Gleichung

0=y-z=2z-2+a(r—2)- 2

(sowie z-z = 1). Es ergibt sich a = ﬁ und
1
y= e (x — 2) z(x_z)

Die Umkehrabbildung 1 148t sich dhnlich explizit angeben. Sei ndmlich y ein Punkt
in dem zu z orthogonalen Unterraum. Der Punkt = = 1 (y) ist dann gegeben als
der (andere) Schnittpunkt der Einheits—Sphére mit der Geraden durch y und z . Um
ihn explizit anzugeben, bemerken wir, dafl der Punkt in der Mitte zwischen x und z
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derjenige Punkt auf der Geraden ist, der dem Ursprung am néchsten liegt. Wenn wir
also den Ansatz machen
x = z+2b(y—2),

so bestimmt sich die Zahl b durch die Gleichung
(z+b(y—2)) - (y—2) = 0
. _ . . _ 1
(sowie z-(y—z) = —1). Es ergibt sich b = T und

2
S e B TS A

Daf3 die Abbildungen ¢ und 4 stetig sind, ist klar. Daf} sie zueinander invers sind,
ergibt sich aus ihrer Herleitung; mit ein wenig Geduld kénnte man es auch durch Ein-
setzen nachpriifen (dabei benutzt man, dal (x—z) - (z+2) =0 ). O

Zuriick nun zu der Situation des 2. Falles. Wir wollen uns davon iiberzeugen, dafl eine
vorgegebene Schlinge f: S! — S™ in eine triviale Schlinge deformiert werden kann,
wenn wir noch zusétzlich voraussetzen, dafl es einen Punkt z € S™ gibt, der nicht im
Bild von f liegt.

Der wesentliche Punkt hierbei ist, dal wir f auch auffassen kénnen als Abbildung in
den Unterraum S™—{z}; oder, um es genau zu nehmen, wir schreiben f jetzt als
Komposition

f=13gof",
wo j:S"—{z} — 8™ die Inklusion des Unterraumes bezeichnet, und f’: S! — S"—{z}
eine Schlinge in diesem Unterraum.

Es wird geniigen, eine Homotopie
F': S'x[0,1] — S"—{z}

von der Abbildung f’ zu einer trivialen Schlinge anzugeben; denn die zusammenge-
setzte Abbildung jo F’ ist dann die gewiinschte Homotopie fiir die Schlinge f selbst.
Die Homotopie F’ verschaffen wir uns iiber die topologische Aquivalenz von S"—{z}
zu R™ . Wir benutzen die oben beschriebenen Abbildungen ¢ und ¢ (die stereogra-
phische Projektion und ihre Inverse). Zunichst ist ¢ o f’ eine Schlinge in R™ . Diese
ist deformierbar in eine triviale Schlinge (etwa mit Wert 0 ); eine Homotopie, die das
leistet, ist gegeben durch

F: S'%[0,1] — R™, F(s,t) = (1—1) ¢(f'(s)) .

Die zusammengesetzte Abbildung 1) o F' ist dann die gewiinschte Homotopie F” .
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3. FALL (der allgemeine Fall). Unser Ziel ist, diesen Fall auf den vorigen zuriickzufiihren.
Dazu werden wir folgendes zeigen. Sei f: S' — S™ eine Schlinge. Wenn n > 2, dann
gibt es eine Deformation von f zu einer Schlinge f' mit der Eigenschaft f'(S') # S™ .
Der Beweis ist eine Variante des Arguments aus dem vorigen Fall. Es wird ndmlich in
einem ersten Schritt gezeigt, daf sich S' durch endlich viele Teilbégen iiberdecken l:fit

St = BiUuByU---UB,,

mit der Eigenschaft, daB jede einzelne der eingeschrénkten Abbildungen f|B;: B; — S
nicht surjektiv ist. Im zweiten Schritt werden dann die Abbildungen f|B; einzeln auf
geeignete Weise deformiert.

Der erste Schritt beruht auf einem ganz allgemeinen Sachverhalt. Dies ist ein wichtiger
Satz, den wir spéter auch in anderem Zusammenhang noch oft benétigen werden.

SATz (Lebesgue’scher Uberdeckungssatz). Sei M kompakter metrischer Raum. Sei
{0i},;c; offene Uberdeckung von M . Dann existiert ein ¢ > 0 mit der folgenden
FEigenschaft. Fiir jeden Punkt x € M existiert ein ¢ € I , so dafi die ¢ -Kugel um =x
ganz enthalten ist in der offenen Menge O; .

BEWEIS. Bezeichne (z,y) — d(z,y) die Distanzfunktion auf dem metrischen Raum
M . Ist A C M nicht-leere Teilmenge, so definiert man eine Funktion d4: M — R,
(“Distanz zu A”) durch
da(z) = ;Ielgd(x,z).

Die Gleichung da(x) = 0 charakterisiert dann diejenigen Punkte x aus M , die
Adhérenzpunkte von A sind; wenn speziell A eine abgeschlossene Menge in M
ist, so charakterisiert diese Gleichung die Punkte von A selbst. Die Distanzfunktion
da: M — R, ist eine stetige Funktion. Denn fiir x,y € M und fiir alle z € A ist ja
d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) . Hieraus folgt

da(z) < d(z,y) +da(y) .

Die Ungleichungen da(z) < da(y) + d(z,y) und (analog) da(y) < da(z)+ d(z,y)
zusammen besagen dann, dal |[da(z) —da(y)| < d(z,y) .

Die vorgegebene Uberdeckung {O;},.; hat eine endliche Teiliiberdeckung {O;},;

(weil M kompakt ist). Es wird geniigen, die vorgegebene Uberdeckung durch die
Teiliitberdeckung zu ersetzen und die Behauptung des Satzes fiir diese zu beweisen.
Dazu betrachten wir die Funktionen d; := dco, ,

di(r) = Abstand von x zum Komplement von O; .
Weil das Komplement CO; abgeschlossene Menge ist, sind die Punkte aus O; charak-

terisiert durch die Tatsache
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Nun ist jeder Punkt aus M enthalten in einer der Mengen O; (die Mengen bilden
ja eine Uberdeckung), also ist auch mindestens eine der Funktionen d; dort > 0. Es
folgt, daf3 das Supremum dieser Funktionen

s(z) = sup di(x)
ieJ

iiberall einen Wert > 0 hat. Andererseits ist s als Supremum endlich vieler stetiger
Funktionen auch wieder eine stetige Funktion, und als stetige Funktion auf einem Kom-
paktum (n@mlich M ) nimmt die Funktion s ihr Infimum wirklich an. Wenn wir also
die Zahl o definieren als
a = inf s(x),
xEeM

soist @ > 0 (denn « ist Funktionswert von s ), und es ist s(z) > « fiir alle = .
Nach Definition von s(x) als Supremum heifit dies: fiir jedes x € M gibt esein 7, so
daB d;(x) > « ; mit anderen Worten: es gibt ein i, so daf} die Kugel mit Mittelpunkt
z und Radius « ganz enthalten ist in der offenen Menge O; . Mit ¢ = « ist die
Behauptung des Satzes jetzt bewiesen. O

Zuriick nun zur Situation des 3. Falles. Sei f: S' — S™ eine vorgegebene Schlinge.
Wir wéahlen zwei verschiedene Punkte z; und zo in S™ und setzen

Al = Sn*{Zl} s A2 = Sn*{Zz} .

Wir definieren nun

0, = f_1 (A1) , Oy = f_l (AQ) .

Diese beiden sind offene Teilmengen in S! (weil f stetige Abbildung ist), und das
System {O;,0,} ist Uberdeckung von S' (weil {A;, A3} eine Uberdeckung von
S™ st ). Um den Lebesgueschen Uberdeckungssatz anwenden zu kénnen, notieren wir,
daBl S! nicht nur kompakt ist, sondern natiirlich auch ein metrischer Raum (die Un-
terraumtopologie von S! in R? ist dieselbe wie die von der Distanzfunktion auf R2
per Einschrinkung gegebene Topologie). Nach dem Lebesgueschen Satz existiert also
ein e >0,so0daf} ... .

Wir wihlen eine Unterteilung von S* in m gleichlange Bogen Bi,...,B,, . Wenn
m groB} genug ist (z.B. wenn m > % ), dann ist jeder dieser Bogen enthalten in einer
e-Kugel in S' (= Durchschnitt von S' mit einer €-Kugel in R? mit Mittelpunkt
auf S'). Nach der Konstruktion von e {iber den Lebesgueschen Satz folgt deshalb,
daf jeder der Bogen B; auch ganz in O; oder ganz in O; enthalten ist (oder in
beiden). Wegen Oy = f~1 (A1), Oy = f~1(As) besagt dies, da8 fiir jeden der Bogen
By, ...,By, die eingeschrdnkte Abbildung f|B; ihr Bild ganz in A; (= S"—{z1})
oder ganz in Ay (= S"—{z}) hat.

Die Abbildung f wollen wir nun dadurch verbessern, dafl wir die eingeschrankten
Abbildungen f|B; einzeln deformieren. Dabei miissen wir darauf achten, da8 die zu
konstruierenden Deformationen an den Endpunkten der Bégen auch zusammenpassen.
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Dies 148t sich am bequemsten dadurch erreichen, dafi die Deformationen an den End-
punkten als konstant gewihlt werden (m.a.W., die Endpunkte selbst werden gar nicht
deformiert). Diese Dinge sollen zunéchst jetzt genauer formuliert werden.

Bezeichne ein Bogen einen topologischen Raum, der topologisch dquivalent ist zu [0, 1]
(z.B. die obigen Bogen B; ). Sei B ein Bogen. Ein Weg in einem topologischen Raum
X ist eine stetige Abbildung

w: B— X .

Eine Deformation, relativ zu den Endpunkten, von dem Weg wg zu dem Weg w; ist
eine stetige Abbildung
W: Bx|[0,1] — X,

die zum einen eine Deformation von wg zu w; ist, d.h., es ist
W | Bx0 =wy, W|Bxl=uw,

und die zum andern die Eigenschaft hat, daf§ fiir den Anfangspunkt @ von B und den
Endpunkt e von B, und fiir alle ¢ € [0,1] , gilt

W(a,0) = W(a,1) = W(a,t) , W(e,0) = W(e,1) = Wi(e,t) .
Mit anderen Worten, alle Wege in der parametrisierten Familie
t — Wy = W|th

haben denselben Anfangspunkt und denselben Endpunkt. ( Damit eine solche Defor-
mation existieren kann, miissen insbesondere natiirlich auch die beiden Wege wy und
wy denselben Anfangs- und Endpunkt haben. )

DEFINITION. Zwei Wege sind homotop relativ zu den Endpunkten, wenn es eine solche
Deformation gibt.

SaTz. Wenn zwei Wege in R"™ denselben Anfangs- und Endpunkt haben, dann sind
sie homotop relativ zu den Endpunkten.

BEWEIS. Seien wg, wy: B — R™ solche Wege. Die verlangte Deformation ist gegeben
durch
Wi(s,t) = (1—t)wo(s)+twi(s),

(wobei s € B, te€|0,1] ). Fiir den Anfangspunkt a gilt

Wi(a,t) = (1—t)wgp(a) + twi(a)
= (1-t)wo(a) + two(a) = wo(a)

und analog auch fiir den Endpunkt. U

KOROLLAR. Y sei topologisch dquivalent zu R™ . Je zwei Wege in Y mit demselben
Anfangs- und Endpunkt sind homotop relativ zu den Endpunkten.
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BEWEIS. Seien wvg, v1: B — Y solche Wege. Seien ¢: Y — R™ und ¢: R" — Y
zueinander inverse topologische Aquivalenzen. Eine Deformation von vy zu wvy ist

gegeben durch V(s,t) = ¢((1—t) ¢(vo(s)) +td(vi(s))) . O

Wir werden das Korollar in Kiirze anwenden auf die Abbildungen von Bogen, die
wir oben aus unserer vorgegebenen Schlinge durch Einschriankung bekommen haben.
Dazu notieren wir noch (der folgende Satz), daf§ wir tatséchlich eine Deformation der
vorgegebenen Schlinge f erhalten konnen, indem wir die Bogen Bjy,..., B, einzeln
hernehmen und die eingeschrénkten Abbildungen f|B; deformieren.

SATZ. Seien fo, fi:S' — X zwei Schlingen. S' sei unterteilt in Bégen By, ..., B, .
Es gelte fiir jedes j , dafl die beiden Wege

f()|Bj7 fl’Bj B] e X
homotop sind relativ zu den Endpunkten. Dann ist f, homotop zu f; .

BEWwWEIS. Die Deformation, relativ zu den Endpunkten, des j —ten Wegepaares sei
gegeben durch
Wji BjX[071] — X .

Die Deformation von fy zu f; ist dann gegeben durch die Abbildung S'x [0,1] — X |

Wi(s,t), se€ B
F(s,t) = Wa(s,t), s € By

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn s € ByN By z.B. heifit ja, dal s der Endpunkt
von B; und der Anfangspunkt von By ist, deshalb ist in dem Fall

Wl(s,t) = W1<S,0) = f()(S) = WQ(S,O) = WQ(S,t)

(fir alle t €[0,1] ). F ist auch eine stetige Abbildung. Denn es ist zusammengebaut
aus stetigen Abbildungen (den W; ) auf Unterrdumen (den B; X [0, 1] ), die sémtlich
abgeschlossene Unterriume sind. (s. Ubungszettel 7, Aufgabe 1). (]

Zuriick nun zu unserer vorgegebenen Schlinge f: S* — S™ . Nach dem Lebesgueschen
Uberdeckungssatz konnten wir S! unterteilen in Bégen Bi,..., B, , so dafl jede der
eingeschréankten Abbildungen f|B; mindestens einen Punkt der S™ freilafit, also
aufgefalt werden kann als Abbildung zu S™—{Punkt} ; oder, um es ganz genau zu
sagen, diese eingeschrinkte Abbildung kann als Komposition geschrieben werden von
einer Abbildung B; — S™—{Punkt} einerseits und der Inklusion S™—{Punkt} — S™
andererseits.

Nun ist S™—{Punkt} topologisch dquivalent zu R™ , daher wissen wir, wie oben
diskutiert, daB f|B; homotop ist, relativ zu den Endpunkten, zu einem beliebig vorge-
gebenen Weg in S™—{Punkt} , sofern dieser andere Weg nur wieder denselben Anfangs-
punkt und denselben Endpunkt hat wie der Weg f|B; ; z.B. konnen wir eine Abbildung
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von B; auf den Bogen eines Grofikreises zwischen eben diesen Punkten nehmen (ein
Grofikreis in der S™ ist, nach Definition, der Durchschnitt von 5" mit einem zwei—
dimensionalen Untervektorraum in R™*! ). Die Homotopien fiir all diese eingeschrink-
ten Abbildungen setzen sich schliefilich zusammen, wie auch schon oben diskutiert, zu
einer Homotopie der gesamten Abbildung f ; also zu einer Deformation der vorgegebe-
nen Schlinge. Wir fassen zusammen:

Sei f:S' — S™ eine Schlinge. Es gibt eine zu f homotope Schlinge f’ mit der fol-
genden Eigenschaft: Es gibt eine Unterteilung von S' in Bégen By,...,B,, und jede
der Abbildungen f'|B; hat als Bild einen Kreisbogen (Stiick eines Grofikreises) in S™ .

ABSCHLUSS DES BEWEISES ( dafiir, dafi §(S™) fiir n > 2 nur 1 Element hat ):

Wie gerade notiert, gibt es zu einer vorgegebenen Schlinge f :S' — S™ eine homotope
Schlinge f’, so daB das Bild f’(S') eine Vereinigung von endlich vielen Kreisbogen
ist. Wenn n > 2 (diese Voraussetzung wird hier wirklich benétigt!) dann kann eine
Vereinigung von endlich vielen Kreisbdgen nicht die ganze S™ sein. Wir wissen aber
bereits (der 2. Fall und der 1. Fall), daf§ eine Abbildung f’:S' — S™ | die nicht sur-
jektiv ist, in eine triviale Schlinge deformiert werden kann, und daf} je zwei triviale
Schlingen in S™ homotop sind. U

Nachdem wir uns davon iiberzeugt haben, dafl die Menge 8(S™) fiir » > 2 nur ein
einziges Element hat, wollen wir uns nun der Bestimmung von §(S!) zuwenden. Der
Satz, den wir beweisen wollen, sagt, dal §(S') abzihlbar unendlich viele Elemente
hat. Beim Beweis dieses Satzes werden wir auch eine ganz bestimmte Aufzdhlung der
Elemente von 8(S') kennenlernen. Wir werden niimlich jeder Schlinge eine ganze Zahl
zuordnen (ihre sogenannte Windungszahl). Wir werden zeigen, dafl die Windungszahl
bereits die Homotopieklasse der Schlinge charakterisiert (d.h. wenn zwei Schlingen die
gleiche Windungszahl haben, dann sind sie homotop), und schliellich werden wir auch
zeigen, dafl die Windungszahl umgekehrt nur von der Homotopieklasse der Schlinge
abhéngt (oder anders gesagt: wenn zwei Schlingen verschiedene Windungszahlen haben,
dann sind sie auch nicht homotop). Insgesamt werden wir also eine 1-1 Beziehung
herstellen zwischen den Elementen von §(S') und den ganzen Zahlen, eben {iber die
Windungszahl.

Nach Definition nun sind Schlingen in S!' nichts anderes als stetige Abbildungen von
S zu sich selbst. Wir geben zuniichst eine Auflistung besonders schéner solcher Abbil-
dungen. Dazu identifizieren wir S! mit den komplexen Zahlen vom Betrag 1,

S' = {zeC||s|=1}.

Fiir jede ganze Zahl k haben wir die Abbildung S — S,

z — ZF

die wir uns vorstellen wollen als die k—te Standard—Abbildung. Wie wir spater sehen wer-
den, handelt es sich hierbei tatsichlich auch um eine Abbildung mit der Windungszahl
k.
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Wir wollen diese Standard—Abbildungen noch anders beschreiben. Fiir die andere Be-
schreibung benétigen wir die Exponentialfunktion einerseits und eine Identifizierung von
S1 mit einem Quotientenraum vom Intervall [0,1] bzw. von der ganzen Geraden R
andererseits.

SATZ. Es bezeichne exp(z) = 2™ . Die Abbildungen

[O, 1] Inklusion R exp Sl
induzieren topologische Aquivalenzen

0,1]/0~1 — R/z~a2+l — S'.

BEWEIS. Da [0,1] /0~1 quasi-kompakt ist und S' Hausdorff-Raum, folgt, daf} die bi-
jektive stetige Abbildung [0,1] /0~1 — S eine topologische Aquivalenz ist (vgl. S. 32).
Da R/x~z+1 — S' ebenfalls bijektive stetige Abbildung ist, folgt aus der Hausdorff—
Eigenschaft von S nun auch die Hausdorff-Eigenschaft von R /z~z+1. Aus der
(Quasi—) Kompaktheit von [0, 1] /0~1 schliefllich folgt dann wieder, da8 die bijektive
stetige Abbildung [0,1] /0~1 — R /z~z+1 auch eine topologische Aquivalenz ist. Es
ist klar (oder?), dafl aus diesen Dingen insgesamt folgt, daf die letzte der Abbildungen

R/z~z+l —s S!

ebenfalls eine topologische Aquivalenz ist. O

Es sei nun & eine ganze Zahl. Die Abbildung “ Multiplikation mit k7

0,1] — R, s+ k-s
induziert eine Abbildung

[0,1] /0~1 — R/x~z+1
dennesist [k-0] = [k-1] in R/z~z+1, weil ja k eine ganze Zahl ist.
BEHAUPTUNG. Unter den oben definierten topologischen Aquivalenzen

[0,1]/0~1 — S* und R/z~z+1 — S

geht diese Abbildung iiber in die k —te Standard Abbildung. — Klar, weil das Diagramm

0,1 = —F, R

J/ exp l exp

g1 z — 2 Sl
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kommutiert: es ist

(exp(s))" = (eQWis)k = e2™% — exp(k-s) .

Wir wollen uns jetzt iiberlegen, dafl das soeben benutzte Diagramm nicht nur dazu
taugt, neues iiber Standard—Abbildungen zu lernen, sondern daf§ es uns auch gestat-
tet, Abbildungen allgemein zu studieren. Dazu benétigen wir eine spéter zu rechtferti-
gende Hypothese der Art, da8 zu einer Abbildung f: S* — S! ein solches Diagramm
iiberhaupt existiert.

HYPOTHESE. Es gibt eine Abbildung ¢ : [0,1] — R, so dafl das Diagramm

0,1 —<4— R

l exp l exp

Sl _f Sl
kommutiert.

SATZ. Sei f:S' — S' eine Abbildung, die diese Hypothese erfiillt. Dann gilt
(i) k = g(1) —g(0) ist eine ganze Zahl
(ii) f ist homotop zur k—ten Standard-Abbildung.

Beweis. (i) Die Kommutativitidt des Diagramms besagt, dal exp(g(s)) = f(exp( ))
fiir alle s € [0,1] . Weil exp(1l) = 1 = exp(0), folgt exp(g(1)) = exp(g(0)),

1 = exp(g(1))-exp(g(0)) ™t = 2mila)=9(0))

Daher ist ¢(1) — g(0) eine ganze Zahl.

(ii) Wir wissen, dafl zwei Wege in R mit gleichen Anfangs— und Endpunkten zueinander
homotop sind relativ zu den Endpunkten. Insbesondere ist deshalb die Abbildung g
homotop, relativ zu den Endpunkten, zu der Abbildung ¢;: [0,1] — R,

g1(s) = g(0) +k-s .

Die Homotopie von g zu g¢; ist eine Abbildung G: [0,1]x[0,1] — R mit G(0,t) =
G(0,0) und G(1,t) = G(1,0) fiir alle ¢ . Sei

H: [0,1] x [0,1] — S*
definiert als die zusammengesetzte Abbildung H = expo G . Dann ist

H(1,t) = H(1,0) = f(exp(1)) = f(exp(0)) = H(0,0) = H(0,?)
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fiir alle ¢, also faktorisiert H {iber eine Abbildung H’ des Quotientenraumes
([0,1] x[0,1])/(0,¢) ~ (1,£) =~ ([0,1]/0~1) x[0,1] ~ S*x [0,1] .
Die so konstruierte Abbildung
H': S'x [0,1] — &'

ist eine Homotopie von Abbildungen S' — S'; und zwar ist dies eine Homotopie von
der Abbildung f zu der Abbildung f; , wobei (wegen exp(g(0)) = f(exp(0)) = f(1))
f1(s) o exp(gi(s)) = exp(g(0))- exp(k-s) = f(1)- exp(k-s) .

Wenn f(1) =1 € S', dann ist f; schon die k —te Standard-Abbildung. Im allge-

meinen Fall kann man es durch eine weitere Homotopie (eine starre Drehung der S?! )

in die Standard—Abbildung iiberfiihren. O

Um die oben formulierte Hypothese zu diskutieren, werden wir eine bemerkenswerte
Eigenschaft der Exponentialfunktion benutzen. N#mlich, die Abbildung exp : R — S*
ist zwar keine topologische Aquivalenz, sie besitzt aber lokale (!) Umkehrfunktionen in
folgendem Sinne:

SATZ. Zu jedem Punkt x € R existieren Umgebungen V von z und W von
exp(z) , so daff die Einschrankung von exp eine topologische Aquivalenz von V zu
W ist.

BEWEIS. Sei V ein offenes Intervall der Lénge < 1, das den Punkt x enthilt. Dann
hat V die behaupteten Eigenschaften. Denn sei V' der Abschluf von V . Da die
Intervall-Lénge als < 1 vorausgesetzt war, ist die auf V' eingeschrinkte Abbildung
injektiv. Sie definiert daher eine bijektive stetige Abbildung von V' auf den Bildraum.
Nun ist V’ kompakt, und der Bildraum ist Hausdorff-Raum ( als Unterraum von S! ).
Also ist die eingeschrinkte Abbildung eine topologische Aquivalenz. O

ZUSATZ. Zu jedem Punkt y in S! gibt es eine Umgebung U , so daB fiir jeden Punkt
aus exp 1(y) die lokale Umkehrfunktion des Satzes auf ganz U definiert ist.

BEWEIS. Im Beweis des vorstehenden Satzes nimmt man fiir V' ein offenes Intervall der
Lénge % , mit x als Mittelpunkt. Das Bild W ist in dem Fall ein offener Halbkreis
mit y als mittlerem Punkt. Das so erhaltene W hingt nur von y ab, es ist dasselbe

fir alle = € exp~'(y) . O

BEMERKUNG. Es ist plausibel, dafl es sich bei diesen lokalen Umkehrfunktionen um
vertraute Funktionen handeln sollte. Das ist auch der Fall: es handelt sich dabei ( bis
auf den Faktor 5 ) um die Logarithmus-Funktion. Sei a eine komplexe Zahl # 0 .

. 271
Es ist

logz = log(a—(a—z)) = loga+log(1l—(1-%))
= loga—Z%(l—g)n .
n=1
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Dies ist eine Potenzreihe, die fiir diejenigen = konvergiert, welche im Innern des Kreises
mit Radius |a] um den Punkt a liegen. Die additive Konstante loga ist wohldefiniert
nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 2mi . Was die Werte der additiven Konstante loga
angeht, so ist logl = 0 (bis auf ... ), und wenn z.B. |1—a| < 1, dann kann loga
ausgerechnet werden mit Hilfe der obigen Potenzreihe als log (1 — (1—a)) . Wie schon
betont wurde, so ist die additive Konstante loga nur wohldefiniert bis auf ganzzahlige
Vielfache von 2mi . Das heift konkret einfach dieses: wenn man etwa versucht, unter
den moglichen Werten fiir die additive Konstante ein fiir alle mal eine Auswahl zu
treffen, so kommt man in Schwierigkeiten, sobald man z.B. den Punkt @ entlang dem
Einheitskreis variieren 1a8t — die Funktion exp : R — S!' hat nun einmal keine globale
Umkehrfunktion. (]

Wir priifen jetzt nach, dafl die oben als Hypothese formulierte Eigenschaft tatsichlich
immer erfiillt ist.

SATZ. Sei f: S' — S eine Abbildung. Es existiert eine Abbildung g: [0,1] — R,
so daB das Diagramm

0,1] ————-— —- R
| e | e
s — I g

kommutativ ist.

BEWEIS. Zu jedem Punkt in S! gibt es eine offene Umgebung U , auf der die lokalen
Umkehrfunktionen von exp definiert sind (der vorige Satz und Zusatz). Sei {U;},.;
eine Uberdeckung von S' durch solche offenen Mengen. Mit Hilfe der zusammengesetz-
ten Abbildung

foexp: [0,1] — S*

konnen wir diese Uberdeckung zuriickziehen zu einer Uberdeckung von [0, 1] , ndmlich
{(foexp)™ (U) }Z oy - Auf diese Uberdeckung wenden wir nun den Lebesgue’schen
Uberdeckungssatz an. Wir schlieBen, daB es eine Unterteilung von [0,1] in Bogen
By,...,B,, gibt, so daB fiir jedes j das Bild f(exp(B;)) ganz enthalten ist in
einem von den U; ; wir bezeichnen es mit Uj ;)

Die Abbildung ¢ wird jetzt induktiv fiir die Bogen By, ..., B,, definiert.

e Definition von ¢ auf B;. Die zusammengesetzte Abbildung By —2 St ERyS
hat ihr Bild in dem Bereich U; (1) . In diesem Bereich existieren lokale Umkehrfunktio-
nen fiir exp . Wir wihlen irgendeine von diesen lokalen Umkehrfunktionen; etwa die
Funktion wu;: U;(;y — R . Die gesuchte Funktion ¢ | By wird nun definiert als die
Zusammensetzung von f o exp mit der Funktion u; . Es ist klar, dal dann

expog | By (:expoulofoexp]Bl) = foexp| B .
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e Definition von ¢ auf B, . Die zusammengesetzte Abbildung By —b St ERyS
hat ihr Bild in dem Bereich Uj () . Auch hier existieren lokale Umkehrfunktionen fiir
exp . Wir wihlen nun eine ganz bestimmte unter diesen lokalen Umkehrfunktionen aus;
es wird in Kiirze prézisiert werden, welche. Die gesuchte Funktion ¢ | Bs wird wieder
definiert als die Zusammensetzung von f oexp mit der lokalen Umkehrfunktion wus ,
und es ist wieder klar, dafl

expog | By = foexp|Bs.

Es ist aber zunéchst gar nicht klar, daf diese Definition von ¢ | By iiberhaupt vertrig-
lich ist mit der vorher erfolgten Definition von g | By . Denn die Bégen B; und
B> haben ja einen gemeinsamen Punkt: der Endpunkt von Bj ist gleich dem An-
fangspunkt von By . Wir miissen also darauf achten, dafl wir an dieser Stelle nicht
aus Versehen die Funktion auf zwei verschiedene Weisen definieren. Dazu miissen wir
aber nur darauf achten, dafl die lokale Umkehrfunktion wg: U;o) — R in der fol-
genden Weise gewéhlt wird: Sei x der gemeinsame Punkt von B; und Bs, sei
y = f(exp(x)) sein Bildpunkt. Dann ist y enthalten sowohl in U, ;) als auch in
Ui (2) , und wir werden jetzt darauf bestehen, dafi uy diejenige lokale Umkehrfunktion
ist, die die Bedingung
uz(y) = u1(y)

erfiillt.
e Definition von g auf Bs, ..., B,, . Diese Definitionen gehen analog zu der Defi-
nition von g auf Bs . O

Mit Hilfe dieses Satzes (frither als “Hypothese” formuliert) hatten wir uns eine gewisse
ganze Zahl k (ndmlich & = g(1) — g(0) ) verschafft, und wir hatten uns iiberlegt,
dafl diese Zahl k die Homotopieklasse von f bereits charakterisiert.

Wir wollen uns nun {iberlegen, dal umgekehrt die Homotopieklasse von f auch die
Zahl k schon eindeutig festlegt. Dazu bendtigen wir den folgenden Sachverhalt.

SATZ. Sei F: S'x[0,1] — S' eine Abbildung (mit anderen Worten, eine Homotopie
von Schlingen in S'). Es existiert eine Abbildung G': [0,1]x[0,1] — R, so da8 das
Diagramm

G
[0,1] x [0,1] ————— - R
l exp X id J{ exp
Stx[0,1] —L . gt

kommutativ ist.

BEWEIS: Das Argument ist ganz analog zu dem im Beweis des vorigen Satzes. Wir
fixieren wieder eine Uberdeckung von S!' durch offene Mengen, auf denen lokale Um-
kehrfunktionen fiir exp existieren, {U;},c; . Mit Hilfe der Abbildung F o (exp x id)

ziehen wir diese Uberdeckung zu einer Uberdeckung { ( F o (exp x id) )~*(U;) }ier von
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[0,1]x[0,1] zuriick. Auf letztere Uberdeckung wenden wir den Lebesgueschen Uber-
deckungssatz an. Das liefert ein ¢, so dafl ... . Wir schlielen, dal folgendes gilt: Sei
[0,1]x[0,1] unterteilt in m-m Quadrate der Kantenlinge - . Wenn m hinreichend
grof ist, dann ist jedes dieser Quadrate ganz enthalten in einer e-Kugel; folglich ist
sein Bild unter der Abbildung F'o (exp x id) schon ganz enthalten in einer der offenen
Mengen U; .

Es bleibt nun nur noch, fiir jedes einzelne der Quadrate die darauf eingeschrinkte Ab-
bildung zu liften. Dabei ist, ebenso wie im vorigen Beweis, darauf zu achten, welche der
lokalen Umkehrfunktionen jeweils verwendet wird.

Fiir die Zwecke der Buchfithrung fithren wir Namen ein: Die Teilquadrate seien bezeich-
net mit @, 4 , wobei die Indizes p und ¢ jeweils von 1 bis m variieren, und wobei
wir uns vorstellen wollen, daf der Index p die horizontale Indizierung bezeichnet (wach-
send von links nach rechts) und der Index ¢ die vertikale Indizierung (wachsend von
oben nach unten).

Fiir das Quadrat @, , seien folgende Auswahlen getroffen:

e von den offenen Mengen U; , die das Bild von @, , unter der zusammengesetzten
Abbildung
F o (exp x id)

enthalten, wird eine ausgewéhlt und hinfort mit Uj(, 4 bezeichnet. (Die Konstruktion
der kleinen Quadrate iiber den Lebesgueschen Satz ist gerade so, dafl es mindestens eine
solche offene Menge gibt. Wenn es mehrere geben sollte, stellt es sich als irrelevant her-
aus, welche Auswahl an dieser Stelle getroffen wird; dieser Punkt braucht im folgenden
nicht einmal diskutiert zu werden.)

e von den lokalen Umkehrfunktionen fiir exp wird eine ausgewihlt (diese Auswahl
wird noch zu diskutieren sein),

Ui(p,g) * Uip,g — R

Mit Hilfe der so ausgewéhlten lokalen Umkehrfunktionen wird dann die Einschrinkung
der gesuchten Abbildung G,

Gp,q (: G‘Qp,q)a
definiert als die zusammengesetzte Abbildung
Gpq = Uipg ©Fo(expxid) | Qpg -

Mit dieser Definition wird das in der Formulierung des Satzes genannte Diagramm
kommutativ sein zumindest insofern als nun gilt

expoGp, = expoupq 0 Fo(expxid) | Qpg = Fo(expxid) | Qpg -
Es bleibt zu diskutieren, wie die konstruierten Abbildungen G, , zusammengefafit wer-
den konnen zu der gewiinschten Abbildung G auf dem ganzen Quadrat [0,1]x]0,1] .
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Dazu werden wir das Quadrat nun aus seinen Stiicken @, , aufbauen, indem wir diese
Stiicke einzeln hernehmen und zu den vorher behandelten dann dazutun. Wir betrachten
die Stiicke in einer bestimmten Reihenfolge.

e Wir beginnen mit dem Teilquadrat (1,1 . Dabei brauchen wir noch nicht auf irgend-
etwas zu achten: jede Auswahl ist so gut wie jede andere.

o ()12 wird dazugenommen. Da (2 nicht-leeren Durchschnitt mit 5, hat,
miissen wir darauf achten, da8 die Abbildungen G;; und G;2 auf dem Durchschnitt
ubereinstimmen. Nun ist

Qi1NQip
ein Intervall, und sein Bild unter der Abbildung F o (exp x id) ist enthalten in

UinnNUiz .

Durch geeignete Auswahl kénnen wir zumindest erreichen, dafl die Abbildungen G ;
und G2 an einem einzigen Punkt des Durchschnitts iibereinstimmen (z.B. an dem
linken Endpunkt des Intervalls). Denn hierfiir wird es geniigen, die lokale Umkehrfunk-
tion w2 so zu wahlen, daf die beiden lokalen Umkehrfunktionen u;; und w;2 an
eben dem Bildpunkt dieses Punktes unter der Abbildung F'o(exp x id) denselben Wert
haben.

Wir kommen nun zum wesentlichen Punkt des Arguments: Wenn die Abbildungen
G117 und G2 auch nur an einem einzigen Punkt des Intervalls Q11N Q1,2 denselben
Wert haben, dann stimmen sie schon auf dem ganzen Intervall iiberein. Der Grund ist
der: Auf dem Intervall Q11N Q12 konnen wir die Differenz der beiden reellwertigen
Funktionen G;; und G2 betrachten. Diese Differenzfunktion nimmt nur ganzzahlige
Werte an (denn die Kompositionen von Gi; und G mit exp geben ja dieselbe
Abbildung F o (exp xid) ). Andererseits ist die Funktion auch stetig (als Differenz
zweier stetiger Funktionen). Wir haben also eine stetige Funktion auf einem Intervall,
die nur ganzzahlige Werte annimmt. Eine solche Funktion ist notwendigerweise konstant.

Nachdem die Abbildungen G;; und Gi2 auf dem Durchschnitt Qi1 N Q12 iiber-
einstimmen, ergeben sie eine wohldefinierte Abbildung auf der Vereinigung ¢11UQ12 .
Diese Abbildung ist wieder stetig (da sie ja entsteht durch Zusammenbauen von stetigen
Abbildungen auf abgeschlossenen Unterrdumen).

e Das Hinzunehmen der anderen Teilquadrate geht analog. Das ist klar im Fall von
@Q13,...,Q1m . Esist auch klar im Fall von @31 (denn Q2 trifft die vorher genan-
nten Teilquadrate nur in seinem Durchschnitt mit G;; ). Im Falle von Q22 gibt es
ein geringfiigig neues Phédnomen, denn Q)22 trifft sowohl @2 als auch @21 jeweils
in einem Intervall. Es gentiigt aber zu bemerken, dafl diese beiden Intervalle einen Punkt
gemeinsam haben (den linken oberen Eckpunkt von Q22 ): sobald die Abbildung G2 o
an diesem Punkt den richtigen Wert annimmt, wird das nach dem genannten Argument
auch der Fall sein fiir alle anderen Punkte des Durchschnitts von @22 mit der Vereini-
gung der vorher behandelten Teilquadrate. Die restlichen Teilquadrate schliellich gehen
analog zu diesem. O
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KOROLLAR. Die “Windungszahl” k einer Schlinge f: S' — S héngt nur von der
Homotopieklasse von f ab.

BEWEIS. Die Windungszahl k£ war definiert iiber eine Liftung

0,1] —— R
lexp Jexp
St _f gt

als die Differenz der Funktionswerte, k = g(1) — g(0) . Es sei nun F: S'x[0,1] — St
eine Homotopie von f zu f’ . Nach dem eben bewiesenen Satz existiert eine Liftung

G

[0,1] x [0,1] R

l exp X id l exp

Six[0,1] —I— &t

Fiir jedes t € [0,1] sei die Zahl k; jetzt definiert als k; = G(1,t) —G(0,t) . Dann ist
t— ky
eine stetige Funktion auf [0,1] . Andererseits nimmt diese Funktion nur ganzzahlige

Werte an, weil
eXp(G(lat)) = F(lat) = eXp(G(Oat)) :

Es folgt, daf§ die Funktion konstant sein muf}. Das heifit, k; héngt in Wirklichkeit gar
nicht vom Parameter ¢ ab. Insbesondere ist deshalb

kozklv

und die Behauptung ist bewiesen. U

BEMERKUNG. Die vorstehenden Sétze werden wir spéter erkennen als Spezialfille eines
allgemeinen Liftungssatzes im Rahmen der Theorie der Uberlagerungen.
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Fundamentalgruppe

Die “Invariante” X —— §(X) taugt dazu, S' von S? zu unterscheiden (denn, wie wir
gesehen haben, sind 8(S!) und §(S?) nicht-isomorphe Mengen; oder, was dasselbe
bedeutet, sie haben nicht gleich viele Elemente).

Die Invariante taugt aber nicht ohne weiteres dazu, S' von S'x S!' zu unterscheiden.
Denn wegen

S(S1x SY) ~ 8(SY) x 8(SY)

hat zwar 8(S'x S!) auf den ersten Blick mehr Elemente als 8$(S!) ; das ist aber eine
Illusion: das Produkt von zwei abzdhlbar unendlichen Mengen ist wieder eine abzahlbar
unendliche Menge — die Mengen §(S'x S') und §(S!') sind isomorph.

Nun ist §(S') moglicherweise nicht eine vollkommen unstrukturierte Menge: unsere
Ausrechnung ging ja iiber eine ganz bestimmte Beziehung (die “Windungszahl”) zu
einer hochst strukturierten Menge, ndmlich zu der Menge der ganzen Zahlen. Ist das ein
Indiz dafiir, dal man die Konstruktion X +— §(X) ein wenig modifizieren kann, so
daf} das Resultat der Modifikation eine eingebaute algebraische Struktur hat? Vielleicht
eine Gruppenstruktur?

Im genannten Beispiel wiirde eine solche Modifikation einen Unterschied machen. Denn
fiir eine Gruppe mit abzidhlbar vielen Elementen (im Gegensatz zu einer Menge mit
abzdhlbar vielen Elementen) werden wir im allgemeinen nicht die Existenz eines Iso-
morphismus

G %~ GxG

erwarten konnen; z.B. gibt es einen solchen Isomorphismus nicht, wenn G die Gruppe
der ganzen Zahlen ist (mit der Addition als Gruppenoperation).

Die angestrebte Modifikation nun existiert. Dies beruht auf der Tatsache, dafl man das
“Hintereinander—Durchlaufen” von Wegen ausnutzen kann, um ein Kompositionsgesetz
flir Wege zu definieren.

Natiirlich kann man zwei Wege nur dann hintereinander durchlaufen, wenn der An-
fangspunkt des zweiten Weges iibereinstimmt mit dem Endpunkt des ersten Weges.
Und damit Wege immer zusammensetzbar sind, braucht man, daf} sie alle denselben
Anfangs— und Endpunkt haben.

Aus dieser Not macht man sogleich eine Tugend. In dem betrachteten Raum zeichnet
man némlich einen Punkt aus als den sogenannten Basispunkt, und man betrachtet
hinfort nur solche Wege, die in dem Basispunkt sowohl anfangen als auch aufhéren.
FEinen solchen Weg werden wir auch als eine Schleife bezeichnen.

DEFINITION. Sei X topologischer Raum und z ein Punkt in X (der Basispunkt).
Eine Schleife in X zum Basispunkt x (oder kurz, eine Schleife in (X, x) ) ist eine
Abbildung von Paaren

v: ([0,1],40,1}) — (X, z)
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d.h., eine stetige Abbildung v: [0,1] — X mit der Eigenschaft v(0) = z = v(1) .
Homotopie von Schleifen bezeichnet die Homotopie von Wegen relativ zu Anfangs— und
Endpunkt.

T (Xv CL’)

ist definiert als die Menge der Homotopieklassen von Schleifen in (X, x) .

BEMERKUNG. Es gibt eine 1-1 Beziehung von (X, z) zu der Menge der Homo-
topieklassen von Abbildungen von Paaren

w: (S1,1) — (X,z).

Das geht im einzelnen so. Wir fassen S' auf als Quotientenraum von [0,1] verméoge
der Abbildung exp : [0,1] — S . Wir fixieren den Punkt 1 € S! als Basispunkt. Die
Bedingung v(0) = v(1) = x fiir eine Schleife v sagt dann gerade, dal die Abbildung

v: ([0,1],{0,1}) — (X, z)
aufgefafit werden kann als die Komposition der Abbildung (von Paaren)
exp: ([0,1],{0,1}) — (8" 1)
mit einer Abbildung auf dem Quotientenraum (wieder eine Abbildung von Paaren)
w: (811 — (X,z).

Dies ist eine 1-1 Beziehung, denn die Abbildung v (re—)konstruiert sich als die zusam-
mengesetzte Abbildung w o exp . SchliefSlich ist diese 1-1 Beziehung auch vertraglich
mit dem Ubergang zu Homotopieklassen von Abbildungen: Einer Homotopie von Ab-
bildungen w: (S*,1) — (X, z), die auf dem Basispunkt konstant ist, entspricht eine
Homotopie von Wegen v: ([0,1],{0,1}) — (X, z) , die auf den Endpunkten konstant
ist; und umgekehrt. O

DEFINITION UND SATZ. Die Menge m1(X,z) hat eine (natiirliche) Gruppenstruktur.
m1(X,x) zusammen mit dieser Gruppenstruktur heifit die Fundamentalgruppe (oder
Wegegruppe) des topologischen Raumes X am Basispunkt x .

Dazu. Seien v und v’ zwei Schleifen (Wege mit Anfangspunkt und Endpunkt je-
weils am Basispunkt). Man definiert den zusammengesetzten Weg v v’ so, wie es der
Name suggeriert: erst wird v durchlaufen, dann v’ . Wenn man dies mit Hilfe einer
Formel ausdriickt, so ist das Resultat ein wenig technischer als man es aufgrund der
einfachen Idee erwarten sollte. Der Grund liegt darin, dafl man sich ja schon darauf
festgelegt hat, dafl eine Schleife eine Abbildung ist, die als ihren Definitionsbereich das
Einheits—Intervall hat; dafl man also sozusagen fiir das Durchlaufen der Schleife genau
eine Zeiteinheit zur Verfiigung hat. Beim Hinschreiben des zusammengesetzten Weges
mufl man sich deshalb insbesondere nun darauf festlegen, wieviel von der zur Verfiigung
stehenden Zeiteinheit auf die jeweiligen Teilwege entfallen soll. Wenn man, bei zwei
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Wegen, sich entschlieit, daf} jeder der Teilwege die Hélfte der zur Verfiigung stehenden
Zeit bekommen soll, und dafl er im iibrigen auch “mit gleichférmiger Geschwindigkeit”
durchlaufen werden soll, so bekommt man fiir den zusammengesetzten Weg die Formel,

v/ (s) = { .

0<s< =
v'(2s—1) %Ssg

1
2

1.
Die erforderte Festlegung hat auch noch andere unerwiinschte Konsequenzen. So ist die
Komposition von Schleifen nicht assoziativ (denn wenn man zwei Wege zusammensetzt
und das Resultat wieder mit einem dritten, so bekommen die ersten beiden Wege von der

Gesamtzeit jeweils ein Viertel ab und der dritte Weg die Hélfte; bei anderer Klammerung
wire die Aufteilung anders).

Es bezeichne nun [v] das von v repriisentierte Element in (X, z) . Das Produkt in
m1 (X, x) ist definiert als
[o] o] = [woT] .

Oder, um es deutlicher zu machen: wenn a und b Elemente von (X, x) sind, so
ist ihr Produkt ab in (X, z) wie folgt gegeben. Seien v und v’ Repriisentanten
fir a und b, d.h., Schleifen mit [v] = @ und [v'] = b, dann ist das Produkt ab
représentiert durch die zusammengesetzte Schleife, ab = [vv'] . Selbstverstindlich ist
hier nachzuweisen, dafl das Produkt in Wirklichkeit nicht abhéingt von der Auswahl der
benutzten Reprisentanten. Das ist eine Ubungsaufgabe (s. Ubungszettel 9, Aufgabe 5).

Das Produkt hat die folgenden Eigenschaften (der Beweis besteht jeweils in der Angabe
geeigneter Homotopien; s. Ubungszettel 9, Aufgabe 5):
e Komposition von Schleifen ist assoziativ nach Ubergang zur Homotopieklasse.

e Der triviale Weg tr: [0,1] — X , tr(s) =z fiir alle s, ist neutrales Element fiir
das Produkt, d.h. es ist [tr] [v] = [v] = [v] [tr] fiir alle v .

e Der Weg 7, ©(s) := v(l—s), ist invers zu v, d.h. [9] [v] = [v] [0] = [tr] .
Die Menge 71(X,z) ist also eine Gruppe unter dem angegebenen Kompositionsgesetz.

Ahnlich wie wir es von anderen Konstruktionen schon gewdhnt sind, so ist auch die
Konstruktion von (X, z) funktoriell. Namlich, wenn f: X — Y eine stetige Abbil-
dung ist und wenn zudem f noch den Basispunkt x von X auf den Basispunkt y
von Y abbildet oder, wie wir dafiir auch sagen wollen, wenn f eine Abbildung von
punktierten Rdumen ist,

f: (X,.%') - (Y7y) )
dann gibt es eine induzierte Abbildung
f*: 7Tl()(ali) - ﬂ-l(Yvy)v

die definiert ist durch f.([v]) := [fov] (wie iiblich, so ist hier implizit die Un-
abhéngigkeit von der Auswahl des Représentanten v von [v] behauptet ). Diese in-
duzierte Abbildung nun ist mit der Gruppenstruktur vertriglich oder, was dasselbe
bedeutet, f, ist ein Gruppenhomomorphismus,

(] [0]) = fel[0]) f([0]) -
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Um dies einzusehen, braucht man nicht einmal Homotopien; eine entsprechende Glei-
chung gilt schon fiir geeignete Reprisentanten. Denn wenn v und o' Schleifen in
(X, x) sind, so kann man einerseits diese beiden als Schleifen in (X, z) zusammensetzen
und das Resultat nach (Y,y) transportieren; das gibt f o (vv’). Zum andern kann
man auch zuerst transportieren, das gibt die Schleifen (fov) und (fov’) ; diese kann
man dann zusammensetzen zu (fov) (fov’) . Man hat aber nun

folvv) = (fov)(for'),

denn beide Seiten dieser behaupteten Gleichung beschreiben in Wirklichkeit dieselbe
Abbildung (Nachpriifen der Definitionen!). O

Wir schauen einige Beispiele an.

BEISPIEL. Fiir n > 2 und fiir jedes z € S™ ist 71 (S™,z) die triviale Gruppe; d.h. die
Gruppe, die nur ein einziges Element, ndmlich das Eins—FElement oder neutrale Element
hat (das von der trivialen Schleife S' — {z} repriisentiert wird).

Der Beweis ist im wesentlichen derselbe wie der Beweis dafiir, dal die Menge 8§(S™)
fir n > 2 nur ein einziges Element hat. Wir beschreiben Schleifen mit Hilfe von
punktierten Abbildungen der S'. Den Basispunkt von S™ stellen wir uns als den
Siidpol vor. Fiir eine vorgegebenen Schleife w: (S,1) — (S™,z) konstruieren wir, wie
frither, eine Homotopie (relative Version!) von w zu einer Abbildung w’ , wo w’(S?!)
den Nordpol in S™ nicht trifft. Uber die topologische Aquivalenz von S™ Nordpol zu
R™ bekommen wir dann die gewiinschte Nullhomotopie (= Homotopie zur trivialen
Schleife).

BEISPIEL. Fiir jeden Basispunkt x in S! ist m;(S',x) isomorph zu Z , der Gruppe
der ganzen Zahlen unter der Addition.

Auch dies haben wir eigentlich schon gezeigt. Bezeichne Z, das Urbild von z € S*
unter der Abbildung exp (wenn zB. x = 1 dann ist Z, die Menge der ganzen
Zahlen). Wie frither bei der Bestimmung von §(S') argumentieren wir, dafl wir fiir
jede Abbildung w: (S*,1) — (S*,z) ein Diagramm bekommen kénnen,

( [07 1] ) {07 1}) L) (R, Z:c)

j/ exp l exXp
(5.1 —— (5"2)
und wie dort hangt die Zahl & = v(1) — v(0) nur von der Homotopieklasse von w

ab; umgekehrt ist durch k& auch die Abbildung w bis auf Homotopie relativ zu {0, 1}
schon festlegt. Wir haben also, wie dort, eine Bijektion
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Es bleibt zu zeigen, dafl diese Bijektion ein Gruppenisomorphismus ist. Dazu wird es
geniigen, den Fall zu betrachten, wo die Schleife

v=woexp: ([0,1],{0,1}) — (8%, z)
die Zusammensetzung von zwei Schleifen vy und wvo ist,
v o= viUg .
In diesem Falle ist aber die Liftung v ebenfalls eine Zusammensetzung

3(s) = B1a(s) = {

U1 (28) 0<s<i
0(2s-1) 1

Fiir die Windungszahl k& von w folgt deshalb
Fo= o) —9(0) = (33)=9(0)) + (30) —5(2)) = ki +ks

wo k1 = v1(1) —01(0) die Windungszahl von w; bezeichnet (v; = wy o exp ); und
ko die Windungszahl von ws . O

In diesen beiden Beispielen héingt die Fundamentalgruppe nicht von der Wahl des Ba-
sispunktes ab. Das ist kein Zufall:

SATZ. Seien x und x’ zwei Punkte in derselben Weg—Zusammenhangs—Komponente
von X . Dann ist 7 (X,z) isomorph zu m (X, z') .

BEMERKUNG. Auf den Wegzusammenhang kann man hier nicht verzichten. Sei z.B. X
die disjunkte Vereinigung S'U S? . Es ist dann

m(S'US% z) = { m(s . e wenn z € S'

m1(S?, x) wenn z € S?

(denn ein in S' in S'US? beginnender Weg kann nicht aus S' heraus; ebenso kann
ein in S? beginnender Weg nicht aus S? heraus ).

BEWEIS DES SATZES. Nach Voraussetzung existiert ein Weg
w: [0,1] — X, mit w(0)==, w(l)=212".
Man definiert eine Abbildung
wy: m(X,x) — m(X,2')
unter Benutzung dieses Weges, wie folgt. Sei
v: ([0,1],{0,1}) — (X,z)
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eine Schleife in X zum Basispunkt x . Dann ist eine Schleife in X zum Basispunkt
2’ gegeben durch

w(1-3s) 0<s< %

— 1 2

v'(s) = v(3s—1) 3<s< %
w(3s—2) 2<s<1

Analog induziert der Weg w von 2’ zu x eine Abbildung
W, (X, 7)) — m(X, 7).
Die zusammengesetzte Abbildung W, o w;,
m(X,z) 25 (X, 2) 25 om(X, )

ist die Identitét, denn sie ist gegeben durch Vor— und Nachschalten je einer null-
homotopen Schleife, ndmlich von ww bzw. wWw . Ahnlich gilt, dal die zusammenge-
setzte Abbildung w, ow, die Identitit ist.

Es ist klar (oder?), dal der konstruierte Isomorphismus w,: 71(X,z) — m (X, 2)
mit der Gruppenstruktur vertréglich ist; d.h., daf die Konstruktion (nach Ubergang zu
Homotopieklassen) mit der Komposition von Wegen vertriiglich ist.

Die Notation “ w, ” deutet an, daf} fiir die Konstruktion ein ganz bestimmter Weg,
ndmlich eben w , benutzt worden ist. Diese Prézisierung in der Notation ist notwendig,
weil der resultierende Isomorphismus i.a. wirklich von der Wahl des Weges abhéngt.
Dies wird besonders deutlich, wenn man den Spezialfall betrachtet, wo = = z’ ist;
wo in anderen Worten w ein geschlossener Weg mit Anfangspunkt und Endpunkt x
ist. In diesem Falle wird der Isomorphismus w, im allgemeinen nicht die identische
Abbildung sein. Man kann ihn angeben. Néamlich, wenn [w] das von w reprisentierte
Element in 71(X,z) bezeichnet, dann ist die Abbildung w, dasselbe wie der durch
dies Element gegebene innere Isomorphismus: die Abbildung von (X, 2") auf sich,
die gegeben ist durch

]—1

a — [wT aw] .
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Uberlagerungen

DEFINITION. Sei X topologischer Raum. Eine Uberlagerung von X bezeichnet einen
topologischen Raum FE zusammen mit einer Abbildung

p: F— X |

die der folgenden Bedingung geniigt:

Fiir jeden Punkt x € X existiert eine Umgebung U von x in X , eine diskrete Menge
F, (d.h. eine Menge, die aufgefait wird als topologischer Raum mit der diskreten
Topologie) und eine topologische Aquivalenz u von dem Unterraum p~'(U) in E zu
dem Produktraum U x F, ; dabei soll u eine “ Abbildung iiber U ” sein, d.h., das
Diagramm

p N U) —— Ux F,

|» [om

ist kommutativ.

Der Produktraum U x F, konnte ebenso gut auch beschrieben werden als eine disjunkte
Vereinigung von Kopien von U , ndmlich je eine solche Kopie fiir jeden Punkt y in
F, . Da

Ux{y} — U

eine topologische Aquivalenz ist, gibt die Definition insbesondere deshalb eine For-
mulierung der Art, dafl die Abbildung p: E — X “lokal” eine topologische Aquivalenz
ist. Dies ist eine starke Formulierung insofern als lokal sich hier auf X bezieht, also
eine gleichzeitige Aussage fiir simtliche Urbilder macht.

Etwas technischer kann man es auch so ausdriicken: Fiir jedes y € p~1(z) gibt es eine
lokale Umkehrabbildung, definiert auf der Umgebung U , die x auf y abbildet. Dies
ist eine Abbildung

Uuy: U —F

mit der Eigenschaft, da8 powu, = idy und dafl eben wy(z) =y . Es ist
uy : U — Bild (uy)

eine topologische Aquivalenz. Das Urbild p~1(U) ist, insgesamt, die disjunkte Vereini-
gung

p ' U) = |Jyepr(a Bild(uy) -
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Hier sind noch einige Vokabeln. Die Abbildung p heiBt die Uberlagerungs—Projektion.
Die in der Definition vorkommende Umgebung U wird als eine Elementarumgebung
(des Punktes x ) bezeichnet. F, heifit die Faser iiber x (es folgt aus der Definition
der Uberlagerungen, da# F, zu dem Urbild p~!(z) isomorph ist; sogar als topologi-
scher Raum — mit anderen Worten, p~!(z) trigt als Unterraum von E die diskrete
Topologie). Die Anzahl der Punkte in F, , insbesondere wenn diese Anzahl endlich
ist, wird manchmal als die Bléitterzahl der Uberlagerung bezeichnet. (Genau genommen
sollten wir hier von der Bldtterzahl am Punkte x reden. Wir werden spéter sehen,
dafl bei weg—zusammenhéidngendem X die Blatterzahl nicht von dem Punkt x abhéngt;
im allgemeinen kann das aber durchaus der Fall sein).

Bevor wir zu interessanten Beispielen fiir Uberlagerungen kommen, wollen wir einige
eher uninteressante Dinge vorweg abhaken. Zunéchst gibt es die banalen Beispiele fiir
Uberlagerungen: Jede topologische Aquivalenz ist eine Uberlagerung; und die Abbildung
der leeren Menge in irgendeinen Raum X ist auch eine Uberlagerung.

Als niichstes nehmen wir zur Kenntnis, dal man aus gegebenen Uberlagerungen iiber die
disjunkte Vereinigung neue produzieren kann. Zunéchst, wenn F; — X; und FEs — X5
Uberlagerungen sind, dann ist auch die Abbildung der disjunkten Vereinigungen,

ElL‘JEQ i XIL.JX27

eine Uberlagerung (denn fiir den Uberlagerungstest an einem Punkt z € X; U X,
braucht man nur folgendes zu bemerken: wenn z € X, , dann macht man den Uber-
lagerungstest fiir F; — X ; dhnlich, wenn z € X5 ). — Ein wenig interessanter ist
der folgende Sachverhalt.

SAaTz. Wenn pi1: By — X und py: Ey — X Uber]agerungen sind, dann auch

PlUpzt EloEQ — X .

BEWEIS. Sei x € X . Der Uberlq.gerungstest fir p;: B4 — X gibt eine Umgebung
U von z und eine topologische Aquivalenz (iiber Uj )

Uy - plil(Ul) — U1 X Fg} .

Ahnlich gibt der Qberlagerungstest fir po: E5 — X eine Umgebung Us von z und
eine topologische Aquivalenz ({iber U; )

uy : po H(Up) — Uy x F2 .

Durch Zusammenbauen dieser beiden bekommt man eine topologische Aquivalenz (iiber
UnUs)

w1 (i) Uizl ynos) - (01Up2) TH({UINU2) —  (UiNUs) x (FLUFY) .

Dies ist der erfolgreiche Uberlagerungstest fiir die Abbildung p; U ps iiber der Um-
gebung Uy NU; von =z . U
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BEISPIELE. (a) Sei die 1-Sphére gegeben als der Raum der komplexen Zahlen vom
Betrag 1, S' = {2€C||z| =1} . Die Abbildung S* — St |

Z'—>Zk

( k eine ganze Zahl), kann interpretiert werden als “k—faches Aufwickeln”. Vorausge-
setzt, dal k # 0, so ist die Abbildung eine Uberlagerung. Die Blitterzahl ist |k| , die
lokalen (!) Umkehrfunktionen sind gegeben durch

Ahnlich wie frither im Zusammenhang mit der Exponentialfunktion angesprochen, so
ist auch die Funktion “k-te Wurzel” fiir & > 2 im komplexen Bereich nur lokal als
Funktion eindeutig definierbar (beim Versuch, eine globale Definition zu bekommen,
ergeben sich Mehrdeutigkeiten). Technisch zeigt sich das wieder darin: wenn man die
Funktion um einen Punkt a € C, a # 0, in eine Potenzreihe entwickelt, so wird diese
Potenzreihe nur in einem Kreis um den Punkt @ mit Radius |a| konvergieren; die
Potenzreihe konvergiert sicherlich nicht fiir alle Punkte auf dem Einheitskreis gleich-
zeitig.

(b) Die Abbildung R — S* |

r — exp(x) = X
ist eine unendlich-blittrige Uberlagerung (vgl. S. 68). DaB die lokalen Umkehrfunktio-
nen (der Logarithmus) nur lokal eindeutig definierbar sind, wurde auch frither schon
angesprochen.

(c) Die in (a) und (b) beschriebenen Uberlagerungen des Kreises kann man zu weiteren
Uberlagerungen kombinieren (iiber die disjunkte Vereinigung — der vorstehende Satz).

(d) Bezeichne RP? den Quotienten-Raum von S? , der durch die Identifizierung von
Antipodenpunkten entsteht. Die Quotientenraum—Projektion

p: 8% — RP?

ist eine Uberlagerung (mit Blitterzahl 2 ). Denn sei z.B. z € RP? der Bildpunkt des
Nordpols. Sei die Umgebung U C RP? definiert als das Bild der nérdlichen Polkappe.
Dann ist

p Y (U) =~ (nordl. Polkappe) U (siidl. Polkappe) .

(e) Das letzte Beispiel, das wir hier betrachten, ist keine Uberlagerung, obwohl es bei
einem ersten fliichtigen Blick so aussehen mag. Sei (a,b) C R ein offenes Intervall. Die
(Uberlagerungs-) Abbildung exp : R — S' liefert per Einschrinkung eine Abbildung,
die (a,b) auf den Kreis aufwickelt,

q:(a,b) — St y — exp(y) .
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Die Abbildung ist “lokal eine topologische Aquivalenz” in dem Sinne, daB zu jedem
Punkt z € (a,b) eine Umgebung V von z existiert, so dafl die eingeschrinkte Ab-
bildung q|y : V — ¢(V) eine topologische Aquivalenz von V auf eine Umgebung des
Bildpunktes ¢(z) ist.

Andererseits ist die Abbildung nicht eine Uberlagerung. Der Uberlagerungs-Test funk-
tioniert nadmlich nicht fiir die beiden Punkte in S', die unter den Endpunkten von
(a,b) liegen. Denn am Punkt exp(a) zum Beipiel miiite es einerseits eine lokale
Umkehrfunktion geben, deren Bild die Punkte in (a,b) in der N&he von a enthielte,
andererseits aber konnte das Bild nicht den Punkt a selbst enthalten. Das ist offenbar
widerspriichlich. O

Wir wenden uns jetzt den Uberlagerungen allgemein zu. Wir benétigen zwei Sitze tech-
nischen Charakters, die wir als néchstes herleiten wollen, den Wege—Liftungs—Satz und
den Homotopie—Liftungs—Satz. Im Grunde kennen wir diese Sétze schon. Wir haben
sie ndmlich verwendet bei der Berechnung von m1(S',z) bzw. $(S') (Seite 69 und
Seite 70), wo wir diese Sitze fiir den speziellen Fall der Uberlagerungs-Projektion
exp: R — S! formuliert hatten.

Abgesehen von der grofleren Allgemeinheit gibt es bei der gegenwértigen Behandlung
noch einen weiteren Unterschied. Wir werden bei unseren Liftungs—Problemen nédmlich
grundsétzlich voraussetzen, dafl eine Liftung eines Anfangs—Punktes schon vorgegeben
ist (oder schon vorher gewihlt worden war). Dem Anschein nach ist dies eine irrelevante
Kleinigkeit. Es hat aber einen dramatischen Effekt; es erzwingt namlich die Eindeutig-
keit(!) der Liftung.

SATz (Wege-Liftungs-Satz). Sei p: E — X eine Uberlagerung. Sei w: [0,1] — X ein

Weg mit Anfangspunkt w(0) = x¢ . Sei yo eine Liftung von zo (d.h. yo € p~1(z0) ).
Es existiert eine Liftung von w zum Anfangspunkt o ; d.h. es existiert ein Weg

w: [0,1] = E,
so dafi w(0) =yo und so dafl das Diagramm

(=]

[0,1] —— E

lid‘ [0,1] lp

[O, 1] Y . X

kommutiert. Der geliftete Weg w ist (bei Vorgabe des Anfangspunktes) eindeutig be-
stimmt.

BEwEISs. Fiir jedes x € X sei eine Elementar-Umgebung U, von z gewéhlt; solche
existieren nach Definition der Uberlagerungen. Es ist also

p t(U,) = U, xp Yz)

83



in einer mit der Projektion vertriglichen Weise, und auf U, haben wir lokale Umkehr—
Abbildungen zur Verfiigung; diese sind indiziert durch die Punkte von p~!(z) .

Da wir notfalls U, auch durch seinen offenen Kern ersetzen konnen, diirfen wir an-
nehmen, daf§ U, selbst eine offene Umgebung von x ist. Damit haben wir dann
insgesamt eine offene Uberdeckung von X , nimlich {U,},cx . Die zuriickgezogene
Uberdeckung {w=(U,)}zex ist nun eine offene Uberdeckung des kompakten, metri-
schen Raumes [0,1], auf die wir den Lebesgue’schen Uberdeckungs-Satz anwenden
konnen. Folglich existiert ein € >0, sodaf ... .

Wir wéhlen eine Unterteilung von [0,1] in Bégen Bi,..., By, , von denen jeder eine
Lénge < e hat. Nach Herleitung gilt dann fiir jedes j =1,...,m , dafl das Bild w(B;)
ganz enthalten ist in einer (oder mehreren) der Elementar-Umgebungen U, ; sei ein
solches = ausgewihlt und mit z; bezeichnet. Statt U, schreiben wir kiirzer auch
U; ; also

w(Bj) C Uz = Uj.

Auf der Elementar-Umgebung U; sind nun die lokalen Umkehr-Abbildungen
u,: Uy — E (fir z€p *(z;))

definiert. In einer Weise, die noch zu beschreiben sein wird, wihlen wir unter diesen
lokalen Umkehr—Abbildungen eine ganz bestimmte aus, die wir mit wu; bezeichnen.
Damit wird dann die eingeschrénkte Abbildung w|p, definiert als die zusammen-
gesetzte Abbildung

B — U,, — E.
Die Auswahl der lokalen Umkehr—Abbildungen ist natiirlich so zu treffen, dafl die einge-
schrankten Abbildungen auch zusammenpassen; das geht am besten durch Induktion.

1. Schritt ( Definition von w|p, ). Der Anfangspunkt w(0) = x¢ ist enthalten in U ,
und

pil(Ul) = UzEp—l(am) Blld(uz) .

Da der vorgegebene Anfangspunkt 7 enthalten ist in p~!(z) , und damit auch in
p~1(Uy) , existiert somit ein 2; (und zwar genau eins) so daB yo € Bild(u.,) . Wir
setzen u; = u,, , also

w‘Bl = Uz © (w|B1) :

2. Schritt ( Definition von w|p, ). Da der Anfangspunkt von Bs gleich dem Endpunkt

von Bj ist, ist die zu definierende Abbildung w|p, auf dem Anfangspunkt as von
By bereits definiert, ndmlich als w|p, (a2) . Der Bildpunkt nun ist enthalten in

pil(UQ) = Uyep—1(x2) Blld(uy)
und damit in Bild(u,,) fiir genau ein 2o € p~!(z2) . Wir setzen
{D‘BQ = Uz O (w|Bz) :
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Nach Konstruktion gilt dann

(w|B,) (Anfangspunkt von By) = (w|p,) (Endpunkt von By)

3.Schritt ( Definition von w|g,,...,w|p,, ). Das geht analog.

Bei der vorstehenden Konstruktion ist schlechterdings nicht zu sehen, was man hétte
anders machen kénnen. Insofern ist die Eindeutigkeit der Konstruktion zumindest plau-
sibel. Trotzdem scheint es nicht unangebracht, fiir die Eindeutigkeit auch noch ein Ar-
gument anzugeben.

Sei also w’ eine weitere Liftung von w mit

Sei e die durch die obige Anwendung des Lebesgue’schen Satzes gegebene Zahl. Es
geniigt sicherlich, zu zeigen: wenn w und @’ an einer Stelle s € [0,1] iibereinstim-
men, dann auch noch in dem in s beginnenden Bogen B der Lénge ¢/5 .

Sei also s eine Stelle, an der w und w’ iibereinstimmen. Sei B der dort beginnende
Bogen der Linge ¢/ . Dann ist B in einer ¢ —Kugel enthalten. Nach der Konstruktion
von ¢ fiiber den Lebesgueschen Satz existiert deshalb eine Elementar-Umgebung U,
in X mit

w(B) C U, .

Das Urbild p~!(U,) ist eine disjunkte Vereinigung,

P Us) = |Jeep1(a) Bild(us) .

Andererseits kann der zusammenhéngende Raum B nur auf solche Weise in eine dis-
junkte Vereinigung abbilden, dal der ganze Raum in eine einzige Komponente davon
abbildet (das Bild eines zusammenhéngenden Raumes ist wieder zusammenhéngend!).
Jeder der beiden Wege w und w’ ist folglich in jeweils einer einzigen Komponente von

U :ep-1(2) Bild(u.) enthalten. Schliefllich haben diese beiden Komponenten auch noch
einen Punkt gemeinsam, némlich den Punkt w(s) = w'(s) . Es folgt, daf sie identisch
sind; etwa beide gleich Bild(u,,) .

Nun sind aber die lokale Umkehr-Abbildung wu,, einerseits und die Einschrankung der
Uberlagerungs—Projektion p andererseits zueinander inverse topologische Aquivalenzen
zwischen den Rédumen Bild (u,,) und U, . Es folgt, daB fiir alle s’ € B gilt

W'(s") =t (p(W'(5) = uz(w(s') = uz(p(@(s)) = a(s) -

Die Existenz und Eindeutigkeit des gelifteten Weges sind damit nachgewiesen. O

85



SATZ (Homotopie-Liftungs-Satz). Sei p: E — X Uberlagerung. Seien
@0, 11715 [0,1] — F

zwei Wege mit demselben Anfangspunkt wy(0) = w;(0) (aber nicht notwendigerweise
mit demselben Endpunkt). Seien wy und w; die projizierten Wege

wozpofﬁm wlzpoﬁl,
und sei
W [0,1] x [0,1] — X

eine Homotopie von wqy zu wi , relativ zum Anfangspunkt
(Wlpaxo = wo, Wlpax1 = wi, W(0,t) = W(0,0) fiirallet).
Es existiert eine Liftung von W zu einer Homotopie
W: [0,1]x[0,1] — E

(d.h. poW =W, und W ist Homotopie von wy zu w; , relativzum Anfangspunkt.
Wenn die Homotopie W auf dem Endpunkt konstant ist, so ist auch die Homotopie
W auf dem Endpunkt konstant.

BEWEIS. Mit dem mittlerweile schon zur Routine gewordenen Trick der Anwendung des
Lebesgue’schen Uberdeckungssatzes werden wir uns iiberlegen, dafl irgendeine Liftung
W von W existiert mit der Eigenschaft

W(0,0) = @o(0) .

Diese Liftung stellt sich als eindeutig heraus, und sie hat auch die verlangten Eigen-
schaften; von diesen Dingen werden wir uns zunéchst iiberzeugen.

— Eindeutigkeit von W . Sei W' eine weitere Liftung von W mit W’(0,0) = @,(0) .
Zu (s,t) € [0,1] x [0,1] gibt es einen Weg

v: 0,1 — [0,1] x [0,1]

mit v(0) = (0,0), v(1) = (s,¢) . Es sind dann Wov und W’ov Wege in E , und
beide sind Liftungen des Weges W owv in X | mit dem gemeinsamen Anfangspunkt
W(U(O)) = wp(0) . Der vorige Satz ist nun anwendbar. Nach der Eindeutigklausel dieses
Satzes folgt, dafl die Wege Wowv und W’ ov identisch sind, insbesondere ist deshalb
auch

W(s,t) = (Wowv)(1) = (W ov)(1) = W(s,t) .
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— Behauptete Eigenschaften. (i) Weil po W=w , ist W| (0,1]xo eine Liftung des
Weges wo = W|o,1jx0 - Aber wg ist auch eine Liftung von wyq , und zwar zum selben

Anfangspunkt wo(0) = W (0,0) . Nach der Eindeutigkeitsklausel des vorigen Satzes

folgt wieder, daf8 die Wege W/jo1jx0 und wp identisch sind.

(i) Die eingeschréinkte Homotopie W| ox[0,1] und der triviale Weg 0x [0, 1] — wp(0)
sind beides Liftungen des trivialen Weges W{gx0,1) : 0 x [0,1] — wo(0) in X , und
zwar zum selben Anfangspunkt; sie sind deshalb identisch.

(ili) Wegen (ii) haben die beiden Liftungen W| (0,1x1 und w; von w; denselben
Anfangspunkt; sie sind deshalb identisch.

(iv) Wenn die Homotopie W auf dem Endpunkt konstant ist, dann sind sowohl die
eingeschrénkte Homotopie W| 1x[0,1] als auch die triviale Abbildung 1x [0, 1] — w(1)
Liftungen des trivialen Weges mit Wert wg(1) ; diese beiden Liftungen sind dann iden-
tisch, d.h. die Homotopie W ist konstant auf dem Endpunkt von wyg .

— Existenz von W . Wie im vorigen Satz sei {U,}.ex eine offene Uberdeckung von X
durch Elementar-Umgebungen. Dann ist {W~! (U,)}.ex eine offene Uberdeckung des
kompakten, metrischen Raumes [0, 1] x [0,1] . Also existiert nach dem Lebesgue’schen
Satzein € > 0,sodafl ... . Wir wéhlen eine Unterteilung von [0,1]x[0,1] in Quadrate
gleicher Grofie
0,1] x [0,1] = U Qk,

1<k<m

1<1<m
deren jedes in einer e-Kugel in [0,1] x [0,1] liegt. Nach Konstruktion von e gilt dann
fiir jedes (k,l), dafl das Bild W(Q,;) schon ganz enthalten ist in einer Elementar—
Umgebung Uy, , , die wir abkiirzend auch mit Uy; bezeichnen werden. Nun ist

P Ukt) = Jvep (o Bild (uy)

wobei die u, , y € p~*(zg,;), die lokalen Umkehrabbildungen auf Uy, bezeichnen.
In einer noch zu beschreibenden Weise wird eine dieser lokalen Umkehr—Abbildungen
nun ausgew#hlt, die wir mit wus; bezeichnen. Wir definieren dann eine Abbildung

Wk,l : Qk,l — F als
Wii = ugioWlg,, -

Die Auswahl der wuj; kann so erfolgen, daf kal | QriNQrry = WW/ | QriNQrr 1
Um das einzusehen, geht man induktiv vor: erst (k,l) = (1,1), dann (1,2), dann
(1,3),...,(1,m) ; weiter mit (2,1), dann (2,2), etc. Die Details sind identisch mit
denen in einem schon frither betrachteten Fall (s. Seite 72). Wir werden die Details
deshalb hier weglassen. Wir kénnen also schliellich definieren

W’Qk,l = Wk,l‘
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Liftungs—Satz

Als Anwendung der vorstehenden Resultate erhalten wir den nunmehr zu diskutieren-
den allgemeinen Liftungs—Satz. Das bemerkenswerte an diesem Satz ist, dafl er eine
Beziehung herstellt zwischen Dingen ganz verschiedener Art, ndmlich

— einer geometrischen Aussage auf der einen Seite (Existenz einer Liftung) und

— einer algebraischen Aussage auf der anderen (dafl ndmlich eine gewisse Untergruppe
der Fundamentalgruppe eine gewisse andere Untergruppe enthélt).

Zur Formulierung des Satzes bené6tigen wir eine neue Vokabel. Ein Raum wird nédmlich
als lokal weg—zusammenhidngend bezeichnet, wenn jeder Punkt darin beliebig kleine
weg—zusammenhéngende Umgebungen hat. Oder, etwas genauer:

DEFINITION. Ein Raum X heifit lokal weg—zusammenhéngend, wenn fiir jeden Punkt
xz € X und fiir jede Umgebung U von z eine weg—zusammenhingende Umgebung
V von x existiert, die in U enthalten ist.

Fiir solche Raume notieren wir:

SATZ. Sei X lokal weg—zusammenhéngend. Dann gilt:
o Jede Weg—Zusammenhangs—Komponente von X ist offen.
e X ist die disjunkte Vereinigung seiner Weg—Zusammenhangs-Komponenten.

e FEs gibt in X keinen Unterschied zwischen Zusammenhangs—Komponenten einer-
seits und Weg—Zusammenhangs—Komponenten andererseits.

BEwEISs. Die Definition von “lokal weg—zusammenhéngend” sagt insbesondere, daf eine
Weg—Zusammenhangs—Komponente in X zu jedem ihrer Punkte noch eine ganze Um-
gebung dieses Punktes enthélt; sie ist also offen. Das Komplement einer Weg—Zusam-
menhangs—Komponente ist Vereinigung der anderen Weg—Zusammenhangs-Komponen-
ten und deshalb ebenfalls offen. Es folgt, dafl jede Weg—Zusammenhangs—Komponente
sowohl offen als auch abgeschlossen ist; der Raum X ist daher die disjunkte Vereinigung
seiner Weg—Zusammenhangs—Komponenten. Schliellich ist jede Weg—Zusammenhangs—
Komponente einerseits zusammenhéngend, andererseits nach dem gerade gesagten aber
nicht enthalten in irgendeiner gréfleren zusammenhéingenden Teilmenge von X ; folglich
ist sie auch eine Zusammenhangskomponente. O

Fiir spéiter notieren wir an dieser Stelle noch den folgenden Sachverhalt.

SATZ. Sei X lokal weg—zusammenhéngend. Sei p: E — X Uberlagerung. Dann gilt:
e [ ist lokal weg—zusammenhédngend.

e Wenn E’' Zusammenhangs-Komponente von E ist (oder, allgemeiner, eine Ver-
einigung von Zusammenhangs—Komponenten), dann ist p|g : E' — X ebenfalls eine
Uberlagerung.
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BEWEIS; Sei e € E und sei V Umgebung von e . Wir wollen zeigen, dal V eine
wegzusammenhéngende Umgebung von e enthélt. Sei U eine Elementarumgebung
des Bildpunktes p(e) , so daf also eine topologische Aquivalenz (iiber U ) besteht,

p'(U) = Uxp '(pe)) .

Esist pluxe): (Uxe) — U eine topologische Aquivalenz, und V N (Uxe) ist Umge-
bung von e . Es folgt, da p(V N (Uxe)) eine Umgebung von p(e) in U ist; und
deshalb auch in X . Nach Voraussetzung {iber X nun enthélt diese Umgebung noch
eine wegzusammenhingende Umgebung U’ von p(e) . Damit ist dann

Uxe c Uxp (ple))

eine wegzusammenhingende Umgebung von e, die in V N (Uxe) enthalten ist und
deshalb auch in V' . Die erste Behauptung ist somit geklart.

Da wir nun wissen, da} FE lokal wegzusammenhéngend ist, wissen wir auch (nach
dem vorigen Satz), dafl E die disjunkte Vereinigung seiner Weg—Zusammenhangskom-
ponenten ist (und dafl Zusammenhangskomponenten einerseits und Weg—Zusammen-
hangskomponenten andererseits in E dasselbe bedeuten).

Sei E’ eine Zusammenhangskomponente in E (oder eine Vereinigung von solchen),
sei E” das Komplement. E ist dann die disjunkte Vereinigung von E’ und E” . Um
zu zeigen, daB die eingeschrinkte Abbildung p|g : E’ — X eine Uberlagerung ist,
werden wir zeigen, dafl wir fiir jeden Punkt x € X eine Elementarumgebung finden
konnen.

Sei also 2 € X . Sei U eine Elementarumgebung von 2 (fiir die Uberlagerungspro-
jektion p: E — X ). Die Umgebung U enthélt (nach Voraussetzung iiber X ) eine
wegzusammenhéingende Umgebung U’ von x . Die topologische Aquivalenz (iiber U)

p'(U) ~ Uxp(z)
induziert eine topologische Aquivalenz ({iber U’)
p LU =~ U xpix).
Mit anderen Worten, U’ ist auch eine Elementarumgebung. Dariiberhinaus ist aber mit
U’ nun auch fiir jedes y € p~!(z) der Raum U’ x {y} wegzusammenhiingend und
deshalb entweder ganz in E’ enthalten oder ganz in E” . Es folgt, daf§ die vorstehende
topologische Aquivalenz als Einschrinkung die folgende hat,

(ple) N (U) = E'np™'(U') = U'x(E'np~H(x)) = U x (plp) " (2)

(eine topologische Aquivalenz iiber U’ ). Der Uberlagerungstest war erfolgreich. [

Nach diesen Vorbemerkungen iiber den lokalen Wegzusammenhang kommen wir nun
schliellich zu dem allgemeinen Liftungs—Satz.
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Sarz (Liftungs-Satz). Sei p: E — X eine Uberlagerung. Sei zo € X und ey €
p~1(x¢) . Der Raum Y sei zusammenhéngend und lokal weg—zusammenhéngend. Sei
Yo € Y und sei

f: (YvyO) - (vaO)

eine Abbildung von punktierten Rdumen. Die folgenden zwei Aussagen sind dquivalent:
e f hat eine Liftung zu einer Abbildung f : (Y,y0) — (E,eq) (d.h., pof = f ).
o fu(mY,p)) C pu(m(E,e)) .

Weiterhin gilt, daf3 eine Liftung von f (mit der Bedingung f(yo) = eg ) schon ein-
deutig bestimmt ist (falls sie existiert).

BEWEISs. Die eine der behaupteten Implikationen ist eine unmittelbare Folge aus der
Natiirlichkeit der Konstruktion der Fundamentalgruppe. Ndmlich wenn die Liftung f
von f existiert, so folgt fiir die Bild-Gruppen ( Untergruppen von (X, zq) )

f(mYi90)) = of)u(m(Yiyo)) = po(fu(m(Yip0))) C pu(mi(E,eo)) .

Umgekehrt wollen wir, wenn wir diese Inklusion voraussetzen diirfen, fiir die gegebene
Abbildung f eine Liftung f konstruieren.

Diese Konstruktion geht iiber den Wege—Liftungs—Satz. Da Y wegzusammenhéngend
ist (denn es ist ja, nach Voraussetzung, zusammenhingend und lokal wegzusammen-
hingend), konnen wir einen vorgegebenen Punkt y in Y durch einen Weg mit dem
Basispunkt verbinden: wir wéhlen irgendeinen Weg w, : [0,1] — Y mit

wy(0) = yo, wy(l) =y.
Die zusammengesetzte Abbildung fow, ,

Wy

[0,1] Y

X,

ist dann ein Weg in X . Auf diesen Weg wenden wir den Wege-Liftungs—Satz an. Das
Resultat ist ein Weg fow, : [0,1] — E mit fow,(0) = ey . Wir definieren nun

~ —

fly) 1= fow,(1) .

Es bleibt zu zeigen:
e die Abbildung f ist wohldefiniert
e die Abbildung ist stetig.

Zur Frage der Wohldefiniertheit merken wir zunéchst an, dal nach dem Wege-Liftungs—
Satz das Liften von Wegen zu vorgegebenem Anfangspunkt eindeutig ist. Die Defini-

tion von f(y) héngt deshalb allenfalls von der getroffenen Wahl des Weges w, ab.
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Wir wollen zeigen, dafl sie von dieser Wahl tatséchlich aber nicht abhéngt. Dazu sei

/

wy [0,1] — Y ein anderer Weg, den wir hitten wéhlen kénnen,

w,(0) = yo, wy(l) =y.

Wir betrachten zuerst den Spezialfall, wo w; homotop ist zu w, relativ zu Anfangs-
und Endpunkt. In diesem Fall sind auch die Wege f ow’y und fow, homotop relativ
zu Anfangs- und Endpunkt. Die Anwendung des Homotopie-Liftungs—Satzes zeigt nun,
da auch die gelifteten Wege fc;z_u/?’! und j% homotop sind relativ zu Anfangs- und

Endpunkt; insbesondere haben wir deshalb @(1) = f;@(l) .

Den allgemeinen Fall wollen wir auf diesen Spezialfall zuriickfiithren (sowie auf ein Argu-
ment mit der Fundamentalgruppe). Dazu betrachten wir den zusammengesetzten Weg
w, wy_l (“zuerst wj, , dann den zu w, inversen Weg” ) oder, als Formel,

1
2
1.

wyw, e =

Wenn wir diesen Weg wiederum mit w, zusammensetzen, so erhalten wir einen Weg
/ 1

wy,(25) 0<s<
1
2

wy (2—2s) <s

IN

w,, wy "~ wy oder, wieder als Formel,
wy, (45) 0<s<g
wy, w," wy (s) = wy(2—4s)  $<s<3
wy(2s—1)  $+<s<1

Dies ist ein Weg von yo zu y , und es ist klar (oder?), dafi dieser Weg zu w;, homotop
ist, relativ zu Anfangs- und Endpunkt.

Wenn wir abkiirzend schreiben v, = wj w, " w, , so folgt also nach dem obigen Spezial-

fall, daf8 die Liftungen der beiden Wege fov, und fow; dieselben Endpunkte haben,

1

(fovy)(1) = (fouwy)(1) .

Um nun weiter (fouv,)(1) mit (fow,)(1) zu vergleichen, verwenden wir den
HiLrssaTz. Wenn fi(71(Y,y0)) C p«(7m1(E,e0)) , dann ist die Liftung fo(wy, wy, )

von  fo(wy, wy_l) ein geschlossener Weg in E mit Anfangs- und Endpunkt eq .

Mit dem Hilfssatz konnen wir den gewiinschten Vergleich auf die folgende Weise be-
werkstelligen. Die Komposition mit der Abbildung f ist vertriglich mit dem Zusam-
mensetzen von Wegen, also

(fovy =) fo(wyw, wy) = (fo(w,w,")) (fow,).

Die Liftung von f o (wy, w;l wy) zum vorgegebenen Anfangspunkt ey kann daher in

zwel Schritten konstruiert werden:
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— zu dem Anfangspunkt eo wird zunéchst der erste Teilweg f o (wy, wy_l) geliftet,

— mit dem dabei resultierenden Endpunkt als neuem Anfangspunkt wird danach der
zweite Teilweg fow, geliftet.

Nach dem Hilfssatz ist nun aber der neue Anfangspunkt derselbe wie der alte: die zweite
Liftung ist ebenfalls zum Anfangspunkt eg vorzunehmen. Es folgt, dafi die Liftung des
zweiten Teilweges in Wirklichkeit eine Reinkarnation der urspriinglichen Liftung des
Weges fow, ist; sie hat insbesondere deshalb auch denselben Endpunkt.

BEWEIS DES HILFSSATZES. Der Weg w; Wy, 1 ist Schleife in Y zum Basispunkt yqg
und repriisentiert ein Element [w] w, '] in m(Y,yo) . Die Schleife f o (wjw, ")

y Yy
repréasentiert das Bildelement

f*[w;wyil] € f*(Wl()/ayO)) :

Nach der Voraussetzung des Hilfssatzes ist dieses Element nun auch enthalten in der
Bildgruppe p.(7m1(F,eq)) . Das bedeutet, dafi eine Schleife @ in F zum Basispunkt
eop existiert mit

[fo(w, w, )] = [pou];

-1

was wiederum bedeutet, dal f o (wj w, ') homotop ist, relativ zu Anfangs- und End-

punkt, zu powu . Wir wihlen irgendeine solche Homotopie von f o (wy, wy_l) zZu pou .
Nach dem Homotopie-Liftungs—Satz hat diese Homotopie eine Liftung zu einer Ho-
motopie von Wegen in FE , wobei die Homotopie auf dem Anfangspunkt konstant ist.
Zuséitzlich war aber die Homotopie in X auch auf dem Endpunkt konstant, und der
Homotopie-Liftungs—Satz sagt, daf in dieser Situation auch die geliftete Homotopie auf
dem Endpunkt konstant ist. Es folgt insbesondere, daf8 die Liftung von f o (wy, wy_l)
denselben Endpunkt hat wie diejenige von p o u . Die Liftung von powu ist aber u

und dessen Endpunkt ist eq . Der Hilfssatz ist damit bewiesen.

Wir kommen nun zum Nachweis dessen, dafl die (geliftete) Abbildung f eine stetige
Abbildung ist; es ist dieser Teil des Arguments, bei dem die omingse Voraussetzung iiber
den lokalen Wegzusammenhang benotigt wird. Wir werden die Stetigkeit in der folgen-
den Form nachweisen. Wir zeigen: Zu jedem Punkt y € Y und zu jeder Umgebung V
des Bildpunktes f(y) existiert eine Umgebung W von y mit f(W) cV.

Sei U eine Elementarumgebung des Punktes =z = f(y) in X , so daf} also eine topo-
logische Aquivalenz (iiber U ) besteht,

p '(U) — Uxp ).
Sei V' definiert als der Durchschnitt
V= Vnu N Uxfy)).

Dann ist V' Umgebung von f(y) , die eingeschrinkte Abbildung ply: : V' — p(V)
ist eine topologische Aquivalenz, und p(V’) ist Umgebung von f(y) = p( f(y))
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Wegen der Stetigkeit von f ist das Urbild f~!(p(V’)) eine Umgebung von y in
Y . Wir nutzen nun die Voraussetzung des lokalen Wegzusammenhangs aus. Es folgt,
dafl die Umgebung f~!(p(V’)) noch eine wegzusammenhingende Umgebung W von
y enthélt. Mit der folgenden Behauptung wird schliellich alles bewiesen sein:

BEHAUPTUNG. Das Bild f(W) ist enthalten in V' (und damit auch in V ).

BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Sei y' € W . Dann kénnen wir ¢y’ durch einen ganz in
W verlaufenden Weg w mit y verbinden. Sei w, irgendein Weg von yo zu y .
Nach dem vorher bewiesenen Teil (daB néimlich die Definition von f(y') nicht abhéngt
von der Wahl des Weges von yy zu 3’ ), kénnen wir ebenso gut nun auch das folgende
Rezept als die Definition von f(y’ ) nehmen:

Zuerst liften wir den Teilweg f o w, zum Anfangspunkt e, = Flyo) ; der geliftete
Teilweg wird den Endpunkt f(y) haben. Danach liften wir den Teilweg fow zum
Anfangspunkt f(y) . Der Endpunkt der Liftung des zusammengesetzten Weges, und
damit auch der Endpunkt der Liftung des zweiten Teilweges, wird dann der Punkt
f(y) sein.

Nach Konstruktion nun ist der Weg fow ganz enthalten in der Umgebung p(V’) von
f(y) . Die eingeschriinkte Abbildung p|y: : V' — p(V') ist eine topologische Aquiva-
lenz, und die Liftung von fow hat ihren Anfangspunkt in V’ . Nach der Eindeutigkeit
der Wegeliftung zu gegebenem Anfangspunkt folgt, daf3 die Liftung des zweiten Teilwegs
ganz enthalten ist in V' | insbesondere ist deshalb der Endpunkt f(y/) ebenfalls in
V' enthalten. Der Beweis ist fertig. O

Wir kommen nun zu Anwendungen des Liftungs—Satzes.

Eine erste, hier etwas ferner liegende, Anwendung hat Beispiel-Charakter; sie gibt eine
“zu—Fu3—~Formulierung” der Tatsache, daf3 die sogenannten héheren Homotopiegruppen
der 1-Sphére sédmtlich trivial sind.

SATZ. Sei n > 2. Sei eine Abbildung f: (S™,so) — (S*,x¢) gegeben (eine Abbildung
der n-Sphire in die 1-Sphire, die den Basispunkt sy in den Basispunkt z, abbildet).
Es gibt eine Homotopie, relativ zum Basispunkt, von dieser Abbildung zu der trivialen
Abbildung (triviale Abbildung in den Basispunkt).

BewEIs. Wir wollen den Liftungs-Satz anwenden auf die Uberlagerung von S' , die
durch exp : R — S! gegeben ist. Wir wihlen irgendeinen Punkt eo € (exp) Yzg) als
Basispunkt. Wir wollen eine Liftung von f zu f S™ — R angeben, mit f(so) =ep .
Sobald wir das geschafft haben, sind wir schon fertig. Denn fiir Abbildungen nach R
haben wir lineare Homotopien zur Verfiigung; in unserem Fall die Homotopie von fv
zur trivialen Abbildung nach eg ,

F: §"x[0,1] — R, F(s,t) = (1—t) f(s)+teo .
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Die zusammengesetzte Abbildung expoF: S"x [0,1] — S! ist dann die Homotopie,
deren Existenz der Satz behauptet.

Um den Liftungs—Satz in der genannten Weise anzuwenden, miissen wir einige Dinge
nachpriifen. Zunéchst miissen wir wissen, dafl der Raum S" lokal wegweise zusam-
menhéingend ist; das ist aber klar (oder?). Zum andern miissen wir wissen, dafl die
Bildgruppe f.(m1(S™,s0)) enthalten ist in einer gewissen andern Gruppe (némlich in
der Bildgruppe exp,(m1(R)) . Nun wissen wir aber schon, daf§ die Fundamentalgruppe
m1(S™, s0) die triviale Gruppe ist. Deshalb ist auch die Bildgruppe f.(m1(S",so)) die
triviale Gruppe — und die ist schlielich in jeder Gruppe enthalten. (|

Unsere nichste Anwendung liefert die erstaunliche Aussage, dafi bei “verniinftigen”
R&umen die Uberlagerungen vollkommen charakterisiert werden koénnen durch alge-
braische Daten.

Dazu notieren wir zunéchst, da der von einer Uberlagerungsprojektion induzierte Ho-
momorphismus der Fundamentalgruppe immer injektiv ist.

SATZ. Sei p: E — X eine Uberlagerung. Sei zo € X und sei ey € p~'(zo) . Die
Abbildung py: m(E,eq) — m(X,xo) ist injektiv.

BEWEIS. Sei v eine Schleife in F . Wenn das von v reprisentierte Element von
m1(F,ep) im Kern der Abbildung p. liegt, so bedeutet dies, dafl die Schleife pov das
triviale Element in 71 (X, z¢) représentiert; d.h., da§ die Schleife p o v homotop ist,
relativ zu Anfangs- und Endpunkt, zur trivialen Schleife. Sei F' eine Homotopie, die das
leistet. Auf diese Homotopie kénnen wir den Homotopie-Liftungs—Satz anwenden. Der
Punkt ist nun (Inspektion der Formulierung des Satzes!), da8 die geliftete Homotopie
ebenfalls relativ ist zu Anfangs- und Endpunkt, und zwar ist sie eine Homotopie von
der Schleife v zu der trivialen Schleife am Basispunkt ey von FE . Daher ist v ein
Représentant des trivialen Elements in 71 (E, eg) . O

Unser erster Klassifikations—Satz nun sagt, dafl die so resultierende Untergruppe (die
Bildgruppe) die Uberlagerung schon vollkommen charakterisiert; zumindest, wenn es
sich um “verniinftige” Réume handelt, die zudem noch als (weg—)zusammenhéngend
vorausgesetzt werden.

SATZ. Sei X ein Raum, der zusammenhingend und lokal wegzusammenhéingend ist;
sei xo € X ein Basispunkt. Seien p; : E1 — X und ps: Ey — X Uberlagerungen,
wobei E1 und Fs als zusammenhdngend vorausgesetzt sind. Seien ey und ey liber
xo liegende Basispunkte in E1 bzw. Es . Wenn pi.(mi(F1,e1)) = pos(m1(F2,e2))
( Gleichheit von Untergruppen von 71(X,xzq) ), dann gibt es eine topologische Aqui-
valenz (iiber X )

FEq L)EQ.

Die topologische Aquivalenz kann so gewéhlt werden, da8 e, auf e, abgebildet wird;
sie ist dann eindeutig bestimmt.
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BEwEIS. Wir wollen die Abbildung p; : F1 — X zu einer Abbildung

fi: BE1 — Ey, fi(le1) = ez,

liften. Der Liftungs—Satz sagt, daBl dies unter gewissen Bedingungen moglich ist; der
Satz sagt auch, daf} eine solche Liftung eindeutig ist, falls sie existiert. Die Bedingungen
fiir die Existenz der Liftung sind:

— der Raum F; soll zusammenhéngend und lokal wegzusammenhéngend sein; das ist
aber klar: FE; ist zusammenhiingend nach Voraussetzung, und E; ist Uberlagerung
des lokal wegzusammenhéingenden Raumes X , daher ebenfalls lokal wegzusammen-
hingend (nach einem fritheren Satz),

— es soll eine Inklusion von Untergruppen pi.(7mi(E1,e1)) C po.(mi(E2,e2)) beste-
hen; das ist aber auch klar: diese Untergruppen sind sogar gleich (nach Voraussetzung).

Der Liftungs—Satz ist also anwendbar: f; existiert. Aus &hnlichen Griinden existiert
auch eine Abbildung

fo: By — Ei, fale2) = e1.

Wir behaupten jetzt, daf§ die Abbildungen f; und f> zueinander invers sind. Auch
das ist, wie sich herausstellt, eine unmittelbare Anwendung des Liftungs—Satzes. Das
Argument ist allerdings verbliiffend: Die zusammengesetzte Abbildung fs o f7 ,
El L} E2 L El ,

kann aufgefaf3t werden als eine Liftung der Abbildung p; : E1 — X zu einer Abbildung
Ey, — E;, die e; auf e; abbildet. Es gibt noch eine andere solche Liftung, namlich
die identische Abbildung auf FE; . Es kann aber nur eine geben (nach der Eindeutig-
keitsklausel beim Liftungs—Satz). Also ist

faofi = id|g .
Ahnlich ist auch f1 o fo = id|g, . a

BEISPIEL. Wir betrachten die Uberlagerung der 1— Sphére auf sich, die gegeben ist
durch “k— faches Aufwickeln”, k>1; m.a.W., wenn S! = {z€C||z|]=1}, dann
die Abbildung

pk;Sl—>Sl, 2 — 2
Bezeichne w : ([0,1],{0,1}) — (S, 1) den Reprisentanten eines Elements von
m1(St, 1) ; wie wir wissen, ist jedes Element von (S, 1) repriisentierbar in der Form
w(s) = exp(l-s). Es folgt, daB die Bildgruppe pp«(71(St,1)) die Untergruppe
derjenigen Elemente ist, die einen Repriisentanten der Art

w(s) = exp(l-k-s)

haben. Unter dem Isomorphismus m;(S',1) ~ Z entspricht diese Untergruppe der
additiven Gruppe derjenigen ganzen Zahlen, die Vielfache von k sind. Nach dem Satz
nun ist die Uberlagerung (bis auf Isomorphie) durch diese zugeordnete Untergruppe
schon charakterisiert. ([
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Konstruktion von Uberlagerungen

Zunichst einige Vokabeln. Ein Raum Y heifit einfach—zusammenhéngend, wenn fol-
gendes gilt: Sind y; und gy Punkte in Y , so gibt es einen Weg, der y; und
y2 verbindet, und dieser Weg ist eindeutig bis auf Homotopie (Homotopie relativ zu
Anfangs- und Endpunkt).

Das 148t sich auch anders formulieren. Néamlich, wenn Y einfach—zusammenhéngend
ist, dann ist es wegzusammenhingend und hat triviale Fundamentalgruppe (fiir jeden
Basispunkt; das ist der Spezialfall der Definition wo y; = y2 ). Umgekehrt, wenn Y
wegzusammenhéingend ist und 71(Y,y9) = 0 fiir irgendeinen Basispunkt yp in Y,
dann ist, wie wir wissen, auch 71(Y,y1) = 0 fiir jeden anderen Basispunkt in Y (wenn
Y wegzusammenhéngend ist, so sind die Fundamentalgruppen fiir alle Basispunkte
zueinander isomorph). Speziell gilt das fiir den gemeinsamen Anfangspunkt von v und
w . Der geschlossene Weg vw™! (erst v durchlaufen, dann w riickwiirts) ist also
nullhomotop. Es folgt, dafl der Weg vw~!w homotop ist, relativ zu Anfangs- und
Endpunkt, zu w . Andererseits ist er aber auch zu v homotop. Y ist also einfach—
zusammenh#ngend im obigen Sinne.

DEFINITION. Eine Uberlagerung p: E — X heiBt universelle Uberlagerung von X ,
wenn der Raum FE einfach—zusammenhéngend ist.

Die Wortwahl “universell” fiir diesen Sachverhalt ist nicht so weit hergeholt, wie das
hier scheinen mag. Dies wird spéter deutlich werden.

Wie wir gesehen haben, sind, bei einem “verniinftigen” Raum, die Uberlagerungen
charakterisierbar durch (gewisse) Untergruppen der Fundamentalgruppe. Unser gegen-
wirtiges Ziel ist es, zu zeigen, dafl umgekehrt auch alle Untergruppen auf diese Weise
vorkommen; mit anderen Worten, daf jede Untergruppe von (X, z) vorkommt als
p«(m1(E,eg)) , das Bild der Fundamentalgruppe eines geeigneten Uberlagerungsraumes
E von X . Um das zu zeigen, bendtigen wir eine weitere Eigenschaft, die “verniinftige”
Réaume haben.

DEFINITION. Ein Raum X heiflt semi-lokal einfach—zusammenhéngend, wenn er lokal
wegzusammenhéngend ist und wenn dariiberhinaus gilt: Fiir jeden Punkt = € X exi-
stiert eine wegzusammenhéingende Umgebung U von x , so dafl die Abbildung der
Fundamentalgruppen am Basispunkt x ,

7Tl(Uva‘T) - Wl(X,ﬂf),

die triviale Abbildung ist. Eine Umgebung U , die diese Eigenschaft hat, wird auch als
eine Spezialumgebung von x bezeichnen.

Das Bestehen dieser Eigenschaft ist in der Tat eine notwendige Bedingung, wie die
folgende Bemerkung zeigt.
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BEMERKUNG. Sei X ein lokal-wegzusammenhéngender Raum. Wenn eine universelle
Uberlagerung von X existiert, dann ist X semi-lokal einfach—zusammenhédngend.

Dennsei x € X . Sei U eine Elementarumgebung von z . Es ist keine Einschrinkung
der Allgemeinheit, anzunehmen, dafi U wegzusammenhéingend ist (denn, da X nach
Voraussetzung lokal wegzusammenhéngend ist, konnten wir notfalls U ersetzen durch
eine kleinere wegzusammenhéngende Umgebung; die wire automatisch ebenfalls eine
Elementarumgebung). Sei nun V' eine Wegzusammenhangskomponente von p~1(U) .
Unter der topologischen Aquivalenz von p~'(U) zu U x p~'(x) (Definition von Ele-
mentarumgebung) entspricht V' einem Unterraum der Art U x {y}, wo y € p~!(z) ;
insbesondere ist die durch Einschrankung von p gegebene Abbildung ¢ : V — U
eine topologische Aquivalenz. Wir haben nun das folgende kommutative Diagramm von

Fundamentalgruppen
1 (V7 y) — T (E7 y)

l 0 lp*
m(U,x) —— m (X, x)

In diesem Diagramm ist die zusammengesetzte Abbildung m (V,y) — m1(X,z) die
triviale Abbildung (weil sie iiber die Gruppe m(F,y) faktorisiert, die ja nach Vor-
aussetzung trivial ist). Andererseits ist die Abbildung g¢. ein Isomorphismus (sie ist
ja induziert von der Abbildung ¢, die eine topologische Aquivalenz ist). Es folgt,
daB 7 (U,z) — m(X,x) die triviale Abbildung ist. O

Der zu beweisende Satz wird sagen, dafl die beschriebene notwendige Bedingung tat-
séachlich auch hinreichend ist. Bevor wir dazu kommen, machen wir noch eine Notiz
iiber Spezialumgebungen.

BEMERKUNG. Sei U Spezialumgebung von z . Wenn z’' € U dann ist auch
m(U,z") — m(X,2),

die triviale Abbildung. Wenn w und w’ Wegein U sind mit demselben Anfangspunkt
und demselben Endpunkt, dann sind w und w’ , als Wege in X betrachtet, homotop
relativ zu Anfangs- und Endpunkt.

Denn zunichst, wenn v ein Wegin U von x zu ' ist, so induziert v einen Isomor-
phismus v, der Fundamentalgruppen. Dies ist sowohl in U als auch in X richtig, und
zwar in kompatibler Weise. Mit anderen Worten, es gibt ein kommutatives Diagramm

T (Ua J") — 1 (U7 LU/)

l l

7'['1(X, l‘) — 7T1(X,l’/)

in dem die horizontalen Abbildungen Isomorphismen sind. Es folgt: wenn der linke
vertikale Pfeil die triviale Abbildung ist, dann auch der rechte.
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Zu den Wegen w und w’ nun bezeichne 2’ den gemeinsamen Anfangspunkt dieser
beiden Wege. Es ist dann der zusammengesetzte Weg w’ w~! ein geschlossener Weg mit
Anfangs- und Endpunkt 2’ . Der Weg repriisentiert das triviale Element in 7 (X, 2’) ,
ist also homotop in X |, relativ zu Anfangs- und Endpunkt, zum trivialen Weg. Es folgt,
daB der zusammengesetzte Weg w’w~!'w homotop in X ist, relativ zu Anfangs- und
Endpunkt, zu dem Weg w . Andererseits ist er auch homotop (sogar in U ) zu dem
Weg w' . O

Die Existenz von Uberlagerungen werden wir zuerst in dem speziellen Fall einer uni-
versellen Uberlagerung diskutieren, den allgemeinen Fall werden wir danach dann daraus
ableiten.

SATZ. Der Raum X sei zusammenhédngend und semi-lokal einfach—zusammenhéngend.
Es existiert eine universelle Uberlagerung von X .

BewEIS. Die Behauptung ist, daf8 eine Uberlagerung p: E — X existiert, wo eben der
Raum F einfach—zusammenhéngend ist. Der Beweis dieser Behauptung geht iiber eine
zwar abstrakte, aber sehr direkte Konstruktion fiir die Existenz. Um diese Konstruktion
zu verstehen, gehen wir zundchst den umgekehrten Weg. Wir setzen nadmlich voraus,
daBl wir p: E — X schon hitten. Mit einigen kleinen Tricks werden wir die Daten
von F iibersetzen in Dinge, die nur mit dem Raum X zu tun haben. Mit ein wenig
Gliick werden wir anschlieBend in der Lage sein, diese Ubersetzung riickwiirts zu lesen,
und das wird dann die Konstruktion sein.

Die Ubersetzung geht iiber Wege-Liftung. Die Wege-Liftung funktioniert gut fiir Wege,
die an einem Ende fixiert sind, am andern Ende aber nicht. Wir werden also solche
Wege nun systematisch betrachten. Dazu wéahlen wir in X einen Basispunkt xy und
in F einen Basispunkt ey iiber =z .

Es soll ein basierter Weg in E nun einen Weg bezeichnen, dessen Anfangspunkt der
gewdhlte Basispunkt eg in FE ist. Die Menge der basierten Wege in F wird mit BE
bezeichnet.

Ahnlich soll ein basierter Weg in X ein Weg sein, dessen Anfangspunkt der gewiihlte
Basispunkt xy in X ist. Die Menge der basierten Wege in X wird mit BX be-
zeichnet.

Mit der Abbildung p: E — X bekommt man aus jedem Weg in E einen Weg in
X . Da der (Anfangs—) Punkt ey iiber dem Punkt z( liegt, bekommt man speziell so
auch eine Abbildung BE — BX . Andererseits sagt der Wege-Liftungs—Satz, dafi ein
Weg in X mit Anfangspunkt z( eine eindeutige Liftung hat zu einem Weg in E mit
Anfangspunkt eq . Folglich,

e Die Abbildung BE — BX ist bijektiv.

Als niichstes fithren wir auf diesen Mengen von Wegen eine Aquivalenzrelation ein,
niamlich die Homotopie relativ zu Anfangs- und Endpunkt. Die Menge der Aquivalenz-
klassen in BE wird mit E bezeichnet. Ein Element aus E 148t sich so beschreiben:
es besteht aus einem Punkt e in E (dem Endpunkt) zusammen mit einer Homo-
topieklasse von Wegen von ey zu e .
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Ahnlich bezeichnet X die Menge der Aquivalenzklassen in BX ; ein Element aus X
besteht aus einem Punkt z in X zusammen mit einer Homotopieklasse von Wegen
von xp zZu .

Die obige Abbildung, die einem Weg v in E den projizierten Weg powv zuordnet,
ist mit Homotopie vertréiglich, induziert also eine Abbildung F — X . Andererseits ist
auch die Wege—Liftung mit Homotopie vertréglich; das sagt der Homotopie-Liftungs—

Satz. Folglich,
e Die Abbildung E— X ist bijektiv.

Die Tatsache, dal man einem Weg seinen Endpunkt zuordnen kann, kann man inter-
pretieren als eine Abbildung BF — FE ; und auch als eine Abbildung E — E . Nun ist
nach Voraussetzung der Raum FE aber einfach-zusammenhéngend: zu je zwei Punk-
ten in E gibt es einen und, bis auf Homotopie, auch nur einen Weg, der sie verbindet.
Folglich,

e Die Abbildung E — E ist bijektiv.

Mit den letzten beiden Bijektionen haben wir es nunmehr geschafft, fiir die unter-
liegende Menge des Raumes E eine Ubersetzung zu finden in etwas, das vollstindig
mit Hilfe von X beschrieben werden kann und tatséichlich auch so beschrieben worden
ist, ndmlich X .

Der niichste Schritt wird sein, in diese Ubersetzung auch die topologische Struktur mit
einzubauen. Von jetzt ab werden wir die Voraussetzung benétigen, daf§ der Raum X
semi—lokal einfach—zusammenhéngend ist.

Wegen dieser Voraussetzung hat jeder Punkt x in X eine Spezialumgebung U ; was
nach Definition ja bedeutet, dal U eine weg—zusammenhingende Umgebung von x
ist, die die Bedingung erfiillt, da} der (von der Inklusion induzierte) Homomorphis-
mus w1 (U,z) — 71(X,z) die triviale Abbildung ist. Es folgt hieraus noch ein wenig
mehr: wenn U’ eine vorgegebene Umgebung von z ist, so existiert innerhalb der
Umgebung U N U’ noch eine wegzusammenhéngende Umgebung U” von z (we-
gen der ebenfalls gemachten Voraussetzung, dal X lokal wegzusammenhéngend ist);
die Umgebung U” erfiillt nun automatisch auch die Bedingung iiber die Fundamen-
talgruppe (denn die Abbildung m (U”,z) — m (X, z) faktorisiert iiber die (triviale)
Abbildung m (U, x) — m (X, z) , sie ist daher selbst trivial). Wir haben also innerhalb
der vorgegebenen Umgebung U’ noch eine Spezialumgebung, ndmlich U” , gefunden.
Das kann man auch so ausdriicken: eine Teilmenge von X ist eine Umgebung von =z
genau dann, wenn sie eine Spezialumgebung enthélt; oder, wie man fiir diesen Sachver-
halt auch sagt,

e Die Spezialumgebungen bilden eine Umgebungsbasis von « .

Es sei nun y ein Punkt in E | der iiber x liegt. Sei U’ eine wegzusammenhéingende
Elementarumgebung von z , und sei V' die (Weg—)Zusammenhangskomponente des
Urbilds p~1(U’), die den Punkt y enthélt. Dann ist V/ Umgebung von y , und die
(von der Uberlagerungsprojektion induzierte) Abbildung V' — U’ ist eine topologische
Aquivalenz. Die in U’ enthaltenen Spezialumgebungen bilden eine Umgebungsbasis
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von x . Unter der genannten topologischen Aquivalenz entsprechen ihnen Teilmengen
von V' | die wir als geliftete Spezialumgebungen bezeichnen wollen. Es resultiert,

e Die gelifteten Spezialumgebungen bilden eine Umgebungsbasis von y in FE .

Sei insbesondere nun U” eine Spezialumgebung, die in U’ enthalten ist. Sei V" die
entsprechende geliftete Spezialumgebung in V' . Unter der bijektiven Abbildung von
E zu X entspricht dem V” dann eine Teilmenge von X . Es ist nun sehr wichtig,
dafl wir in der Lage sein werden, diese Teilmenge von X auch direkt zu beschreiben
(ohne uns auf E zu bezichen).

Es sei dazu v ein Weg vom Basispunkt ey zu dem Punkt y (bis auf Homotopie
relativ zu Anfangs- und Endpunkt gibt es genau einen solchen Weg). Wenn 3’ ein
anderer Punkt in V” ist, so kénnen wir ey mit 3’ verbinden durch einen Weg v’
der folgenden Art: zunéchst verbinden wir eg mit y durch den gerade genannten Weg
v, dann setzen wir diesen zusammen mit einem Weg von y zu %', der ganz in V"
verlduft. Bezeichne nun w den projizierten Weg w = powv, und w’ = pov’ . Der
Weg w’ kann auch beschrieben werden als zusammengesetzter Weg: zunéchst wird der
Basispunkt xy verbunden mit dem Punkt y durch den genannten Weg w , dieser
Weg wird dann zusammengesetzt mit einem ganz in U” verlaufenden Weg von = zu
a’ . Umgekehrt ist durch diese Beschreibung der Weg w’ (bis auf Homotopie) schon
eindeutig festgelegt (denn je zwei in der Spezialumgebung U” verlaufende Wege von
x zu z’ sind als Wege in X homotop relativ zu Anfangs- und Endpunkt). Es folgt,

e Das Bild von V" in X ist die Spezialmenge M(x,[w],U”) (im folgenden Sinne:)

DEFINITION. Sei (z,[w]) € X ; also z € X, und [w] eine Homotopieklasse (relativ
zu Anfangs- und Endpunkt) von Wegen mit Anfangspunkt xp und Endpunkt z . Sei
U eine Spezialumgebung von z . Die zu (z,[w]) und U gehdrende Spezialmenge
M (z,[w],U) ist definiert als die Menge der Paare (2',[w']), wo 2z’ € U und wo
die Homotopieklasse [w'] reprisentierbar ist durch einen Weg w’ der folgenden Art:
w’ ist zusammengesetzt aus zwei Wegen; zuniichst ist der Basispunkt zp mit dem
Punkt x verbunden durch den Weg w , der Punkt z ist dann weiter mit dem Punkt

z' verbunden durch einen Weg, der ganz innerhalb von U verlduft.

Wir definieren nun eine topologische Struktur auf X durch die folgende Vorschrift.

DEFINITION. Eine Umgebungsbasis am Punkt (x,[w]) ist gegeben durch die Spezial-
mengen

M (2, [w],U) ,

wo U die Spezialumgebungen von x durchliuft.
Die Definition verpflichtet uns, folgendes nachzupriifen: zu je zwei Mengen der genann-
ten Art enthélt ihr Durchschnitt noch eine weitere — das ist aber klar auf Grund der

Tatsache, daf3 die Spezialumgebungen eine Umgebungsbasis von x in X bilden.

Die gegebene Ubersetzung zeigt einerseits, dal der Raum X “topologisch dquivalent zu
dem Raum FE ist, wenn wir annehmen, daf} eine universelle Uberlagerung p: F — X
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existiert. Andererseits ist aber die Hypothese der Existenz von E ganz und gar unnétig
fiir die Beschreibung von X ; die gegebene Beschreibung kénnen (und wollen) wir daher
als die Konstruktion eines gewissen Raumes X ansehen. Auf Grund der Herleitung
vermuten wir, dafl wir eine Abbildung ¢ : X - X angeben kénnen; dafl wir zeigen
konnen, die Abbildung ¢ ist eine Uberlagerungsprojektion; und daf wir schlielich auch
noch zeigen kénnen, der Raum X st einfach—zusammenhéngend. Diese Vermutungen
wollen wir jetzt beweisen.

Die gewiinschte Abbildung ¢ : X — X ist sehr leicht zu beschreiben: sie ist gegeben
durch (z,[w])— x.

Um zu zeigen, daB die Abbildung ¢ eine Uberlagerungsprojektion ist, notieren wir
zunéchst, daf jede Spezialumgebung U von x € X noch eine Spezialumgebung U’
von z enthilt, die eine offene Menge in X ist. Denn sei U’ definiert als diejenige
Wegzusammenhangskomponente von U° , dem offenen Kern von U , die den Punkt
x enthilt. Dann ist U’ eine offene Menge in X (wegen der Voraussetzung, dafi X ,
und damit auch U° , lokal-wegzusammenhiingend ist), wegzusammenhingend ist U’
nach Definition, und schliefllich erfiillt es auch die Fundamentalgruppenbedingung, da
es in der Spezialumgebung U enthalten ist.

Esseinun z ein Punktin X . Sei U eine Spezialumgebung von x . Nach dem gerade
Gesagten diirfen wir annehmen, dafl U eine offene Menge in X ist. Wir werden zeigen,
daBl U eine Elementarumgebung von z fiir die Abbildung ¢ ist.

Das Urbild ¢~'(U) ist, nach Definition, die Menge der Paare (z’,[w']) wo 2’ € U
und wo [w’] eine Homotopieklasse ist (relativ Anfangs- und Endpunkt) von Wegen vom
Basispunkt zy zum Punkt z’. Es gilt, wie wir wissen, folgendes (da U Spezialumge-
bung ist): wenn man zwei Punkte in U durch einen ganz in U verlaufenden Weg
verbindet, so ist dieser als Weg in X eindeutig bis auf Homotopie relativ zu Anfangs-
und Endpunkt. Durch Zusammensetzen mit einem solchen Weg kénnen wir dem w’ nun
einen Weg w von zy zu z zuordnen; die Homotopieklasse [w] ist dann eindeutig be-
stimmt durch die Homotopieklasse [w’] , und umgekehrt ist auch die Homotopieklasse
[w'] eindeutig bestimmt durch die Homotopieklasse [w]. Dies zeigt, dafl die Menge
q 1(U) eine disjunkte Vereinigung ist

¢ 'U) = Uwwherr@ Vil

wo V) die Menge derjenigen (', [w’]) bezeichnet, wo [w'] und [w] in der beschrie-
benen Beziehung zueinander stehen.

Nun war U eine offene Menge in X . Das bedeutet, daf§ die Menge V},,; im Sinne der
obigen Terminologie eine “Spezialmenge” fiir jeden ihrer Punkte ist. Nach Definition
der Topologie von X heiBt dies, dal V[, eine Umgebung von jedem seiner Punkte
ist; V] ist also offen in X . Es resultiert, da8 ¢~1(U) auch als topologischer Raum
die disjunkte Vereinigung der V[, ist. Wir miissen also nur noch nachpriifen, dafl die

bijektive Abbildung V) — U eine topologische Aquivalenz ist. Das ist aber auch klar:
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Die Topologie von U bestimmt sich durch die in U enthaltenen Spezialumgebun-
gen (U ist Umgebung von jedem seiner Punkte, und jeder Punkt in U hat eine
Umgebungsbasis von in U enthaltenen Spezialumgebungen), die Topologie von Vi,
bestimmt sich ebenfalls durch die in U enthaltenen Spezialumgebungen (diese Spezial-
umgebungen entsprechen ein—eindeutig den durch sie bestimmten Spezialmengen in
Viw) )- Unter der Bijektion V},) — U gehen diese Umgebungsbasen ineinander iiber,
die Bijektion ist also eine topologische Aquivalenz.

SchlieBlich ist der Raum X auch einfach—zusammenhéngend. Das folgt aus den folgen-
den drei Dingen.

e Die Abbildung (X, eq) — 71 (X, xo) ist injektiv.
e Sei w geschlossener Weg. Wenn [w] # 0, dann gibt es eine Liftung von w zu
einem Weg in X mit Anfangspunkt eq , der nicht ein geschlossener Weg ist.

e Esist [w] € ¢.(m(X,e0)) genaudann, wenn w zu einem geschlossenen Weg liftet.

Das erste davon wissen wir schon (der von einer Uberlagerungsprojektion induzierte
Homomorphismus ist immer injektiv). Das zweite geht durch explizites Hinschreiben:
Dem Weg w : [0,1] — X mit w(0) = w(l) = xy wird der folgende Weg in X
zugeordnet,

t — (w(t), wy),

wo w; den Weg von zy zu w(t) bezeichnet, der gegeben ist durch
s — we(s) = w(s-t).

Der angegebene Weg in X st nicht geschlossen. Denn sein Endpunkt ist der Punkt
(w(1), wy ) . Obwohl w(1) = w(0) , ist dieser Punkt nicht derselbe wie der Anfangs-
punkt (w(0), wp), da ja, nach Voraussetzung, der Weg w; = w nicht homotop ist
(relativ zu Anfangs- und Endpunkt) zum trivialen Weg wy .

Was die dritte Aussage angeht, so ist die eine Richtung offensichtlich (wenn v geschlos-
sene Liftung von w ist, so ist ¢.([v]) = [w] ) und die andere Richtung folgt aus dem
Homotopie-Liftungs—Satz. Sei ndmlich [w] = ¢.([v]) . Dies heifit, dafl eine Homotopie
(relativ Anfangs- und Endpunkt) existiert von w zu g o v’ . Die geliftete Homotopie
wird dann ebenfalls relativ zu Anfangs- und Endpunkt sein. Der geliftete Weg zu go v’
nun ist v’ , welches ein geschlossener Weg ist. Es folgt, dafi der geliftete Weg von w
ebenfalls ein geschlossener Weg ist.

Alle Teile des Satzes sind nun bewiesen. O
Nun der allgemeine Fall:

SATZ (Existenz-Satz). Der Raum X sei zusammenhédngend und semi-lokal einfach—
zusammenhédngend, xo € X . Sei H C m1(X,z() eine Untergruppe. Es existiert eine

Uberlagerung p: E — X und ey € E, so da die Bildgruppe p.(mi(E,e)) die
vorgegebene Untergruppe H ist.
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BEWEIS. Es sei zunéichst angemerkt, dafl man den allgemeinen Fall des Satzes auf recht
einfache Weise aus dem schon behandelten speziellen Fall der universellen Uberlagerung
herleiten kann. Davon werden wir uns spéter iiberzeugen (man braucht allerdings fiir
die Herleitung noch anderes, was aber ohnehin gemacht werden soll).

Hier soll eine andere Methode beschrieben werden. Dazu wird die gegebene Konstruktion
der universellen Uberlagerung in geeigneter Weise modifiziert.

Wir gehen wieder so vor, dafl wir zunéchst annehmen, wir hitten schon die Uberlagerung
p: E — X . Wir {ibersetzen die Daten davon in Dinge, die allein durch X ausgedriickt
werden kénnen, und zum Schluf} iiberzeugen wir uns wieder, dafl die erhaltene Beschrei-
bung schon die Konstruktion liefert.

Es sei an die Bezeichnungen BE , BX |, E , X erinnert. BE ist die Menge der Wege
in E , deren Anfangspunkt der Basispunkt ey ist, und E ist die Menge der Homo-
topicklassen (relativ Anfangs- und Endpunkt) von solchen Wegen. Ahnlich bezeichnen
BX und X die Menge der Wege in X mit Anfangspunkt xg , bzw. die Menge der
Homotopieklassen davon.

Wie im vorigen Beweis, so ist es auch hier richtig (aus denselben Griinden), dafl die
Abbildungen BE — BX und F — X bijektiv sind.

Es ist aber nicht richtig, dafi die Abbildung E—E bijektiv ist (dies wiirde nur gelten,
wenn E einfach-zusammenhéngend wire). Aus dem Grund brauchen wir eine weitere
Konstruktion; sie besteht darin, da wir auf BE eine noch grébere Aquivalenzrelation
einfithren. Diese hat die folgende Beschreibung.

Ist v ein Weg in BE , so darf v auf zwei Weisen modifiziert werden:
— Homotopie (relativ Anfangs- und Endpunkt)

— Vorschalten eines geschlossenen Weges (Ersetzen von v durch den zusammenge-
setzten Weg Twv, wo ¥ einen geschlossenen Weg mit Anfangs- und Endpunkt eg
bezeichnet).

Die von v reprisentierte Aquivalenzklasse wird mit [[v]] bezeichnet. Die Menge der
Aquivalenzklassen soll E' heiflen. E’' kann alternativ aufgefa3t werden als eine Menge
von Aquivalenzklassen in E ; eine Homotopieklasse [v] darf ndmlich ersetzt werden
durch das Produkt [7] [v] , wo [0] die Homotopieklasse eines geschlossenen Weges zum
Basispunkt eq ist.

Ahnlich fithren wir auch eine grobere Aquivalenzrelation auf BX ein. Ist w ein Weg
in BX ,so darf w auf zwei Weisen modifiziert werden:

— Homotopie (relativ Anfangs- und Endpunkt)

— Vorschalten spezieller geschlossener Wege; néamlich w darf ersetzt werden durch
einen zusammengesetzten Weg ww , wo w einen geschlossenen Weg (mit Anfangs- und
Endpunkt z( ) bezeichnet, der ein Element aus der Untergruppe H = p.(m1(E,ep))
représentiert.

Die von w repriisentierte Aquivalenzklasse wird mit [[w]] bezeichnet. Die Menge der
Aquivalenzklassen soll X’ heifien. X’ kann alternativ aufgefait werden als eine Menge
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von Aquivalenzklassen in X ; nimlich eine Homotopieklasse [w] darf ersetzt werden
durch das Produkt [w] [w], wo [w] aus der Untergruppe H = p.(mi(E,ep)) ist.

Die Aquivalenzrelation auf E ist vertréaglich mit der Abbildung E—X ; denn wenn
[v] ersetzt wird durch [7] [v], so bedeutet das ja, daB das Bild [p o v] zu ersetzen
ist durch das (dquivalente) Bild [po ] [pov]. Es gibt also eine induzierte Abbildung
E —X'. Umgekehrt ist das Liften von Wegen ebenfalls vertréglich mit der Aquivalenz-
relation; denn wenn w ein geschlossener Weg am Basispunkt =z ist, so ist, wie wir
wissen (z.B. Schlul des vorigen Beweises) die Voraussetzung [w] € p.(m(F,eq)) ja
gleichbedeutend dazu, dafl die Liftung von w zum Anfangspunkt ey ebenfalls ein
geschlossener Weg ist. Es resultiert:

e Die Abbildung E' — X' ist bijektiv.

Wenn nun v und v’ Wege in E mit gemeinsamem Anfangspunkt ey und gemein-
samem Endpunkt y sind, so ist einerseits v’ homotop, relativ zu Anfangs- und End-
punkt, zu dem zusammengesetzten Weg v’ v~! v , andererseits unterscheidet sich dieser
von dem Weg w aber nur durch das Vorschalten des geschlossenen Weges v’ v~—! . Das
bedeutet, das die Wege-Daten in einem Element von E’ in Wirklichkeit gar keine
zusétzliche Information beinhalten; mit anderen Worten:

e Die Abbildung E' — E ist bijektiv.

Die beiden Bijektionen ergeben eine Ubersetzung von E in etwas, nimlich X’ , das
allein durch den Raum X und die Gruppe H (die spezifizierte Untergruppe in der
Fundamentalgruppe 71 (X, o) ), beschrieben werden kann.

Auf X' definieren wir nun eine topologische Struktur durch die folgende Vorschrift. Die
Vorschrift ist eine fast wortliche Wiederholung derjenigen, die im vorigen Beweis gegeben
wurde fiir die Beschreibung der Topologie des Raumes E ; der einzige Unterschied ist,
daB (wie die Doppelklammer “ [[w]] ” andeutet) hier eine andere (grébere) Aquivalenz-
relation fiir Wege benutzt wird.

DEFINITION. Eine Umgebungsbasis am Punkt (z,[[w]]) ist gegeben durch die Spezial-
mengen

M, [[w]],U)

wo U die Spezialumgebungen von x durchlduft.

Es ist klar (oder?), daf§ die topologische Struktur auf E’ ebenso gut auch hétte definiert
werden konnen mit Hilfe der frither definierten Topologie von E' als die Quotienten-
raumtopologie beziiglich der Abbildung E — E’ .

SchlieBlich zeigen wir, daB die Abbildung ¢: E' — X | (z,[[w]]) — 2, eine Uberlage-
rungsprojektion ist. Die Details dazu sind ganz &dhnlich zu denen im vorigen Beweis,
deshalb sollen sie hier nur angedeutet werden. Wir priifen wieder nach: wenn U eine
offene Spezialumgebung von z ist, dann ist U auch eine Elementarumgebung fiir die
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Abbildung ¢ . Ahnlich wie im vorigen Beweis stellen wir hierzu fest, da das Urbild
¢ 1(U) eine disjunkte Vereinigung ist,

¢ 0) = Ueiwneri@ Vi
wo Vi) die Menge derjenigen (', [[w']]) bezeichnet, wo 2’ € U, und wo [[w']]
und [[w]] in der Beziehung zueinander stehen, da [[w]] und [[w’]] Reprisentanten
w und w’ haben, so dafl w’ die Zusammensetzung von w mit einem ganz in U
verlaufenden Weg ist. Wie im vorigen Beweis, so ist diese Vereinigung nun auch hier
eine disjunkte Vereinigung offener Mengen; und jede von diesen wird per topologischer
Aquivalenz auf U abgebildet. O

Als Nebenprodukt der vorstehenden Resultate haben wir den folgenden Satz.

SATZ. Der Raum X sei zusammenhingend und semi-lokal einfach—zusammenhéngend.
Sei {p;: E; — X},cr eine Familie von Uberlagerungen. Die disjunkte Vereinigung

Uie] pi Uia Ei — X

ist ebenfalls eine Uberlagerung.

BEWEIS. Das ist nicht eine Trivialitdt. Das Problem ist dies. Die Behauptung des Satzes
ist, daf} fiir jedes x € X eine Elementarumgebung U existiert, die fiir die disjunkte
Vereinigung der p; funktioniert; oder, was dasselbe bedeutet, dafl eine solche Ele-
mentarumgebung U existiert, die fiir alle p; gleichzeitig funktioniert. Man muf} also
mehr oder weniger folgendes wissen: Zu dem Punkt z € X gibt es eine Umgebung,
die tatsiichlich fiir jede Uberlagerung von X als Elementarumgebung verwendbar ist.

Die Klassifikation der Uberlagerungen ergibt das. Nach dem Klassifikations-Satz ist
jede zusammenhingende Uberlagerung von X isomorph zu einer solchen, wie sie im
vorstehenden Existenzsatz behandelt wurde. Im Beweis dort wurde gezeigt, daf} eine
offene Spezialumgebung immer auch als Elementarumgebung funktioniert; jedenfalls
fir die dort behandelten Uberlagerungen, d.h., die zusammenhiingenden. Es ist aber
klar (oder?), dal das an dieser Stelle ausreicht. O

BEMERKUNG. Alternativ kann man den vorstehenden Satz auch iiber den allgemeinen
Liftungs-Satz erhalten: die Aussage “Zu dem Punkt x € X gibt es eine Umgebung,
die tatséichlich fir jede Uberlagerung von X als Elementarumgebung verwendbar ist”
kann man namlich auch dadurch rechtfertigen, dal man den allgemeinen Liftungs-Satz
anwendet auf die Inklusions-Abbildung U — X , wo U eine Spezialumgebung von =z
in X bezeichnet.
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Uberlagerungen und G—Mengen

Das Studium der Uberlagerungen hat bisher folgendes Bild ergeben. Sei X ein “ver-
niinftiger” Raum und zy € X . Die Fundamentalgruppe m(X,zo) klassifiziert die
zusammenhiingenden Uberlagerungen von X auf die folgende Weise: zu einer Uber-
lagerung p: E — X gehort, sobald ein Punkt eq € p~1(x) ausgewihlt worden ist,
eine Untergruppe von (X, xg) , ndmlich die Bildgruppe p.(7i(F,ep)) . Die Unter-
gruppe charakterisiert das Paar (E,ep) . Umgekehrt kommt auch jede Untergruppe her
von einer geeigneten Uberlagerung.

Das Ziel der nun folgenden Betrachtungen ist es, dieses Bild in einem wesentlichen Detail
zu modifizieren. Es soll ndmlich erreicht werden, dafl auf die Auswahl des Punktes eg
in p~1(xg) verzichtet werden kann. Diese Modifikation ist notwendig, um die Gruppe
der Automorphismen einer Uberlagerung (die sogenannte Decktransformationengruppe)
studieren zu konnen.

Das wesentliche Hilfsmittel wird das systematische Heranziehen einer einfachen Art von
algebraischer Struktur sein, die, wie sich herausstellt, auf der Menge p~!(z) vorhanden
ist. Die Menge p~!(z) ist nidmlich eine sogenannte G -~Menge, wo G die Fundamen-
talgruppe w1 (X,x0) bezeichnet. Es bedeutet dasselbe, zu sagen, daf§ die Gruppe G
auf der Menge p~!(zg) operiert. Bevor wir die Operation nither anschauen (sie kommt
her von der Wege-Liftung), sollen zunichst die benétigten Begriffe und Resultate iiber
G —Mengen zusammengestellt werden.

DEFINITION. Sei G eine Gruppe. Eine (rechte) G—Operation auf einer Menge M ist
eine Abbildung
MxG — M, (m,g)+— m-g,

(oder, was auf dasselbe hinausléuft, jedem Element ¢ ist eine Abbildung M — M |
m — m - g, zugeordnet); dabei sollen einige naheliegende Bedingungen erfiillt sein.
Néamlich einmal soll das Einselement der Gruppe auch als die identische Abbildung
operieren,

m-1 = m,

und zweitens soll die Komposition der Abbildungen kompatibel sein mit der Komposi-

tion in der Gruppe,
/

m-(gg') = (m-g)-g".
DEFINITION. Die Menge M zusammen mit der Operation der Gruppe G wird als
eine (rechte) G—-Menge bezeichnet.

BEMERKUNG. Es gibt auch linke G—Operationen und linke G-Mengen (wir werden
spéter eine treffen—der wesentliche Unterschied ist in dem gerade formulierten Assozi-
ativititsgesetz: die Reihenfolge ist da anders). Mit den G—Mengen verhilt es sich &hn-
lich wie mit dem Straflenverkehr. Obwohl es eigentlich irrelevant ist, ob man nun rechts
fahrt oder links, so braucht man doch eine Regelung.
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DEFINITION UND KONSTRUKTION. Sei H eine Untergruppe von G . Eine linke Neben-
klasse von H in G ist eine Untermenge in G von der Art

Hgy = {h91|h€H}

wo g1 ein (festes) Element aus G ist. Ist g ebenfalls ein Element aus G , so kann
man die linke Nebenklasse Hg; von rechts mit dem Element ¢ multiplizieren. Das
Resultat ist wieder eine linke Nebenklasse (im allgemeinen eine andere),

(Hg1) g = {h(qg) |heH} .

Die Menge der linken Nebenklassen von H in G wird mit H\G bezeichnet. Durch
die beschriebene Operation wird H\G zu einer rechten G —Menge.

BEMERKUNG. Die Notation H\G deutet an, dafl diese Menge auch interpretiert werden
kann als eine Menge von Aquivalenzklassen, die man aus G durch eine Aquivalenz-
relation erhélt; ndmlich zwei Elemente von G werden als dquivalent angesehen, wenn
sie durch linke Multiplikation mit einem Element aus H auseinander hervorgehen.

DEFINITION. Sei M eine G-Menge, sei m € M . Die Standgruppe (oder Isotropie-
gruppe) von m ist die Untergruppe G,, derjenigen Elemente in G , die das Element
m festlassen,

Gn = {9€G|m-g=m}.

BEISPIEL. In der G-Menge H\G hat das Element H1 als Standgruppe die Unter-
gruppe H . Auch die Standgruppe irgendeines anderen Elements Hg kann man sofort
angeben: die Standgruppe Gp, ist die (zu H ) konjugierte Untergruppe

GHg = g_ng (D:ef) {g_lhg EG | hEH} .

DEFINITION. Eine G—Menge N heifit transitiv, wenn je zwei Elemente aus N durch
die G—Operation ineinander iibergefiihrt werden kénnen; d.h., wenn zu vorgegebenen
ny und ne in N immer ein ¢ in G existiert mit ny-g = no .

BEISPIEL. Sei H Untergruppe von G . Die G-Menge H\G ist transitiv.

SATZ UND DEFINITION. Sei M eine G—Menge. M zerfillt in eindeutiger Weise in eine
(disjunkte) Vereinigung transitiver G —Mengen, der sogenannten Bahnen (oder Orbiten).

BEwEIs. Wir betrachten die Relation auf M ,
mp ~me <= dgeG, mi-g = mo.

Es ist klar (oder?), daB dies eine Aquivalenzrelation auf M ist. Die Aquivalenzklassen
zu der Relation ergeben die behauptete Zerlegung. ([
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Sind M und N zwei G—Mengen, so soll eine G—-Abbildung zwischen diesen beiden
(oder auch eine Abbildung von G —-Mengen) eine Abbildung bezeichnen, die mit den
jeweiligen Operationen vertriglich ist; also eine Abbildung ¢ : M — N, so daf, fiir
alle g € G,

p(m-g) = ¢(m)-g .

Wenn die M;, ¢ € I, die Bahnen in M bezeichnen, so induziert ¢, per Ein-
schriankung, G—Abbildungen ¢; : M; — N . Umgekehrt werden solche G—Abbildun-
gen ¢, : M; — N sich auch zusammensetzen zu einer G—-Abbildung ¢’ : M — N
(die nachzupriifende Bedingung ¢(m -g) = @(m) - g bereitet keine Probleme, weil
eben m-¢g und m immer in ein- und derselben Bahn liegen). Schlielich gilt auch
noch: wenn M’ eine transitive G-Menge in M ist (also eine Bahn), dann ist das
Bild ¢(M’) schon ganz enthalten in einer transitiven G—Menge in N . Wegen dieser
Dinge wird es geniigen, dal wir in erster Linie die Abbildungen transitiver G—-Mengen
betrachten.

SATZ. Sei M eine transitive G—Menge. Sei m € M , mit Standgruppe G,, . Es gibt
eine G—-Abbildung
omm: Gn\G — M,

welche die linke Nebenklasse G,,1 auf das Element m abbildet. Die Abbildung ist
eindeutig bestimmt. Die Abbildung ist ein Isomorphismus.

BEWEIS. Die Abbildung ¢, @ G \G — M ist definiert als @prm(Gmg) 1= m-g.
Die Definition ist unabhéngig von der Auswahl des Reprisentanten ¢ € G, g . Denn
ist ¢’ ein anderer Reprisentant, so ist ¢ = hg, wo h € G,, , deshalb

m . g/ = m . (hg) = (m . h) . g = m . g .
Die Abbildung ¢, ist eine G-Abbildung, denn es ist
ermm((Gmg) 9') = oum(Gmgg') = m-gg = (m-g9)-g" = oum(Gmyg) -9 .

Die Abbildung ist surjektiv, da M transitive G—Menge ist. Die Abbildung ist injektiv,
denn wenn G,, g1 und G,, g2 dasselbe Bild haben, so haben auch G,, ¢1 91_1 und
Gmg2g; b dasselbe Bild; das bedeutet, daB

m-g29;7" = omm(CGmg2n™) = omm(CGmargn™) = m,

also ist go g1~ ' € G,, und daher G,,g91 = G,,g2. Als G-Abbildung ist die Ab-
bildung eindeutig bestimmt wegen

oMm(Gmg) = Pmm((Gml)-g) = oum(Gml) -g.

Schlieflich ist die Abbildung ein Isomorphismus. Denn da ¢/, eine bijektive Ab-
bildung ist, gibt es zumindest eine Umkehrabbildung auf dem Mengen—Niveau (ohne
Beriicksichtigung der Bedingung, die eine G—Abbildung nach Definition zu erfiillen
hat). Es ist aber klar (oder?), dafl diese Bedingung automatisch erfiillt sein wird. O
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SATZ. Seien M und N transitive G —Mengen. Seien m € M und n € N , mit Stand-
gruppen G.,, und G, . Es existiert eine G—Abbildung ¢ : M — N mit m — n
genau dann, wenn die Standgruppe G,, enthalten ist in der Standgruppe G, . Die
Abbildung ist eindeutig bestimmt (wenn sie existiert), und sie ist surjektiv.

BEwEls. Wenn ¢ : M — N existiert, so ist G, C G, . Denn wenn g € G, , dann
ist

n-g = ¢(m)-g = e(m-g) = p(m) = n,

also auch g € G,, . Umgekehrt sei jetzt angenommen, daf§i G,, C G,, . Man kann jeder
linken Nebenklasse von G,, diejenige linke Nebenklasse von G, zuordnen, worin sie
enthalten ist. Dies definiert eine Abbildung ¢: G,,\G — G,\G , und zwar eine G-
Abbildung. Mit Hilfe der Isomorphismen aus dem vorigen Satz wird die gewiinschte
Abbildung ¢ definiert als die zusammengesetzte Abbildung

-1

M 2 G \G —1— G,\G 2, N

Die Abbildung ist eindeutig bestimmt durch ihren Wert auf m € M , da M transitive
G —Menge ist. Die Abbildung ist surjektiv, da N transitive G—Menge ist (und da die
Abbildung nicht-leeres Bild in N hat). O

KOROLLAR. Sei M eine transitive G—-Menge. Seien m und n Elemente aus M . Es
gibt einen Isomorphismus M — M mit m — n genau dann, wenn m und n dieselbe
Standgruppe haben. Der Isomorphismus ist eindeutig bestimmt (wenn er existiert).

BEwEIs. Wenn der Isomorphismus existiert, so liefert der Satz (angewandt auf den
Isomorphismus, sowie auf seine Umkehrung), da G,, € G,, und G, C G,, ; also
Gm = G, . Wenn diese Gleichheit umgekehrt nun angenommen wird, so liefert der Satz
G-Abbildungen ¢ : M — M und ¢ : M — M mit ¢(m) = n und ¢¥(n) = m.
Die zusammengesetzte Abbildung ¢ o ¢ ,

M—f MY

)

ist dann eine G—Abbildung von M auf sich, die m auf m abbildet. Nach der Ein-
deutigkeitsklausel des Satzes folgt, dafl o gleich der identischen Abbildung auf M
ist. Ahnlich folgt, daB auch ¢ o) gleich der identischen Abbildung ist. Also sind ¢
und v zueinander inverse Isomorphismen von M auf sich. O

Es bezeichne Ag(M) die Menge der G-Automorphismen von M (Isomorphismen
von M auf sich, die G—-Abbildungen sind). Unter der Komposition von Abbildungen
ist dies eine Gruppe. Es stellt sich heraus, dafl diese Gruppe vollstindig beschrieben
werden kann. Das notieren wir in den folgenden Sétzen. In einem (besonders wichtigen)
speziellen Fall ist die Antwort besonders einfach:

Bezeichne G die Menge der linken Nebenklassen der trivialen Untergruppe in G . Mit
anderen Worten, es handelt sich bei G um die unterliegende Menge von G , aufgefafit
als rechte G—-Menge.
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SATz. Die Gruppe Ag(G) ist isomorph zu G selbst. Ein Isomorphismus ist gegeben
durch die Abbildung

G — Ac(G), g r— a4,

wo ay : G — G derjenige Isomorphismus ist (er ist eindeutig bestimmt), der das
Element 1 € G abbildet auf das Element g € G .

BEwEIS. Nach dem vorstehenden Korollar ist die Abbildung ¢ — a4 eine Bijektion
zwischen den Elementen von G einerseits und den Elementen von Ag(G) anderer-
seits. Es ist noch nachzupriifen, dafl die Abbildung mit Komposition vertriglich ist,
daf also gilt

Qgrgo = Qg OQg, .

Die Rechnung

(049100492)(1) = agl(agz(l)) = a91(92) = 0491(1) g2 = g1°92 = 9192

zeigt, dafl diese beiden Isomorphismen auf 1 € G denselben Wert annehmen. Es folgt,
daf3 sie gleich sind. O

Was transitive G -Mengen angeht, so ist es keine wesentliche Einschrinkung der Allge-
meinheit, sich auf solche der Art H\G zu beschrénken.

Es bezeichne N(H) die Menge derjenigen Elemente g € G, welche die Eigenschaft
haben, daf} die zu H konjugierte Untergruppe

1Hg = —1p he H
g g(Def){g geG | heH}

in Wirklichkeit dasselbe ist wie die Gruppe H selbst. Es ist klar (oder?), da8 die
Menge N(H) selbst eine Gruppe ist, der sogenannte Normalisator von H in G . Die
Gruppe H ist als Untergruppe in N(H) enthalten, und zwar als normale Untergruppe
(alias Normalteiler); es existiert also die Quotientengruppe N(H)/H .

SATz. Die Gruppe Ag(H\G) ist isomorph zu N(H)/H . Ein Isomorphismus ist in-
duziert durch die Abbildung

N(H) — Ag(H\G) , g —ay,

wo oy : H\G — H\G derjenige Isomorphismus ist (er ist eindeutig bestimmt), der
das Element H1 von H\G auf das Element Hg abbildet.

BEWEIS. Da g 'Hg die Standgruppe von Hg ist, ist die Bedingung “ g € N(H)”
gleichbedeutend damit, dafl H1 und Hg dieselbe Standgruppe haben; dafl also ein G —
Isomorphismus von H\G auf sich existiert mit H1+— Hg . Dies ist, nach Definition,
a4 . Esist klar (oder?), dal a, nur von der Restklasse von ¢ in N(H)/H abhingt.
Daf} die Abbildung N(H)/H — Ag(H\G) mit der Komposition vertréglich ist, wird
durch die im vorigen Beweis gegebene Rechnung gezeigt. (]
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Wir kommen jetzt zu der Ubersetzung von Uberlagerungen einerseits in G —Mengen
andererseits. Die Ubersetzung beruht auf der Wege—-Liftung, die wir hier in der folgenden
Form zitieren.

SATZ. Sei p: E — X eine Uberlagerung. Sei w : [0,1] — X ein Weg mit An-
fangspunkt xq und Endpunkt x, . Es gilt:

e w induziert eine Abbildung w, : p~!(z0) — p~!(z1) ; diese Abbildung héingt nur
von der Homotopieklasse (relativ zu Anfangs- und Endpunkt) von w ab.

e Die Zuordnung w +—— w, Iist vertraglich mit der Komposition von Wegen; d.h.
ist w’ ein Weg von x1 zu x5, so ist die zusammengesetzte Abbildung “ zuerst w; ,
dann w! 7 dasselbe wie die Abbildung (ww’). , die von dem zusammengesetzten Weg
ww’ induziert ist.

e Die Abbildung w, ist eine Bijektion, und die zu w, inverse Abbildung ist induziert
von dem zu w inversen Weg w .

BEWEIS. Die Abbildung w, ist auf die folgende Weise definiert. Nach dem Wege—
Liftungs—Satz existiert zu einem Punkt y € p~!(x) ein (eindeutig bestimmter) ge-
lifteter Weg w mit Anfangspunkt w(0) = y ; der Endpunkt w(1) dieses Weges ist,
nach Definition, der Punkt w.(y) . Der Homotopie-Liftungs—Satz sagt, dafl eine Homo-
topie (relativ zu Anfangs- und Endpunkt) von Wegen in X liftet zu einer ebensolchen
Homotopie in FE ; insbesondere wird die Liftung des deformierten Weges denselben
Endpunkt haben wie w auch.

Die Vertréglichkeit mit der Komposition von Wegen liegt schlicht daran, dafl man einen
zusammengesetzten Weg in seinen Einzelteilen liften kann: zuerst wird der erste Teilweg
zum vorgegebenen Anfangspunkt geliftet; danach dann der zweite Teilweg zu dem neuen
Anfangspunkt (dem Endpunkt der Liftung des ersten Teilweges).

Der Weg ww ist null-homotop (= homotop, relativ Basispunkt, zum trivialen Weg).
Nach den obigen Dingen gilt deshalb

wyow, = (ww), = Id, 1 () -

Ahnlich ist auch w, oW, = Idy-1(4,) - O

BEMERKUNG. Der Satz sagt insbesondere, dafl bei weg—zusammenhéingendem X die
Blatterzahl von p: E — X iiber iﬂlen Punkten von X dieselbe ist. Man ist somit
berechtigt, von der Blatterzahl der Uberlagerung zu reden. O

Fiir den néchsten Satz wird die folgende Begriffsbildung bendtigt. Seien py @ By — X
und py : Fs — X Uberlagerungen. Eine Abbildung von Uberlagerungen

(pr: By —X) ——— (p2: B2 — X)

ist, nach Definition, eine Abbildung f: E; — E5, wo f eine Abbildung iiber X ist;
d.h. wo poof = py.
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SATz. Sei X ein wegzusammenhédngender Raum, x¢ € X . Bezeichne G die Funda-
mentalgruppe, G := m1(X,xz9) . Sei p: E — X eine Uberlagerung.

e Das Urbild p~'(xg) hat die Struktur einer rechten G —Menge.

o Die Weg—Zusammenhangskomponenten von E entsprechen den Bahnen dieser G —
Menge; die Standgruppe von y € p~!(xzg) ist gleich der Bildgruppe p.(m1(E,y)) .

e Eine Abbildung von Uberlagerungen (p1: Ey — X) — (py: Ey — X ) induziert
eine Abbildung von G -Mengen p; *(xo) — py *(z0) .

BEwEIs. Fiir den Spezialfall geschlossener Wege w mit Anfangs- und Endpunkt zq
sagt der vorige Satz, dafl w eine Abbildung w, von p~!(xy) auf sich induziert, die
nur von der Klasse [w] € m1(X,zo) abhéngt. Dies definiert eine G—-Operation, da, wie
der Satz auch sagt, die von einer solchen Operation verlangten formalen Eigenschaften
erfiillt sind.

Seien y1, y2 € p~'(xz0) . Wenn y; und y» durch die Operation auseinander her-
vorgehen, so heifit dies insbesondere, dafl sie durch einen Weg verbindbar sind. Wenn
umgekehrt v ein Weg von y; zu yo ist, so folgt (wieder aus der Definition der
Operation), dafl ys aus y; hervorgeht durch die Operation des von dem geschlosse-
nen Weg p o v repréasentierten Gruppenelements. Die weitere Behauptung, daf die
Standgruppe von y € p~1(xo) dasselbe ist wie die Bildgruppe p.(mi(E,y)), ist eine
Umformulierung der uns schon bekannten Tatsache, dafl ein geschlossener Weg an xg
genau dann zu einem geschlossenen Weg mit Anfangspunkt y liftet, wenn das von ihm
reprisentierte Element in der genannten Bildgruppe liegt.

Sei f: Ey — Es eine Abbildung iiber X . Sei w ein geschlossener Weg in X (am
Basispunkt). Sei y € p; '(20) . Eine Liftung @ von w zum Anfangspunkt y ergibt,
nach Definition, als ihren Endpunkt das Ergebnis der Operation von w, auf y . Dies
w nun war eine Liftung nach FE; ; esist dann fow eine Liftung von w nach FEs , zum
Anfangspunkt f(y) . Nach Definition der Operation von w, auf f(y) ist das Ergebnis
(dieser Operation) gegeben durch den Endpunkt der Liftung f o w . Andererseits ist
besagter Endpunkt aber auch das Bild von w.(y) unter der Abbildung f . O

Wir betrachten speziell jetzt “verniinftige” R&ume. Es sei daran erinnert, dafl ein
semi-lokal einfach—zusammenhédngender Raum insbesondere auch lokal wegzusammen-
hédngend ist. Ist er zusammenhéngend, so ist er folglich auch weg—zusammenhéngend.

SATZ. X sei ein zusammenhidngender und semi-lokal einfach—zusammenhidngender
Raum. Sei 9 € X und G = m1(X,xz9). Seien p; : By — X und py : Fy — X
zwei Uberlagerungen. Die Zuordnung

((pr: B4 —X) R (p2: Ba— X)) +—  (p; ' (20) Llpi (o), ps ' (z0) )

gibt eine 1:1 Beziehung zwischen
e Abbildungen von Uberlagerungen (von p;: By — X zu py: Ey — X ),
e Abbildungen von G -Mengen (von p; *(zo) zu py *(20))
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BEWEIS. Das wird eine Konsequenz aus dem allgemeinen Liftungs—Satz sein. Wir
miissen uns nur klar machen, dafl wir uns auf ein Argument mit zusammenhédngenden
Réaumen zuriickziehen kénnen.

Da E; lokal weg—zusammenhiingend ist (weil ja X diese Eigenschaft, nach Vor-
aussetzung, hat), ist FE; die disjunkte Vereinigung seiner (Weg—)Zusammenhangs-
komponenten. Sei F eine Zusammenhangskomponente von FE; . Der Durchschnitt
E N p~Y(zg) ist nicht leer. Denn ist e irgendein Punkt in F, so kann man den
Bildpunkt p(e) durch einen Weg mit dem Basispunkt zy verbinden. Eine Liftung
dieses Weges zum Anfangspunkt e produziert als ihren Endpunkt dann einen Punkt
in ENp1(x) .

Es ist nun klar, dafi die Abbildung f : E; — E,, als Abbildung iiber X , durch
ihren Effekt auf p~!(zg) schon festgelegt ist. Denn sei E eine Zusammenhangskom-
ponente von Ej , sei y € ENp~!(zg) (wir haben uns soeben von der Existenz eines
solchen y iiberzeugt), dann sagt die Eindeutigkeitsklausel im Liftungs—Satz, daf§ die
eingeschriinkte Abbildung f|E schon durch ihren Effekt auf dem Punkt y bestimmt
ist.

Auch fiir die Frage der Existenz von f zu vorgegebenem Verhalten auf p~!(zg) wird
es geniigen, eine einzelne Zusammenhangskomponente zu betrachten (denn um eine Ab-
bildung auf einer disjunkten Vereinigung zu definieren, darf man die Abbildungen auf
den einzelnen Komponenten beliebig vorgeben). Sei also E eine Zusammenhangskom-
ponente von Ej , sei y € (p1|E)~1(x) . Nunist f auf p~'(zg) nicht schlicht als Ab-
bildung vorgegeben, sondern vielmehr als Abbildung von G —Mengen. Das impliziert,
wie wir wissen, eine Relation zwischen Standgruppen; es impliziert ndmlich, daf die
Standgruppe am Punkt y enthalten ist in der Standgruppe am Punkt f(y). Wir
konnen andererseits, wie wir wissen, die Standgruppen iiber die Fundamentalgruppe
ausdriicken: die Standgruppe an y ist die Bildgruppe (pi|E).(m1(E,y)) , die Stand-
gruppe an f(y) ist die Bildgruppe (p2)«(m1(Es2, f(y))) . Unsere Voraussetzung ergibt
somit die Relation

(1| E)«(mi(E,y))  C (p2)«(m(E2, f(y))) -

Das ist aber gerade die Voraussetzung, die der Liftungs—Satz akzeptiert, um zu ga-
rantieren, dafl eine Abbildung EF — E, (iiber X ) existiert, mit y — f(y). Diese
Abbildung nun kénnen wir nehmen. Denn ihre Einschrinkung auf (pi|E)~!(x¢) hat
das vorgegebene Verhalten. Das liegt daran, dafi die konstruierte Abbildung E — FE,
als Abbildung von Uberlagerungen ja ihrerseits auch eine Abbildung von G-Mengen
(p1]E) " H(z0) — (p2) (z0) induziert. Wir haben also nun zwei Abbildungen von G-
Mengen, die auf einer transitiven G —-Menge definiert sind und die an einem Punkt
tibereinstimmen; solche zwei Abbildungen sind aber gleich. O

ZUSATZ ZUM SATZ. Die Abbildung von Uberlagerungen f : Ey — Ey (iiber X )
ist genau dann ein Isomorphismus, wenn die zugeordnete Abbildung von G —-Mengen
p; Hxo) — py H(x0) ein Isomorphismus ist.
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BEwEIS. Die eine Richtung ist klar: die Zuordnung f +— f|p; *(zo) ist funktoriell
in dem Sinne, daf} sie mit Komposition von Abbildungen vertriglich ist und daf} sie
Identitédten respektiert; sie respektiert deshalb auch Isomorphismen.

Fiir die Umkehrung nehmen wir an, dafl f eine Abbildung ist, so daf§ die zugeordnete
Abbildung ¢ von G—-Mengen ein Isomorphismus ist. Die Behauptung ist, daff in dieser
Situation die Abbildung f selbst auch schon ein Isomorphismus ist. Nun hat der Iso-
morphismus ¢ eine inverse Abbildung ¢’ . Die Abbildung ¢’ ist nach dem vorigen
Satz ebenfalls von einer Abbildung von Uberlagerungen existiert, diese heie f’ . Wir
zeigen jetzt, dafl die Abbildung f’ tatséichlich invers zur Abbildung f ist.

Die zusammengesetzte Abbildung f’of induziert die Abbildung von G-Mengen ¢'og ,
die eine identische Abbildung ist (nach Voraussetzung). Das bedeutet, im Klartext,
daB f’of eine Abbildung von Uberlagerungen ist, die das Urbild des Basispunktes xq €
X festlidfit. Eine solche Abbildung ist aber notwendigerweise eine identische Abbildung
(nach der Eindeutigkeitsklausel des allgemeinen Liftungs—Satzes, angewandt auf die
Zusammenhangskomponenten). — Auf dhnliche Weise folgt, dal auch die zusammen-
gesetzte Abbildung f o f’ eine identische Abbildung ist. O

Als die Decktransformationengruppe einer Uberlagerung p: E — X bezeichnet man
die Gruppe der Isomorphismen E — E (iiber X ).

SATZ. Der Raum X sei zusammenhéngend und semi—lokal einfach—zusammenhéngend.
Sei xg € X ein Basispunkt. Sei p : X — X eine universelle Uberlagerung. Die
Decktransformationengruppe der universellen Uberlagerung p : X — X st isomorph
zur Fundamentalgruppe (X, xo) .

BEWEIS. Nach den vorigen beiden Sétzen ist diese Decktransformationengruppe iso-
morph zur G—Automorphismengruppe der G—Menge p~!(zo) (wo G = m (X, z0) ).
Bei dieser G—Menge handelt es sich um die freie transitive G-Menge; wo “frei” be-
deutet, dafl die Standgruppe jedes Punktes die triviale Gruppe ist — daf3 dies so ist,
folgt aus der Identifikation der Standgruppe von y € p~!(xg) mit der Bildgruppe
pi( 1 ()Z' ,y)) . Von dieser speziellen Automorphismengruppe haben wir aber oben aus-
gerechnet, dafl sie zu G selbst isomorph ist. O

BEMERKUNG. Der Isomorphismus im vorangegangenen Satz ist nicht kanonisch; er ist
nur kanonisch bis auf innere Automorphismen. Wir haben zwar oben einen Isomorphis-
mus explizit angegeben; die Angabe dieses Isomorphismus benutzte aber zusitzliche
Information (ndmlich die Auswahl eines ausgezeichneten Punktes in der G-Menge).

Wir haben oben andererseits aber auch ein ganz bestimmtes Modell fiir die universelle
Uberlagerung kennengelernt (s. S. 98-99). Nimlich, wenn X ein “verniinftiger” Raum
ist, dann ist ein Modell fiir die universelle Uberlagerung X wie folgt beschreibbar: ein
Punktin X ist représentiert von einem Paar (z,v) , wo z ein Punkt aus X istund v
ein Weg, der den Basispunkt 2y mit dem Punkt z verbindet ( 2y ist der Anfangspunkt
von v, und z ist der Endpunkt). Die Punkte in X sind dann die Aquivalenzklassen
beziiglich der Relation, wo (z,v) und (z,v") als dquivalent angesehen werden, wenn
v homotop ist, relativ zu Anfangs- und Endpunkt, zu v’ . Kurz gesagt, ein Punkt
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in X besteht aus einem Punkt 2 in X zusammen mit einer Homotopieklasse von
Wegen vom Basispunkt zu z . Die Abbildung X — X fiir dieses Modell ist schlicht die
“vergefiliche” Abbildung, die den Weg v vergifit. Ferner gibt es in diesem Modell einen
ganz kanonischen Punkt iiber dem Basispunkt x¢ , ndmlich den Punkt in X , der
gegeben ist durch das Paar (zg,z¢) (das zweite “ xo ” hier bezeichnet einen trivialen
Weg). Und schliefflich gibt es in diesem Modell auch eine ganz explizite Beschreibung
der Operation der Fundamentalgruppe (X, zo) auf der universellen Uberlagerung
X . Némlich, wenn [w] € m(X,20), dann ist das Resultat der Operation von [w]
auf dem Punkt (x,v) gegeben durch den Punkt [w].(z,v) := (z,wv) (wo wv den
zusammengesetzten Weg “ erst w, dann v ” bezeichnet; dieser zusammengesetzte
Weg existiert, da der Endpunkt von w , ndmlich der Basispunkt zg, ja auch der
Anfangspunkt von v ist).

Auch die Beziehung zu den rechten G-Mengen ist ganz explizit angebbar. Namlich in
X haben wir die Menge p~1(xq) , die eine rechte G-Menge ist. Konkret besteht diese
Menge aus denjenigen Punkten (zg,w) in X , bei denen w ein geschlossener Weg
ist (also nicht nur der Anfangspunkt, sondern auch der Endpunkt von w ist gleich
dem Basispunkt z( ). Durch Ignorieren von “zy” kann man diese Menge mit der
unterliegenden Menge der Gruppe G identifizieren; wie frither wollen wir diese mit G
bezeichnen. Wenn nun g € G und wenn g3, die zugehdrige Decktransformation be-
zeichnet, so ist die Einschrinkung von 3, auf p~!(zo) ein Isomorphismus von rechten
G -Mengen. Es ist klar (oder?), daf$ unter der Identifikation von p~!(zo) mit G dieser
Isomorphismus dann demjenigen Isomorphismus von G auf sich entspricht, der frither
mit o, bezeichnet worden ist (S. 110). O

BEMERKUNG. Eine Uberlagerung p : E — X wird als regulir bezeichnet, wenn sie
“maximale Symmetrie” besitzt; d.h. wenn zu je zwei Punkten tiber xy € X eine Deck-
transformation existiert, welche diese beiden Punkte aufeinander abbildet. Bezeichne
wie vorher G = m1(X,z0) ; sel y € E ein Punkt iiber 29 und H = p.(mi(E,y)) .
Die Regularitit der Uberlagerung bedeutet, nach der durch die obigen Sitze gegebenen
Ubersetzung, daB je zwei Punkte der G-Menge p~'(zo) dieselbe Standgruppe haben.
Es kommen aber sémtliche Konjugierten von H tatséchlich als Standgruppen vor. Die
Regularitdt bedeutet also, dafl die Konjugierten von H alle zueinander gleich sind;
das heiit, dal H eine normale Untergruppe in G ist (oder dafl der Normalisator
von H die ganze Gruppe G ist). Als Variante des vorangehenden Satzes bekommt
man, da8 die Decktransformationengruppe der reguliren Uberlagerung p : E — X
isomorph ist zur Quotientengruppe G/H .

BEMERKUNG. Unter Verwendung der Decktransformationengruppe kann man die an-
deren Uberlagerungen eines (verniinftigen) Raumes X direkt aus der universellen
Uberlagerung P X — X konstruieren. Sei ro € X und sei ein Punkt 7 € p’l(mo)
gewdhlt, so dafl man also in der beschriebenen Weise die Decktransformationengruppe
mit der Fundamentalgruppe G = 71(X, () identifizieren kann. Sei H C G eine Unter-
gruppe. Dann operiert auch H auf X , und man kann somit einen Raum F definieren
als den Quotienten beziiglich dieser Aktion (zwei Punkte aus X werden identifiziert,
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wenn sie durch die Operation eines Elements h € H auseinander hervorgehen; der
entstehende Raum wird mit der Quotiententopologie versehen).

Es ist nun klar, dal die resultierenden Abbildungen X - FE und q: F — X Uber-
lagerungsprojektionen sind; denn sei U C X eine Spezialumgebung in dem frither
definierten Sinn (S. 96), die auch noch offen sei (S. 101). Das Urbild p~(U) ist dann
eine disjunkte Vereinigung von Mengen U;, ¢ € I, deren jede zu U topologisch
dquivalent ist (vermoge der Abbildung p ). Die Indexmenge I ist isomorph zu der
unterliegenden Menge von G (allerdings nicht in kanonischer Weise; um einen be-
stimmten solchen Isomorphismus auszuwéhlen, miifite man z.B. einen Weg von zy zu
U zu wihlen). Die Gruppe H operiert auf der Vereinigung der U, indem sie die U;
schlicht permutiert. Der Quotientenraum nach der Operation von H ist wieder eine
disjunkte Vereinigung von Kopien von U ; die Indexmenge ist gegeben durch die Menge
der Aquivalenzklassen in I beziiglich der Operation von H .

Um schlieBlich zu sagen, um welche Uberlagerung es sich bei ¢ : £ — X denn
nun handelt, geniigt die folgende Bemerkung: Das Urbild p~!(x) ist in bestimmter
Weise mit der unterliegenden Menge von G identifiziert (wegen der Wahl des Punktes
Zo € p (o) ). Beziiglich dieser Identifizierung operiert ein Element h € H auf G
durch die linke Multiplikation mit h (vgl. die explizite Beschreibung auf S. 110). Es
folgt, daB8 p~!(zg) die G-Menge H\G ist. Oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn
ep € E das Bild von Zy bezeichnet, so ist die Bildgruppe g¢.(m1(F,eq)) gerade die
Gruppe H selbst. O

Wie wir zum SchluB noch anmerken wollen, so hat die Theorie der Uberlagerungen auch
einen “numerischen” Aspekt. Sie taugt nédmlich dazu, Fundamentalgruppen in einigen
Fallen wirklich auszurechnen. Das liegt daran, dafl es bei einer Decktransformationen-
gruppe durchaus offensichtlich(!) sein kann, um welche Gruppe es sich denn nun handelt.

BrISPIEL. Die 1-Sphire S' hat als Uberlagerung die Gerade R. Da R einfach-
zusammenhiingend ist, handelt es sich hier um die universelle Uberlagerung. Die Deck-
transformationengruppe ist Z , die Gruppe der ganzen Zahlen (mit der Addition als
Verkniipfung). Uber den Isomorphismus von “Decktransformationengruppe der uni-
versellen Uberlagerung” einerseits und “Fundamentalgruppe” andererseits erhalten wir
somit einen anderen Beweis fiir die uns schon bekannte Tatsache, da§ m1(St,s0) ~ Z .

BrISPIEL. Die projektive Ebene RP? hat als Uberlagerung die 2-Sphire S? . Da S?
einfach-zusammenhiingend ist, handelt es sich hier um die universelle Uberlagerung.
Die Decktransformationengruppe ist die (zyklische) Gruppe der Ordnung 2 (das nicht—
triviale Element ist die Antipoden-Abbildung). Die Fundamentalgruppe von RP? ist
also die Gruppe der Ordnung 2 .
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Algebraische Topologie

Einfiihrung

Zu Beginn dieser Veranstaltung erwarten Sie vermutlich von mir, dafl ich Thnen in
wenigen Worten beschreibe, was “Algebraische Topologie” ist. Das geht zwar nicht,
aber ich will es wenigstens versuchen.

Die algebraische Topologie ist etwa so alt wie dieses Jahrhundert.! Thre Erschaffung
geschah in einer Art Urknall, ndmlich durch Poincaré’s Erfindung der sogenannten “Ho-
mologiegruppen”. Die Anzahl der bisher publizierten wissenschaftlichen Arbeiten, die
der algebraischen Topologie zuzurechnen sind, diirfte an die zehntausend betragen. Es
werden auch immer noch mehr, denn es gibt heutzutage einige hundert Mathematiker,
die sich in ihrer Eigenschaft als Forscher hauptséchlich mit algebraischer Topologie
beschéftigen. Nun zu mehr inhaltlichen Dingen. In der “Topologie”—Veranstaltung des
vorherigen Semesters haben wir Beispiele dafiir kennengelernt, wie man einem topolo-
gischen Raum X gewisse “diskrete Strukturen” zuordnet, von denen man hofft, daB sie
iiberschaubarer sind als der Raum X selbst, ndmlich einmal

mo(X) = Menge der Weg—Zusammenhangsklassen von X
und zum anderen
m1(X,29) = Fundamentalgruppe von X zum Basispunkt z .

Ganz grob nun gesprochen, befafit sich algebraische Topologie mit der Systematik der-
artiger “Diskretisierungen”, namlich deren Konstruktion, Berechnung und Anwendung.

In dieser Veranstaltung werden wir uns mit zwei solcher Konstruktionen beschéftigen,
nidmlich den Homotopiegruppen m,(X,z9),n > 1 (aus technischen Griinden braucht
man wie im Falle n = 1 (Fundamentalgruppe) immer einen Basispunkt) und den
Homologiegruppen H,(X),n > 0.

Bei beiden Konstruktionen muf} ich leider eine traurige Nachricht vorweg schicken:
Die Homotopiegruppen sind zwar sehr einfach zu definieren (ndmlich die unterliegende
Menge von 7, (X, xo) ist nichts anderes als die Menge der Homotopieklassen (Homo-
topie relativ zum Basispunkt) von Abbildungen S™ — X ), aber sie sind extrem
schwierig zu berechnen. Sei z.B. X ein “verniinftiger” Raum mit den Eigenschaften
(i) X ist kompakt, (ii) es gibt ein m > 2, so daf} m,,(X,z¢) # 0 (die m-dimensionale

IDas Skript (und damit auch diese Feststellung) stammt aus dem vorigen Jahrhundert.



Sphéire S™ ist ein Beispiel fiir solch ein X ), dann weifl man: Es gibt unendlich viele
n mit m,(X,z9) # 0, und nur sehr wenige von diesen sind explizit bekannt.

Die Homologiegruppen andererseits sind verhéltnisméBig einfach zu berechnen (es
gibt beliebig viele Rdume, wo man sie alle kennt), aber sie sind schwierig zu konstru-
ieren. Zumindest wird ihre Konstruktion, wenn man sie kennenlernt, meist als sehr
technisch empfunden. Das mag iiberraschend erscheinen auf dem Hintergrund dessen,
daf die Homologiegruppen ca. 40 Jahre &lter sind als die Homotopiegruppen (ca. 1890
bzw. ca. 1930). Es ist aber so, dafi die Homologiegruppen zunéchst nur erklirt waren
fiir Rdume mit einer gewissen Zusatzstruktur (sogenannte Simplizialkomplexe), und
die Annahme, dafl die Homologiegruppen “topologische Invarianten” seien, d.h., nur
von dem Raum abhéngen und nicht von der Zusatzstruktur, diese Annahme erforderte
gewisse Akte des Glaubens. Erst im Laufe der 20er und 30er Jahre gelang es, Konstruk-
tionen der Homologiegruppen zu geben, die sowohl topologisch invariant waren als auch
technisch einwandrei (d.h., frei von inneren Widerspriichen). Ein interessanter Aspekt
der Entwicklung ist, dal es sich schliefllich auch als unverniinftig herausstellte, die
topologische Invarianz der Homologiegruppen direkt beweisen zu wollen. Das richtige
Vorgehen war vielmehr, einen in Wirklichkeit viel stirkeren Satz zu beweisen, ndmlich
den, daf3 die Homologiegruppen sogar nur von dem Homotopietyp des fraglichen Raumes
abhéngen.

ERINNERUNG. Es bezeichne [0, 1] das Einheits-Intervall. Zwei (stetige!) Abbildungen
fo, f1: X — X’ heilen homotop, wenn eine Homotopie zwischen ihnen exisiert;
d.h., eine Abbildung
F: Xx[0,1] — X'
so dafl
FIXx0 = fo und F|Xx1 = f; .

(Vielleicht sollte man hier etwas genauer sagen, dafli F'| X x0 = fyoig, wo ip eine
Identifikation von X mit dem Unterraum X x0 bezeichnet; und dhnlich auch fiir f ).

Eine Abbildung f: X — Y wird eine Homotopiedquivalenz genannt, wenn eine
Abbildung ¢:Y — X existiert, so dal die zusammengesetzten Abbildungen ¢gf und
fg jeweils homotop sind zu der identischen Abbildung auf X bzw. auf Y .

Und ein Homotopietyp bezeichnet eine Aquivalenzklasse von topologischen Riumen
beziiglich der Aquivalenzrelation “Homotopieiquivalenz”. Mit anderen Worten: zwei
Réume X und Y gehtren zum selben Homotopietyp, wenn eine Homotopiedquivalenz
zwischen ihnen existiert.

Abweichend von der historischen Entwicklung des Gebiets werden wir uns in dieser
Veranstaltung zunéchst nicht mit den Homologiegruppen befassen, sondern vielmehr
mit den Homotopiegruppen. Der Hauptgrund ist der, dafl wir auf diese Weise am
besten an das Material des vorigen Semesters ankniipfen kénnen. Im Zusammenhang

¢

hiermit werden wir auch eine wichtige Art von “verniinftigen” R&umen studieren, die

sogenannten Zellenkomplexe. Eines der ersten Resultate, die wir dann herleiten wollen



ist folgender spektakulédr aussehender Satz, der zum Gliick nicht ganz so schwierig ist,
wie das auf den ersten Blick aussieht.

SATZ VON WHITEHEAD. f: X — Y sei eine Abbildung zwischen wegzusammen-
hdngenden “verniinftigen” Rdumen. Folgende Aussagen sind zueinander &dquivalent:
(i) f ist eine Homotopiedquivalenz.

(ii) f induziert Isomorphismen der Homotopiegruppen

for (X, x9) —— mo (Y, f(x0)) , n=1,2....

Nachdem wir anhand dieses Satzes zur Kenntnis genommen haben, dafi der Begriff
der Homotopiedquivalenz doch schon recht algebraisch angehaucht ist, wollen wir bei
unserem weiteren Vorgehen dann auch selbst etwas mehr in Richtung Algebra und
Kombinatorik abdriften. — Soweit zur Einfiihrung in das Programm.

Als néchstes werde ich jetzt eine Abschweifung machen. Ich werde einfach einige
RéAume vorstellen, die es wert sind, dal man sich dafiir interessiert. Dabei wird es
insbesondere auch um die explizite Konstruktion einiger sehr interessanter Homotopien
gehen.

Die Menge der reellen nxn Matrizen

M,(R) = { (i) <5 jen | @ij €R }
ist in offensichtlicher Weise isomorph zu R™*™ | und damit selbst auch ein topologischer
Raum. Unterrdume davon sind
GL,(R) — der Raum der invertierbaren Matrizen
O,(R) — der Raum der orthogonalen Matrizen .
Ersterer Unterraum ist gegeben durch die Ungleichung det(M) # 0 (beziiglich der

stetigen Funktion Determinante : M,(R) — R ), daher ist er offener Unterraum.
Letzterer ist gegeben durch das Gleichungssystem

1 wenni¢==%

0 wenn i # k

)

On(R) = 4 (aij) Zaij akj = Oik = {

ist also ein abgeschlossener Unterraum; aus dem Gleichungssystem folgt auch noch,
daB |a;;| < 1 fir alle 4,5. Damit ist O,(R) isomorph zu einem beschrénkten
abgeschlossenen Unterraum des R™*™ | und ist somit kompakt.

BEHAUPTUNG. Die Inklusion O, (R) — GL,(R) ist eine Homotopiedquivalenz.

BEWEIS. Wir werden zeigen, daf sogar O, (R) Deformationsretrakt von GL,,(R) ist;
das heiflt, daf} eine stetige Familie von stetigen Abbildungen existiert,

ht: GL,(R) — GL,(R) , tel0,1] ,
so daf gilt

ho (GLn(R)) C On(R), hy = dap, &), ht|On(R) = o, @ (fiiralle ¢).
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Die Familie ¢ — h; ist gegeben durch den sogenannten Gram-Schmidt’schen Ortho-
gonalisierungsprozel — wenn man diese aus der linearen Algebra bekannte Konstruktion

nur richtig anschaut. Bezeichne namlich a; = (a;;) den i-ten Zeilenvektor, sei

1<j<n
{ai,ax) = Y a;jag;, und |a;|* = (a;,a;) . In einem ersten Schritt wird definiert:
j

fe(a1) = a
filaz) = ay — (1—t) 4§2800D £, (ay)

felan) = an— (1=t) Gpliesyh fi(ans)
= ) SRS fe(@)

Die Vektoren fy(a1), ..., fo(an) sind nun orthogonal zueinander, sie haben aber viel-
leicht noch nicht die Lénge 1. Das erreichen wir im zweiten Schritt; wir setzen ndmlich
einfach

hi(a:) == |fe(a)l™" felai) . .

Jeder reellen nxn Matrix entspricht eine (automatisch stetige!) lineare Abbildung
R™ — R™, und wenn die Matrix invertierbar ist, so ist auch diese Abbildung R"™ — R"
invertierbar, d.h., sie ist eine topologische Aquivalenz. Wir kénnen allgemeiner die
Menge solcher topologischen Aquivalenzen betrachten; also

Top (R™) = {h : R®" = R™ | h ist topologische Aquivalenz} .

Man konnte diese Menge als metrischen Raum auffassen beziiglich der Sup-Norm; weil
aber R™ nicht kompakt ist, wére die hiervon induzierte topologische Struktur nicht sehr
schon, wie sich herausstellt. Das ‘richtige’ Vorgehen ist es vielmehr, das Verhalten der
h’s ‘im Unendlichen’ in geeigneter Weise zu vernachlissigen. Dazu betrachtet man die
folgende topologische Struktur. Sie wird dadurch spezifiziert, dal man fiir jedes h eine
Umgebungsbasis { Uk -(h) } definiert; ndmlich in Abhéngigkeit von einer kompakten
Teilmenge K C R™ und von einer reellen Zahl ¢ > 0 wird definiert

Uke(h) = {geTop (R") | |g(z) —h(x)| <e fir ze K} .
Die so spezifizierte topologische Struktur auf Top (R™) nennt man auch die Topologie
der gleichméfBigen Konvergenz auf Kompakta.
In dhnlicher Weise kann man auch die Menge der Diffeomorphismen betrachten,
Diff (R") = {h:R" — R" | h ist topologische Aquivalenz;
h und h™" sind stetig differenzierbar} .
Eine Topologie verschafft man sich dhnlich wie vorhin, nur daffl man jetzt auch die

Ableitung noch mit einbaut — kurz gesagt ist dies die Topologie der gleichméBigen
Konvergenz auf Kompakta fiir die Abbildung h selbst und fiir ihre erste Ableitung.



BEHAUPTUNG. Die Inklusion GL,(R) — Diff (R™) ist eine Homotopiedquivalenz.

BEWEIS (Skizze). Wir geben eine Deformationsretraktion an. In einem ersten (offen-
sichtlichen) Schritt geben wir eine Deformationsretraktion in einen Unterraum Diff (R™),
an. Der Unterraum besteht aus den h € Diff (R™) mit der Eigenschaft h(0) = 0; die
Deformation ist so definiert: dem Paar g € Diff (R"™) und ¢ € [0,1] wird zugeordnet

gi(z) = g(x) = (1-1) g(0) .
Es ist dann gy € Diff (R™), .

Der zweite (interessantere) Schritt gibt eine Deformationsretraktion von Diff (R")
in den Unterraum GL,(R) an; ndmlich zu f € Diff (R")y und zu ¢ € [0,1] definieren
wir

fe(z) = %f(tx), fir ¢t>0, und fo(z) = Dof(z) ,
wobei Dof € GL,(R) die Ableitung von f im Nullpunkt bezeichnet. Die Definition
der Ableitung Dgf (eine lineare Funktion, die f in der Nihe von O besser als linear
approximiert) besagt nun, dal bei ¢ — 0 tatséichlich f; — fo gilt (Konvergenz fiir
die Funktionswerte). Um auch die ensprechende Sache fiir die Ableitung zu bekommen,
braucht man die stetige Differenzierbarkeit. Auf die Details wollen wir hier nicht weiter
eingehen. 0

Insgesamt erhélt man so, daf der ‘sehr grofie’ Raum Diff (R™) als Deformationsre-
trakt den doch sehr viel iibersichtlicheren Raum O, (R) enthélt. Eine Frage, die sich
danach geradezu aufdringt, ist die, ob etwa die Inklusion

Diff (R") — TOP (R")

ebenfalls eine Homotopiedquivalenz ist?

Die Antwort zu dieser Frage ist nein. Allerdings ist dieses ‘nein’ eine von den Aus-
sagen in der Mathematik, die nicht so leicht zu begriinden sind, wie man das vielleicht
hoffen mochte. Die Begriindung braucht viel Apparat und dariiberhinaus auch viele
Ideen. Sie wird nicht Gegenstand dieser Veranstaltung sein.



CW-Komplexe

Ein ‘Zellenkomplex’ ist ein topologischer Raum, der “aus Zellen besteht”. Es gibt
mehrere Moglichkeiten, diese Aussage zu interpretieren. Uns wird es in erster Linie
darum gehen, Rdume zu betrachten, die auf eine bestimmte induktive Weise konstru-
iert werden konnen mit Hilfe eines Prozesses Anheften von Zellen. Unser Grund ist
natiirlich der, dal die (richtig eingefiihrte) ‘Zellenstruktur’ ein ungeheuer niitzliches
Hilfsmittel ist und daf sie fiir viele Zwecke nicht einmal eine wesentliche Einschrinkung
der Allgemeinheit bedeutet.

Nachdem der Anhefte-Proze8 beschrieben ist, werden wir eine besonders wichtige
Sorte von Zellenkomplexen zur Kenntnis nehmen, die als CW-Komplexe bezeichnet
werden.

Zunichst also der Prozess ‘Anheften von Zellen” — oder, um klein anzufangen, das
‘Anheften einer Zelle’. Es sei X ein topologischer Raum. Wir wollen erklédren, was es
heif3t, daf ein topologischer Raum X’ aus X entsteht durch das Anheften einer Zelle;
oder, etwas genauer, durch das Anheften einer n-Zelle, wo die Zahl n die Dimension
der Zelle bezeichnet.

Es bezeichne D" den n-dimensionalen Ball,

D" = {zeR" | |z <1},
und JD™ seinen Rand,

oD" = S"71 = {zeR" | ||zl =1} .

Der Raum X’ nun soll aus der disjunkten Vereinigung X U D™ gebildet werden mit
Hilfe einer geeigneten Quotientenraum-Konstruktion; namlich die Randpunkte von D™
sollen “keine neuen Punkte liefern”, sie sollen also mit schon vorhandenen Punkten
aus X identifiziert werden. Dazu benéttigen wir eine Abbildung f: 9D™ — X, die
sogenannte Anhefte-Abbildung. Dies gibt uns die Mo6glichkeit zu sagen, dafl jeder Punkt
z € 0D™ mit seinem Bildpunkt f(z) in X identifiziert werden soll — so daf} also solch
ein Punkt z € 9D™ tatsédchlich nichts neues liefern wird.

Warum nun diese so umsténdliche Prozedur? Es sollen ja schliefllich nur die Punkte
aus dem Innern von D" zu dem Raum X hinzugefiigt werden. Warum fiigt man
zuerst alle Punkte aus D™ hinzu, um dann nachtréiglich die Randpunkte von D"
wieder zu vernichten? Nun, dieses ‘Vernichten’ geht nicht irgendwie, es geht vielmehr
mit Hilfe der Anhefte-Abbildung; und dies gibt uns die Moglichkeit zur Einbringung
eines ungemein wichtigen Details. Namlich wir kénnen (und wir wollen auch) von der
Anhefte-Abbildung verlangen, dafl es sich um eine stetige Abbildung handelt. Wir



werden spéter des Ofteren die Gelegenheit haben, festzustellen, dafl es insbesondere
die Stetigkeit der Anhefte-Abbildungen ist, die die Niitzlichkeit von ‘Zellenstrukturen’
ausmacht.

Wie schon ausgefiihrt, definieren wir also X’ als den Quotientenraum
X' = X UD"/ .upx), tur scopn
fiir diese Konstruktion ist auch die Schreibweise
X Uppr D™ := X U D"/ .t(2), tur zcoDn

gebrauchlich; in Worten: X Ugp» D" ist entstanden aus X und D™ durch Verkleben
entlang 0D™ vermdge f. Die Notation ist etwas ungenau insofern als in ihr die
Abbildung f nicht genannt wird; eine genauere Notation wire etwa

X fUspn D™ |

solch genauere Notation werden wir aber nur selten verwenden. Abkiirzend sagen wir
fiir den beschriebenen Sachverhalt auch: X Ugp» D™ entsteht aus X durch Anheften
einer n-Zelle ; und die benutzte Abbildung f heifit die Anhefte-Abbildung der Zelle.

Um Miflversténdnissen vorzubeugen, soll noch betont werden, dafl weitere Eigen-
schaften der Anhefte-Abbildung (iiber die Stetigkeit hinaus) nicht verlangt werden.
Insbesondere wird z.B. nicht verlangt, dafy die Anhefte-Abbildung injektiv wire. Unser
erstes Beispiel illustriert das in drastischer Weise.

BEISPIEL (Anheften einer n-Zelle an einen Punkt). Es ist D Uspn D™ ~ S™.
Denn D ist ein einziger Punkt, und D° Ugpn D™ ist deshalb in Wirklichkeit das-
selbe wie der Quotientenraum D™ /9D™ . Von diesem Quotientenraum wissen wir aber
schon, dafl er isomorph zu S™ ist. Namlich nach dem Quotientenraum-Kriterium geniigt
es dafiir, zu wissen, dal D™ /9D™ quasi-kompakt ist, S™ ein Hausdorfl-Raum, und
daf} eine stetige bijektive Abbildung D™ /9D™ — S™ existiert; oder, was auf dasselbe
hinauslduft wie letzteres, dafl man eine Abbildung D™ — S™ mit bestimmten Eigen-
schaften finden kann (némlich: das Urbild des Nordpols ist D™, und jeder andere
Punkt hat genau einen Urbildpunkt). Es ist klar (oder?), da§ das geht. O

BEISPIEL (Anheften einer n-Zelle an die (n—1)-Sphére — ERSTER SPEZIELLER FALL).
S"~Y Ugpn D™ ergibt D™, wenn die Anhefte-Abildung D™ — S™~! die identische
Abbildung ist (oder, allgemeiner, wenn sie ein Isomorphismus ist). ([l

BEISPIEL (Anheften einer n-Zelle an die (n—1)}Sphédre — ZWEITER SPEZIELLER FALL).
Die Anhefte-Abbildung D™ — S™~! sei eine triviale Abbildung; d.h., die Abbildung
148t sich schreiben als eine Komposition D™ — D% — §"~1_ Man erhilt dann

S" L Ugpn D" ~ S"1 Upo (DO Uspn Dn) ~ §nt Upo S™ |
eine sogenannte “1-Punkt-Vereinigung” von S"~! und S™. U

Die beiden letzten Beispiele illustrieren die plausible Tatsache, dafl das Resultat der
Konstruktion “ Anheften von D™ an X vermdge von f: 0D™ — X 7 ia. von der
Anhefte-Abbildung f in erheblicher Weise wirklich abhéngen wird.

7



Eine technische Variante vom “Anheften einer n-Zelle” ist das “Anheften mehrerer
n-Zellen”. Es ist niitzlich, diese Variante explizit zur Kenntnis zu nehmen.

Wenn man némlich erst eine n-Zelle an einen Raum X anheftet, und dann an
den entstehenden Raum X’ eine weitere, so ist folgendes Phinomen méglich, das wir
andererseits nicht wollen, da es eine iiberfliissige Komplikation darstellt. Die Anhefte-
Abbildung fiir die zweite n-Zelle ist ja einfach eine Abbildung f’: 0D™ — X’ (eine
stetige Abbildung; aber das Wort ‘stetig’ fangen wir jetzt an, wegzulassen). Und nichts
hindert die Abbildung f’ daran, dafl ihr Bild die erste Zelle in nicht-trivialer Weise trifft;
genauer, dafi der Bildraum f’(0D™) nicht-leeren Durchschnitt hat mit dem Innern der
ersten Zelle. Das nun ist das Phanomen, das wir nicht wollen. Und wir kénnen es auch
ganz leicht vermeiden; wir miissen nur darauf achten, dafl die beiden n-Zellen gleich-
zeitig angeheftet werden (und zwar beide an den Raum X ). Dafl das unerwiinschte
Phianomen durch unseren einfachen Kunstgriff wirklich vermieden wird, ist nicht ganz
selbstversténdlich, wir werden uns spéter davon iiberzeugen. Im Moment begniigen wir
uns damit, das “gleichzeitige Anheften mehrerer n-Zellen” zu beschreiben.

Da wir jetzt mehrere Zellen gleichzeitig betrachten wollen, sollten wir, um sie aus-
einanderzuhalten, ihnen Namen geben und {iber diese Namen auch Buch fithren. Wir
machen das hier nicht mit dem Einwohnermeldeamt. Wir benutzen stattdessen eine
Menge J (die Indexmenge fiir die anzuheftenden n-Zellen). Die Menge J braucht nicht
einmal endlich zu sein (die etwas exotisch aussehende Tatsache, dafl wir gelegentlich
auch das Anheften von unendlich vielen Zellen zulassen wollen, macht praktisch kaum
zusiitzliche Miihe).

Fiir die Zwecke der Buchfithrung ist es bequem, die Menge J in trivialer Weise
als topologischen Raum aufzufassen (mit der diskreten Topologie) und dann davon den
Produktraum mit dem n-Ball D" zu bilden, J x D" . Denn dieser Produktraum liefert

eine prignante Beschreibung fiir den (kanonisch isomorphen) Raum

UjGJ {j} x D" y
die disjunkte Vereinigung von n-Billen, indiziert durch die Menge J . Statt der pedan-
tischen (und eigentlich richtigen) Bezeichnung {j} x D™ werden wir im folgenden
abkiirzend auch die Bezeichnung j x D™ fiir den durch j indizierten Ball in dieser
disjunkten Vereinigung verwenden.

Ahnlich haben wir auch eine Identifizierung von dem Produktraum J x dD™ mit
der disjunkten Vereinigung J;es{j}x0D™.

Fiir das “Anheften von n-Zellen, indiziert durch J” bené6tigen wir je eine Anhefte-
Abbildung f; : D™ — X fiir jedes j € J. Eine solche Kollektion von Abbildungen

konnen wir auch beschreiben als eine einzige Abbildung, ndmlich eine Abbildung der
disjunkten Vereinigung,

[ Ujes{itxoD" — X .
Diese Abbildung ist so, daf8 die Einschrénkung f|jxdD™ gerade die Abbildung f; ist
(vermoge der Identifizierung von jxdD™ mit dD™ ). Mit der obigen Ubersetzung der
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disjunkten Vereinigung in den Produktraum (und unter Weiterverwendung des Buch-
stabens ‘) konnen wir die Abbildung nun schliellich auch schreiben als

f:JxoD" — X .

(Bei all diesen Abbildungen ist im iibrigen die Stetigkeit gemeint, wenn sie auch nicht
mehr erwdhnt wurde.)

Man bildet nun den Quotientenraum
X Ujxapn JxD" = X U JXD”/ x~f(xz), fir x€Jx0D™ >

und das ist der gewiinschte Raum, das Resultat der Anheftung von n-Zellen an X ,
indiziert durch J .

Wir listen einfache Eigenschaften der Konstruktion auf. Bezeichne
p: X U JxD" — X Ujxgpn JxD"

die Projektionsabbildung. Es gilt (nach Definition der Quotientenraumtopologie) fol-
gendes. Sei N Teilmenge von X Ujwgpn J x D™. Dann ist N genau dann offen
(bzw. abgeschlossen) in X Ujxgpn Jx D™, wenn das Urbild p~'(N) offen (bzw. ab-
geschlossen) in X U JxD" ist.

Es werde, wie frither auch schon, eine Untermenge M C X U Jx D™ als saturiert
bezeichnet, wenn

p~H(p(M)) = M ;

wenn also das Urbild des Bildes nicht grofier ist als die Menge selbst. Aus der Definition
der Quotiententopologie folgt, speziell: Sei M saturierte Teilmenge von X U Jx D™ .
Wenn M offen (bzw. abgeschlossen) in X U JxD™ ist, dann ist auch die Bildmenge
p(M) offen (bzw. abgeschlossen) in X U jppn Jx D™ .

Wir fassen X als Unterraum von X U Jx D™ auf. Bezeichne l%” das Innere von
D™, 5
D" = {zeR" | |z|<1} .

Wir fassen JxD™ und J xl%” ebenfalls als Unterrdume von X U Jx D™ auf.

SAaTZ. X ist (topologisch dquivalent zu einem) Unterraum von X Ujwppn J X D™ ;
némlich die Projektion p induziert eine topologische Aquivalenz von X auf den Bild-
raum p(X) in X Ujxgpn J X D™ . Dieser Unterraum ist abgeschlossen. Ahnlich ist
Jx Dn (topologisch dquivalent zu einem) Unterraum von X Ujxgpn J x D™ ; nédmlich
die Projektion p induziert eine topologische Aquivalenz von .J x D" auf den Bildraum
p(Jxl%”) in X Ujxgpn Jx D™ . Dieser Unterraum ist offen.

BEwEIs. Die Abbildung von X auf den Unterraum p(X) in X Ujgpn Jx D™ ist
stetig und bijektiv. Wir werden also wissen, da8 sie eine topologische Aquivalenz ist,
sobald wir uns davon iiberzeugt haben, daf} sie eine abgeschlossene Abbildung ist. Sei

also A abgeschlossene Teilmenge von X . Wir wollen uns davon iiberzeugen, dafy dann
auch das Urbild p~!(p(A)) abgeschlossen in X U JxD™ ist. Dieses Urbild besteht aus
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zwei Teilen, ndmlich A C X einerseits (was zweifellos abgeschlossen im Gesamtraum
ist) und
f1(A) C JxdD™ C X U JxD"

andererseits. Letzterer Teil ist abgeschlossen wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der
Anhefte-Abbildung f, und da Jx90D™ abgeschlossener Unterraum von Jx D™ ist.

Der zweite Teil des Beweises geht dhnlich, aber noch einfacher. Namlich die Abbil-
dung von J x D" auf den Bildraum p(J xl%”) ist ebenfalls stetig und bijektiv, und es
wird geniigen zu wissen, daf sie eine offene Abbildung ist. Wir wollen uns also davon
tiberzeugen, wenn O offene Teilmenge in J x D" ist, dann ist das Bild p(O) offene
Teilmenge in X Ujxgpn J x D™ . Das ist aber klar, denn eine offene Teilmenge von
J x D™ ist auch offen in dem Gesamtraum X U Jx D™, und eine offene Teilmenge von
J x D" ist automatisch auch saturiert. U

Aus #hnlichen Griinden haben wir die folgende Tatsache, die niitzlich ist, um offene
Mengen zu konstruieren.

SATZ. Fiir jedes j € J sei V; eine offene Teilmenge in j x D™, die den Rand j x 0D"
enthélt. Dann ist
V=Xul

offene Teilmenge von X Ujxgpn JXD™.

jes Bild (V5)

BeEwEIS. Die Bedingung V; D j x 9D" garantiert, daf
XU Ujes Vj
saturierte Teilmenge ist. O

BEISPIEL. “Die Hawaiischen Ohrringe” ist der Name fiir einen bestimmten Unter-
raum des R?. Der Unterraum ist eine Vereinigung von Kreislinien, die alle den Punkt
(0,0) (aber keinen andern Punkt des R? ) gemeinsam haben. Die Kreise werden immer
kleiner, und sie hiaufen sich gegen den Punkt (0,0); kurz, der Unterraum ist

H=HUHU...,

wo H; den Kreis mit Radius 1/j und Mittelpunkt (0, 1) bezeichnet,

J
Hj = {(z,y) €R? | 2® + (y+1/5)* = (1/5)*}
Wenn man ein Bild malt, so meint man zu sehen, dafl der Raum H erhalten werden
kann durch Anheften von (unendlich vielen) 1-Zellen an den Unterraum { (0,0) } . Der
Findruck ist aber nicht ganz richtig, was die topologische Struktur angeht: Der Raum
H entsteht nicht durch Anheften von 1-Zellen an den Unterraum {(0,0)}. Denn
angenommen, das wire doch der Fall. Nach dem vorigen Satz kénnte man dann eine
offene Umgebung V' des Punktes (0,0) konstruieren, die keinen der Kreise H; ganz
enthilt. Das kann aber nicht sein: Nach Definition der Topologie von H (Unterraum-
Topologie von H in R?) enthiilt jede Umgebung von (0,0) den Durchschnitt von H
mit einer Kreisumgebung von (0,0) in R?. Bis auf endlich viele Ausnahmen enthélt
sie deshalb alle die Kreise H; ganz. O
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SaTz. (i) Ist X Hausdorfl-Raum, dann auch X Ujppn J X D™.
(ii) Ist X kompakt und J endlich, dann ist auch X Ujppn Jx D™ kompakt.
(iii) Ist J nicht endlich, dann ist X Ujwypn Jx D™ nicht kompakt. Allgemeiner gilt:

Ist K kompakte Teilmenge von X U jppn Jx D™, dann ist K N Bild (j XDO") # 0 fiir
héchstens endlich viele j .

BEWEIS. (i) Seien z,y € X Ujxgpn JxD™. Wir wollen disjunkte offene Umgebungen
dieser beiden Punkte finden.

1. FALL. z,y € JxD" . Dieser Fall ist klar, weil JxD" offener Unterraum (s. oben)
und selbst ein Hausdorfl-Raum ist.

2. FalL. ze€ X, ye€ jxl%” . Wir kénnen eine offene Menge V; in jx D" finden, die
den Rand jx0D™ , aber nicht den Punkt y enthélt, und weiter dann eine offene Menge
U; in jxD", die den Punkt y enthilt, aber die Menge V; nicht trifft. Umgebungen
der verlangten Art in X Ujppr Jx D™ sind nun gegeben durch die beiden Mengen U;
einerseits und
Xuv;u lJ 4xD"
J'#j
andererseits (die Mengen sind offen nach dem vorigen Satz).

3. FALL. z,y € X . Nach Voraussetzung iiber X gibt es offene Mengen O, und O,
die x und y trennen. Wir benutzen:

LEMMA. Es gibt eine offene Umgebung V von X in X Ujxgp» Jx D™, und eine
Retraktion r:V — X (d.h. roi=1Idx, wobei i: X — V die Inklusion bezeichnet).

Die verlangten trennenden Mengen im 3. FALL konnen wir dann erhalten als Urbilder
unter der Retraktions-Abbildung, ndmlich als die beiden Mengen r~!(0,) und r~1(O,) .

BEWEIS DES LEMMAS. Wir kénnen nehmen
V = X Ujspn Jx(D"-Mittelpunkt) .
Die verlangte Retraktion ist induziert durch die Retraktion “radiales Hinausschieben”
(D"-Mittelpunkt) — 9D" | 1z — I%I
Letztere Abbildung gibt ndmlich eine Abbildung der disjunkten Vereinigungen
X U Jx (D" Mittelpunkt) — X U JxdD" .

Diese ist mit der Aquivalenzrelation vertréglich, und sie faktorisiert deshalb iiber eine
Abbildung

X Ujsxopn JX(D”fMittelpunkt) — X Uyxoprn Jx0D" =~ X |
die die gesuchte Abbildung r ist. O

11



(ii) Ein Ball ist kompakt, und endlich viele sind es auch. Also ist Jx D™ kompakt,
da J endlich ist. Folglich ist X U Jx D" die disjunkte Vereinigung zweier kompak-
ter Rdume und daher auch kompakt. Von diesem Raum ist X Ujwgpr J X D™ ein
Quotientenraum und daher zumindest quasikompakt — was uns hier reicht, da wir die
Hausdorft-Eigenschaft ja schon in (i) geklért haben.

(ili) Wie wir auch oben schon benutzt haben, so kénnen wir eine offene Menge in
D™ finden, die einerseits den ganzen Rand D" enthilt, die andererseits aber einen
vorgegebenen Punkt im Innern von D™ nicht enthélt. Das bedeutet: wenn der Durch-
schnitt K N p(j xlg)”) nicht leer ist, dann kénnen wir eine offene Menge V; in jxD"
finden, die einerseits den Rand jxdD"™ ganz enthélt, die andererseits aber mindestens
einen Punkt aus p~1(K) N jx D™ nicht enthélt. Wir fixieren ein solches V; .

Wenn K Np(j xl%”) =0, so sei fiir V; irgendeine offene Menge genommen, die den
Rand jx0D™ enthilt; z.B. jx D" selbst.

Die Menge XU (J,;p(V;) ist offene Teilmenge in XU jxpp» JxD™ ; und die Mengen

p(J xl%") sind es auch. Diese Mengen zusammen bilden eine offene Uberdeckung von
X Ujxgpn J x D™ . Thre Durchschnitte mit dem Unterraum K geben also eine offene
Uberdeckung von dem Unterraum.

Nun ist K nach Voraussetzung kompakt. Die Uberdeckung hat also eine endliche
Teiliiberdeckung.

Andererseits hat die Uberdeckung die folgende Eigenschaft: Wenn j € J derart ist,
daBl K Np(jxD"™) # (), dann gibt es mindestens einen Punkt aus p~!(K)Njx D",
der nicht enthalten ist in der Menge (X U [J;c;p(V;)) — und natiirlich auch nicht in
einer von den Mengen p(j’xlg)") , j' # 7. Es muf also so sein, dafl die Menge p(jxl%”) ,
fiir dieses spezielle j, in der Teiliiberdeckung wirklich vorkommt.

Da die Teiliiberdeckung endlich ist, gibt es deshalb nur endlich viele j von dieser
Art. O

Nun zu der wichtigen Definition.

DEFINITION. Sei A ein topologischer Raum. Ein CW-Komplex, relativ zu A , besteht
aus einem Raum X (dem Totalraum) zusammen mit einer Folge von Unterrdumen

A=X,CcXyCcXyC---CX,C - CX,

so daf} die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Fiir jedes n > 0 kann der Raum X,, aus dem Raum X, _; erhalten werden durch
das Anheften von Zellen (in dem oben beschriebenen Sinn), und zwar von Zellen der
Dimension n .

(i) BEsist X = J,, X, und die topologische Struktur von X ist bereits festgelegt
durch die Folge der Unterrdume X, . Das heif3t konkret: FEine Teilmenge O von X
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ist genau dann eine offene Menge von X , wenn gilt, da# fiir jedes n die Menge ONX,
eine offene Menge von X, ist.

Der bei weitem wichtigste Spezialfall ist der, wo A = (), wo, in anderen Worten, der
Raum A eigentlich gar nicht da ist. In dem Fall spricht man auch von einem absoluten
CW-Komplex, oder einfach von einem CW-Komplex. Es ist aber gut, den allgemeinen
Fall zu haben; er ist z.B. niitzlich bei Buchfiihrungstricks in Beweisen.

Die Bedingung (ii) an X = |J,, X;, impliziert:

(ii") Sei f: X — Y eine nicht notwendigerweise stetige Abbildung. Es sind dquivalent:
— die Abbildung f ist stetig,
— fiir jedes n ist die eingeschriinkte Abbildung f|X,, stetig.

Man kann sich, umgekehrt, iiberlegen, dafl die unter (ii) genannte Bedingung auch von
der Bedingung (ii’) impliziert wird (der Beweis besteht darin, dafl man sich einen ganz
bestimmten Raum Y ausdenkt, ndmlich gerade das unter (ii) beschriebene X !).

Die Bedingung (i) sagt insbesondere, dafl das Komplement X,,—X,,_; eine disjunkte
Vereinigung von offenen n-Zellen ist. Denn, wie wir anléflich eines Satzes (Stichwort:
Anheften von n-Zellen an einen Raum) zur Kenntnis genommen haben, so ist dieses
Komplement ja topologisch dquivalent zu einer disjunkten Vereinigung offener Bille,

(o] . (o]
Jp x D™ =~ UjEJ"jxD” ,

und die einzelnen Zellen kann man charakterisieren als die Zusammenhangskomponen-
ten von X, —X,_1. Das ist aber noch nicht alles. Dariiberhinaus ndmlich besagt die
Bedingung auch — und das ist sehr wichtig — daf fiir jede einzelne solche Zelle eine

Inklusion o
D" — X, — X,

so gewahlt werden kann (Identifikation von D" mit der fraglichen offenen Zelle), daf die
Inklusions-Abbildung sich fortsetzen 148t zu einer stetigen Abbildung D™ — X, .

BEMERKUNG. 1.) Diese Inklusionen D" — Xn—X,,—1 sind (fir n > 1) nicht eindeutig
bestimmt. Ferner gibt es (im allgemeinen) ‘schlechte’ Inklusionen, d.h. solche, die sich
tiberhaupt nicht zu einer stetigen Abbildung D" — X,, fortsetzen lassen. Auch ‘gute’
Inklusionen sind (i.a.) nicht eindeutig bestimmt.

2.) Man konnte die Definition eines CW-Komplexes so modifizieren, daf§ man ganz
bestimmte Inklusionen DO" — X, —X,,_1 sowie ihre stetigen Fortsetzungen D" — X,
explizit auswahlt (letztere Abbildung wird auch als eine charakteristische Abbildung der
Zelle bezeichnet). Die modifizierte Definition wiirde darauf hinauslaufen, da§ der Be-
griff CW-Komplex eine vollstédndige Beschreibung der zugrunde liegenden Konstruktion
beinhaltet. Wir gehen bei der hier gewéhlten Definition (die auch die iibliche ist) einen
Mittelweg: wir erinnern nur die bei der Konstruktion auftretende Filtrierung (Folge
von Unterrdumen)

A=X_,cXyCc---CX,C - CX
und die Fakten, daf
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— X, aus X,_; erhalten werden kann durch Anheften von n-Zellen (fiir jedes n )
— die Struktur von X durch die Folge X_1 C Xo C--- C X,, C --- bestimmt ist.

Es sind diese Daten, mit denen man arbeitet. Die speziellen Daten der Konstruktion
von X, aus X,_i1 sind in der Praxis nicht so wichtig. Wichtig ist vor allem, daf§ X,
iiberhaupt auf die beschriebene Weise aus X,,_; konstruiert werden kann.

Um es noch einmal zu betonen, ein CW-Komplex ist ein topologischer Raum X
zusammen mit einer Zusatzstruktur (ndmlich einer Filtrierung X _; C Xo C --- C X, C
-+- C X, so daB gewisse Bedingungen erfiillt sind). Es ist daher nicht iiberraschend,
dafl ein Raum, wenn er iiberhaupt eine Struktur als CW-Komplex besitzt, dann i.a. auch
gleich ganz viele solcher Strukturen hat.

Wir werden jetzt einige Beispiele betrachten.

BEISPIEL (n-Sphére). Wir haben schon frither zur Kenntnis genommen, daf§
D°Uppn D™ =~ D™ /OD™ ~ S™.

Die n-Sphére besitzt also eine Struktur als CW-Komplex mit genau zwei Zellen, ndmlich
mit je einer 0-Zelle und einer n-Zelle.

BEISPIEL (1-Sphére). Man nimmt m verschiedene Punkte auf S! als 0-Zellen; und die
“Stiicke dazwischen” als 1-Zellen. Die 1-Sphére hat also eine Struktur als CW-Komplex
mit m 0-Zellen und m 1-Zellen. Fiir m > 3 kann man sich den Sachverhalt vielleicht
besser mit regelméfigen Figuren vorstellen: Dreieck, Viereck, Pentagon, ..., m-gon.

BEISPIEL (2-Sphére). Oben haben wir eine Zellenstruktur (genauer: eine Struktur als
CW-Komplex) mit einer 0-Zelle und einer 2-Zelle gesehen.

Fiir eine andere Zellenstruktur kann man mit der S' (dem “Aquator”) anfangen
(mit, z.B., zwei 0-Zellen und zwei 1-Zellen, wie gerade gesehen); und man setzt dann
mit zwei 2-Zellen fort (“nérdliche Halbkugel” und “siidliche Halbkugel”). Das gibt eine
Zellenstruktur mit je zwei Zellen in den Dimensionen 0, 1 und 2.

Der Wiirfel (genauer: die Wiirfeloberfliiche) entspricht einer Zellenstruktur der S2
mit acht 0-Zellen, zwolf 1-Zellen und sechs 2-Zellen.

Das Tetraeder entspricht einer Zellenstruktur der S? mit vier 0-Zellen, sechs 1-
Zellen und vier 2-Zellen.

BEMERKUNG. Wenn man einen endlichen CW-Komplex hat (das heift, wenn in der
Folge ) c XgC X; C Xy -+ C X,, --- C X bei jedem Schritt nur endlich viele Zellen
dazukommen ; und von irgendeinem Zeitpunkt an gar keine mehr — die obigen Beispiele
sind alle von diesem Typ), so kann man auf die folgende Weise eine Zahl definieren, die
sogenannte Fuler’sche Charakteristik. Man bildet ndmlich die Wechselsumme

#(0-Zellen) — #(1-Zellen) + #(2-Zellen) — #(3-Zellen) + — ...
wo #(n-Zellen) die Anzahl der n-Zellen (oder, was dasselbe ist, die Anzahl der

(Weg-)Zusammenhangskomponenten von X, —X,,_1 ) bezeichnet.
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Euler hat experimentell festgestellt, dafl im Falle von X = S? hier immer die Zahl
27 herauskommt. Natiirlich geht es eigentlich nicht, dal man ‘experimentell’ irgend-
etwas feststellt iiber eine so grofle Menge wie die der endlichen Zellenkomplexe mit
Totalraum S?. Euler hat auch gar nicht Zellenkomplexe in unserem Sinne betrachtet,
sondern eher spezielle (‘Polyeder’), aber selbst da ist nicht so klar, welche genau das
waren. Jedenfalls wurde der Euler’sche Polyeder-Satz sehr berithmt und hatte in der
Folge auch eine turbulente Geschichte.

Eine—wohl etwas persiflierte—Darstellung dieser Geschichte kann man in dem Buch
eines Logikers finden (I. Lakato$, Proofs and Refutations; Beweise und Widerlegungen).
Da ist die Rede von Beweisen in Spezialfillen, dann Gegenbeispielen von speziellen
dieser Spezialfille; danach Widerlegungen von einigen dieser Gegenbeispiele, danach ... .
Das Buch nimmt den Euler’schen Polyeder-Satz (und speziell diese Geschichte) als
exemplarisch fiir die Mathematik iiberhaupt, es hat eine Art Moral (so etwas wie die
intellektuelle Erbsiinde). Man kann die ganze Sache aber vielleicht auch ein wenig tiefer
héngen: Wenn eine Sprache erst im Entstehen ist, so ist bei denen, die mit dieser
Sprache umgehen miissen, und die sie gleichzeitig auch noch zu entwickeln haben, die
Fehlerwahrscheinlichkeit eben ein bifichen grofier. Software-Entwickler z.B. sehen das
gelassen; sie wissen, daf3 es ohne ‘de-bugging’ nicht geht, und sie planen dafiir eigens
einen Arbeitsgang von vornherein ein. ]

INOFFIZIELLE MITTEILUNG. Den Euler’schen Polyeder-Satz werden wir im Laufe dieser
Veranstaltung beweisen. Dies wird eine der Anwendungen sein, die wir mit den soge-
nannten Homologiegruppen machen werden. O

Wir werden jetzt einige Dinge iiber CW-Komplexe systematisch auflisten. Im Hin-
blick auf eventuelle Buchfithrungstricks betrachten wir fiir solche technischen Dinge
grundsétzlich den Fall eines relativen CW-Komplexes, auch wenn wir letztlich eigentlich
eher an dem absoluten Fall interessiert sein werden.

Sei also (X, A) ein relativer CW-Komplex (oder, genauer: X ist mit einer Fil-
trierung A=X_; C Xo C--- C X,, C--- C X versehen, etc.); er heifit endlich, wenn
insgesamt nur endlich viele Zellen angeheftet werden. D.h. erstens, es gibt ein m, so
daB X,, = X (X ist also insbesondere das, was man endlich-dimensional nennt), und
zweitens ist es so, daf} fiir jedes n der Raum X,, aus dem Raum X, ; entsteht durch
das Anheften von nur endlich vielen Zellen.

SATZ. Sei (X, A) relativer CW-Komplex.
(i) Ist A Hausdorff-Raum, so auch X .
(ii) Ist A kompakt und (X, A) endlich, so ist auch X kompakt.

BEWEIS. Induktion iiber einen fritheren Satz (iiber das Anheften von n-Zellen) liefert
die Behauptung (ii) und einen Teil der Behauptung (i), ndmlich daf§ X,, Hausdorff ist
fiir alle n. Dafl dann auch X Hausdorff ist, folgt aus:
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BEHAUPTUNG. Seien O, und P, disjunkte offene Mengen in X, . Dann existieren
disjunkte offene Mengen O und P in X mit ONX,=0,, PNX,=P,.

BEwEIs. Wir hatten gezeigt, es gibt eine offene Teilmenge V,,+1 in X,41 und eine
Retraktion r,41: Vi1 — X, . Wir definieren

Ont1 = r;}rl (On), Poy1= ""E}rl (Pn) -
Entsprechend werden auch O, 4o, Prio, Onys, Phys ... definiert, und dann

O:U]'On-i-ja P:U]'Pn—f—j-

Esist ONP =0, da Ony;j N Pyyj =0 fiir alle j. Die Menge O ist offen in X,
da der Durchschnitt O N X,, = O,, offen in X,, ist fiir alle m — dies ist so wegen
der Bedingung in der Definition von CW-Komplexen, dafi die topologische Struktur des
Raumes X schon bestimmt sein soll durch die topologische Struktur der Unterrdume
A=X_1 C Xg C X; C .... Entsprechend ist auch die Menge P offenin X . [O

Die Hausdorff-Eigenschaft sei hinfort vorausgesetzt.

SATZ. Sei (X, A) relativer CW-Komplex.
(i) Der AbschluB jeder Zelle ist kompakt.

(ii) Sei U € X Unterraum, U D A. Dann ist U abgeschlossen in X schon dann,
wenn der Durchschnitt von U mit dem Abschlufl jeder Zelle abgeschlossen ist.

BEWEIS. (i) Zu einer n-Zelle gibt es, nach Definition, eine charakteristische Abbildung

D" — X | so daf} die Einschrinkung D" - X ein Isomorphismus auf die vorgegebene
offene Zelle ist. Der AbschluB von D" ist ganz D™ | folglich ist Bild(D™) enthalten im
Abschluf der Zelle. Andererseits ist Bild(D™) (quasi-)kompakt (weil D™ kompakt),
daher (kompakt und) abgeschlossen (wegen der vorausgesetzten Hausdorfl-Eigenschaft)
und folglich auch gleich diesem Abschluf.

(ii) Ist U abgeschlossen, so auch sein Durchschnitt mit einer abgeschlossenen Teil-
menge; z.B. dem Abschluf} irgendeiner Zelle. Es gelte umgekehrt, dafl fiir jede Zelle der
Durchschnitt von U mit dem Abschlufl dieser Zelle abgeschlossen ist. Zu zeigen (nach
Definition der Topologie von X)), dal U N X, abgeschlossen in X, , fiir alle n. Dies
gilt nach Voraussetzung (und weil A abgeschlossener Unterraum ist) fiir n = —1. Es
gelte induktiv fiir n—1. Sei p die Projektion,

p: Xn1 U UjerXDn — Xp—1Uyxgpn J xD™

(wobei wir die Indexmenge fiir die n-Zellen mit J statt mit J,, bezeichnet haben). Es
folgt aus der Voraussetzung betreffend den Durchschnitt mit dem Abschlufl von Zellen,
daf8 das Urbild p~'(U N X,,) abgeschlossen ist. Denn was den Anteil in X,,_; angeht,
so ist das die Induktionsvoraussetzung. Und was den Anteil in dem Ball jx D™ angeht,
so folgt das aus der Voraussetzung, dafl der Durchschnitt mit dem Abschluf} einer Zelle,
nidmlich mit dem Bild p(j x D™), abgeschlossen ist. Aus der Abgeschlossenheit von
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p~ 1 (UNX,) folgt die von U N X,,, da ja X,, die Quotiententopologie beziiglich der
Abbildung p trigt. 0

Sei (X, A) wieder ein relativer CW-Komplex. Ein anderer relativer CW-Komplex
(Y,A) (das A ist in beiden Fillen dasselbe) heiit Unterkomplex von (X, A), wenn
erstens Y ein Unterraum von X ist und wenn zweitens gilt, daf} die Zellenstruktur
des Raumes Y durch die Zellenstruktur des Raumes X induziert ist. Letzteres heifit,
daf} fiir jedes n > 0 zum einen gilt

Y, = YNX,

und zum andern auch,

Y, — Y,_1 ist Vereinigung von offenen Zellen aus X,, — X,,_1 .

BEMERKUNG. Die letzte dieser Bedingungen ist tatsichlich tiberfliissig, insofern, als
sie sich aus den anderen Bedingungen folgern 143t — das ist aber nicht einfach.

SATZ. Wenn (Y, A) Unterkomplex von (X, A) ist, dann ist Y abgeschlossen in X .

BEwEIS. Es ist zu zeigen, dafl Y N X,, abgeschlossen in X, ist, fiir alle n. Wir
nehmen induktiv an, dafl ¥ N X,,_; abgeschlossen in X,,_; ist. Dann ist Y N X,,_
auch abgeschlossen in X,,, da X, _; abgeschlossen in X, ist. Bezeichne wieder p
die Quotientenraumprojektion, p: X,_1 U UjerXDn — X1 Uyxapn JXD™ (wo
auch wieder die Indexmenge fiir die n-Zellen mit J statt mit .J,, bezeichnet wird). Es
ist

YNX, = YNXp1 UU,., YNp(jxD") |

JjeJ
und sobald der Durchschnitt Y N p(j x D™) nicht-leer ist, mufl notwendigerweise die

Zelle p(y xl%”) von (X, A) auch eine Zelle von (Y, A) sein. Folglich! ist ihr Abschluf,
der gleich dem Bild p(jx D™) ist, auch enthalten in Y . Es folgt, dafl, abgesehen von
Y NX,_1,das Urbild p~}(Y N X,,) durch die Vereinigung der beiden Teile

U

gegeben ist. Diese sind abgeschlossen. Also ist auch p~'(Y N X,,) abgeschlossen in

. AU
jEJ,Yﬁp(ijn);é(D]XD und ey, ixD"Np T (Y N Xp1)

Xn—1 U Ujesix D", wie zu zeigen war. O

IHier sind Details fiir diese Behauptung. Y ist selbst CW-Komplex, deshalb li8t die Inklusion
der offenen Zelle sich fortsetzen zu einer stetigen Abbildung ¢: jx D™ — Y . Zwar hat die Abbildung
q nicht notwendigerweise irgendetwas mit der Einschrinkung der obigen Abbildung p zu tun; das ist
aber auch nicht nétig. Alles was wir brauchen, ist, daf§ das Bild von ¢ quasi-kompakt ist. Aus der
Quasi-Kompaktheit (zusammen mit der schon etablierten Hausdorfl-Eigenschaft) ergibt sich, daf das
Bild von ¢ ein abgeschlossener Unterraum von X ist, der in Y liegt und der das Bild der offenen
Zelle unter der Abbildung p enthéilt. Er enthilt also auch davon den AbschluB3, p(jx D™).
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SaTz.  Sei (X,A) CW-Komplex, sei Y abgeschlossener Unterraum von X , mit
A CY . Es gelte, daf fiir jedes n der Durchschnitt Y N(X,, — X,,—1) eine Vereinigung
von offenen n-Zellen ist. Dann ist

A=Y, CcYycCc...CcY,cCc...CY
ein CW-Komplex, wo Y, =Y NX,.

BEWEIS. (i) Wir priifen nach, daf8 Y;, aus Y,,_1 durch Anheften von n-Zellen entsteht.
Bezeichne J die Indexmenge fiir die n-Zellen von X und J’ die Teil-Index—Menge
derjenigen n-Zellen, deren Inneres in Y liegt. Die charakteristischen Abbildungen
D" — X fiir letztere Zellen (wir nehmen an, charakteristische Abbildungen fiir Zellen
waren in X gewihlt) konnen auch als Abbildungen D" — Y aufgefait werden, da
Y abgeschlossen in X ist. Per Einschrinkung dieser Abbildungen auf den Rand 9D"
erhalten wir (Anhefte-) Abbildungen 0D" — Y NX,,_1 =Y,,—1 zur Konstruktion von

Y, = Y, 1Ujxopn J' xD" .

Mit Hilfe der Abbildungen D™ — Y bekommen wir eine stetige bijektive Abbildung
Y, — Y,. Dafiir, daB8 dies eine topologische Aquivalenz ist, miissen wir noch nach-
priifen, dafl es sich hier um eine abgeschlossene Abbildung handelt: Sei B CY, eine
Teilmenge (z.B. eine abgeschlossene). Bezeichne B das Bild davon in Y. Es sei B’
das Urbild von B in X,_; U UjerxD” ; und entsprechend B’ das Urbild von B in
Y,_1U Ujej/ jxD" = YNX,_1 U Ujejl jxD™ . Die Frage ist, ob die Abgeschlossenheit
von B’ diejenige von B’ impliziert. Das ist der Fall. Denn diese beiden unterscheiden
sich nur dadurch, daf} zu B' in B’ der Teil ¢ (BN X,_1) hinzukommt, wo ¢ die
(Anhefte-) Abbildung ¢: (J — J')x9D™ — X,,_1 bezeichnet. Als Anhefte-Abbildung
ist ¢ stetig. Und BN X, _;1 ist abgeschlossen, da es in B’ vorkommt.

(ii) Sei M Teilmenge von Y . Dann ist M abgeschlossen in Y genau dann, wenn
M abgeschlossen in X ist (da Y abgeschlossen in X ist). Nach Definition der To-
pologie von X ist dies dquivalent dazu, dafl M N X,, abgeschlossen in X,, ist fiir alle
n . Unter nochmaliger Benutzung der Abgeschlossenheit von Y schliefit man dann, dafl
dieses gleichbedeutend damit ist, dal M N X,, NY abgeschlossen in X, NY =Y, ist
fiir alle n. O

SATZ. Sei (X,A) CW-Komplex.
(i) Der AbschluB jeder Zelle liegt in einem endlichen Unterkomplex.
(ii) Jedes Kompaktum K C X liegt in einem endlichen Unterkomplex.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst

HivrssaTz 1. Sei K kompakt. Es gelte, K C X,,, fiir ein n > —1. Dann liegt K in
einem endlichen Unterkomplex.

BEWEIS. (durch Induktion iiber n). Der Induktionsanfang n = —1 ist trivial. Die
Behauptung gelte induktiv fiir n—1. Wir haben frither gesehen, dafl das Kompaktum
K nur endlich viele der offenen n-Zellen in X,,—X,,_1 trifft; diese seien indiziert durch
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j € J'. Wegen der Endlichkeit von J’' ist UjeJ’ Bild(j x D™) kompakt. Da X,,_;
abgeschlossen in X, ist, folgt, dafl der Durchschnitt

Xp—1 N (KU, Bild(jx D))
ebenfalls kompakt ist; also, nach der Induktionsvoraussetzung, enthalten ist in einem
endlichen Unterkomplex (Y, A). Der gewiinschte endliche Unterkomplex ist nun gegeben

durch
Y Ujrwopn J xD"™ . Il

Zum Satz: Wir haben frither gesehen, dafi der Abschluf} einer n-Zelle kompakt ist
und in X, liegt. Nach dem Hilfssatz liegt er daher in einem endlichen Unterkomplex;
Teil (i) des Satzes ist damit gezeigt. — Wir bendtigen einen weiteren Hilfssatz.

HiLrssATZ 2. Sei D C (X — A) eine Teilmenge mit der Eigenschaft, daB D jede Zelle
von X nur in endlich vielen Punkten trifft. Dann gilt

a) D ist abgeschlossene Teilmenge von X

b) Als Unterraum von X trdgt D die diskrete Topologie.

BeEwEIs. (a) Nach einem frither gegebenen Kriterium geniigt es zu zeigen, daf
D N AbschluB einer Zelle

abgeschlossen ist fiir jede Zelle. Nach Teil (i) des Satzes (den wir schon gezeigt haben)

ist dies enthalten in
D N endlicher Unterkomplex ,

also eine endliche Menge (nach Definition von D) und damit abgeschlossen in X ;| da
X Hausdorff-Raum ist.

(b) Zu zeigen ist, dal jede Teilmenge D’ C D abgeschlossen in D ist. Dafiir geniigt
es zu zeigen, dafl D’ abgeschlossen in X ist. Aber letzteres gilt nach Anwendung von
(a) auf die Teilmenge D’ C X . O

BEWEIS DES SATZES (FORTSETZUNG). Es ist noch zu zeigen, zu K C X kompakt
existiert ein n, so dal K C X, . Angenommen, dies wire falsch. Dann gébe es eine
unendliche Menge D C K
D = {3}‘1, T2y «n. }

mit z; € X,,, — Xy, ,, ni > n;—1. Nach Hilfssatz 2 wire D abgeschlossen in X,
daher auch in K und somit kompakt in der von K induzierten Topologie. Die von K
induzierte Topologie ist aber dieselbe, wie die von X induzierte Topologie, da ja K
Unterraum von X ist (Unterraumtopologie!). Folglich tréigt die Menge D die diskrete
Topologie. Das ist aber ein Widerspruch, da eine unendliche Menge mit der diskreten
Topologie ganz sicherlich nicht kompakt ist. O

BEMERKUNG. Die Terminologie CW-Komplex (wie auch der Begriff selbst) stammen
von J.H.C. Whitehead. Der Buchstabe C' steht (laut Whitehead) fiir closure finite (der
vorige Satz) und W steht fiir weak topology (eine Menge M C X ist genau dann offen,
wenn M N X, offen fiir alle n).
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Zelluldrer Approximations-Satz

Seien (X, A) und (Y,B) CW-Komplexe, und sei f: (X,A) — (Y,B) eine Ab-
bildung von CW-Komplexen. D.h., f: X — Y ist stetige Abbildung mit f(A) C B.

DEFINITION. Die Abbildung heifit zelluldre Abbildung, wenn sie die zelluldre Struktur
respektiert in dem Sinne, dafl
f(X,) C Y, , firale n.

SATZ. (Zelluldrer Approximations-Satz). Sei fy: (X, A) — (Y, B) eine Abbildung von
CW-Komplexen. Es existiert eine Homotopie, relativ zu dem Unterraum A, von der
Abbildung fy zu einer zelluldren Abbildung f; .

Hierbei bezeichnet eine Homotopie, relativ zu A, eine Homotopie, die auf dem
Unterraum A konstant ist; das heifit, eine Abbildung

F: Xx[0,1] — Y
die erstens eine Homotopie von fo zu f; ist, d.h.,
FIXx0=fo, F|Xx1=f;
und die zweitens auf dem Unterraum A nichts tut (“konstant ist”)

Fl|Axt = fo|A firalle ¢ .

BEMERKUNG. Die Terminologie “Approximations-Satz” soll hier nur suggerieren
“hinreichend genau ersetzen” (némlich ersetzen bis auf Homotopie) durch eine ‘bessere’
(némlich durch eine zelluldre) Abbildung. Die Terminologie hat dagegen nichts zu tun
mit Approximation etwa im Sinne einer Metrik.

Der Satz ist ziemlich inhaltsreich, wie der folgende spezielle Fall zeigt.
BEISPIEL. Sei A = {x0} (ein Punkt) und X = {z¢} Uspm D™ (die m-Sphire) ,
wobei (X, A) als CW-Komplex aufgefafit wird durch die Festsetzung

{ {zo} wenn i<m,

X; .
X wenn ¢ >m.

Sei entsprechend B = {yo}, Y = {yo} Uspr D™, und sei (Y,B) in dhnlicher Weise
als CW-Komplex aufgefafit.

20



Wenn m < n ist, dann kann eine zellulédre Abbildung (X,A) — (Y, B) offenbar
nichts anderes sein als die triviale Abbildung in den Punkt gy . Der zelluldre Approxi-
mations-Satz sagt also in diesem Falle:

KOROLLAR. Wenn m < n, dann ist jede Abbildung
(Sma 330) - (Sna yO)
homotop, relativ zum Punkt xg, zur trivialen Abbildung in den Punkt 1y . O

BEMERKUNG. Wir werden das Korollar spéter interpretieren als das “ Verschwinden
der m-ten Homotopiegruppe der S™, fiir m <n” — was immer das sein mag.

Der Hauptteil des Beweises des zelluldren Approximations-Satzes besteht tatséchlich
darin, dafl wir eine leichte Verallgemeinerung des im Korollar genannten speziellen Falles
vorweg behandeln.

SATz. Sei X = AUgpm D™, Y = BUgpn D™, wo m <n. Sei f:(X,A) — (Y,B)
eine Abbildung. Die Abbildung f ist homotop, relativ zu A, zu einer Abbildung mit
Bildin B.

BEwWEIS. Der Satz ist dquivalent zu der Behauptung, dafl fir ¥ = B Ugpn D",
und m < n, gilt: Jede Abbildung g : (D™,0D™) — (Y,B) ist homotop, relativ
zu 0D™, zu einer Abbildung mit Bild in B . Denn zun#chst ist dies ein spezieller Fall.
Umgekehrt, ist f: (A Uspm D™, A) — (Y, B) eine Abbildung, dann induziert eine
Deformation (relativ zu dD™) von der zusammengesetzten Abbildung ¢,

Dm char. Abb. AUgpm D™ f y

ganz automatisch eine Deformation von f relativzu A — zumindest ist es plausibel,
daB das so ist; tatséchlich ist hier noch ein technisches Detail zu kléren (Stichwort: Kom-
patibilitdt von Produkten mit Quotientenraum-Konstruktionen; der Homotopiebegriff

benutzt ja Produktbildung). Wir werden das in Kiirze nachholen.

Der Beweis der Behauptung geht {iber Induktion nach n. Als Induktions-Anfang
nehmen wir den Fall n = 1. Dann ist m = 0, 0D° = (), und die Behauptung ist,
daB jede Abbildung f: D° — B Ugp1 D' homotop ist zu einer Abbildung mit Bild in
B . Das ist sicherlich richtig: Ein Weg in B Uyp: D! mit Anfangspunkt f(D°) und
mit Endpunkt in Bild(dD') liefert die verlangte Homotopie.

Sei jetzt n > 2. Wir setzen induktiv voraus, dal der Satz fiir n—1 bereits bewiesen
ist. Wir leiten einige Folgerungen hieraus ab, die wir benotigen werden.

FOLGERUNG 1. Fiir p < n—1 ist jede Abbildung h: SP — S"~! deformierbar in eine
triviale Abbildung.

Das wurde im vorigen Korollar schon angemerkt: Wir schreiben S? = {z¢}Usp»DP
und S™1 = {yo} Ugpn-1 D" 1 wo yo = h (), und wenden dann die Induktions-
voraussetzung an.

21



FOLGERUNG 2. Fiir p < n—1 ist jede Abbildung h: S? — S"~! x (a,b) deformierbar
in eine triviale Abbildung (wo (a,b) ein Intervall bezeichnet ).

Das folgt durch Zusammenbauen zweier Homotopien, ndmlich Homotopien fiir die
beiden Abbildungen

prioh: SP — 8" ' prooh: SP — (a,b)

(wo pr; die i-te Projektion bezeichnet). Erstere Homotopie ist die aus Folgerung 1,
letztere ist induziert von einer Null-Homotopie der identischen Abbildung auf (a,b).

FOLGERUNG 3. Fiir q < n gilt: Jede Abbildung h: DY — S"~! x (a,b) kann
erweitert werden zu einer auf ganz D? definierten Abbildung.

Das folgt aus Folgerung 2 wegen

LEMMA. Sei Z topologischer Raum, h : 9D? — Z eine Abbildung. Es sind dquivalent:
(i) h ist homotop zu einer trivialen Abbildung,

(ii) h kann auf D? erweitert werden.

BEWEIS. Die erste Aussage besagt, es gibt eine Abbildung H: 9dD%x [0,1] — Z mit
H|0D'%x1 = h, H|0D?x0 = triviale Abbildung .

Dies ist dquivalent dazu, dafl sich h (= H |9D%x1 ) fortsetzen lifit zu einer Abbildung
des Quotientenraumes
0D7x [0,1] / 0DIx0 — Z.

SchlieBlich ist der Quotientenraum 9DYx [0,1] /9D?x0 topologisch #quivalent zu DY
(man kann sich die Punkte aus DY, bis auf den Mittelpunkt, vorstellen als durch
verallgemeinerte Polarkoordinaten dargestellt, d.h. einem solchen Punkt entspricht ein
Paar (z,t) mit x € 9D? und ¢ € [0,1]; dem Mittelpunkt dagegen entspricht der Wert
t=0, und z ist unbestimmt). O

Wir kommen jetzt zum Beweis des Satzes fiir den Fall der Dimension n . Die Haupt-
arbeit besteht darin, sicherzustellen, dafl mindestens ein Punkt von

D™ C BUgpn D"

von der Abbildung ¢ nicht mehr getroffen wird. Bei unserer Konstruktion wird das der
Mittelpunkt sein — wenn das natiirlich letztlich auch irrelevant ist.

Das Argument beruht auf einer Anwendung des Lebesgue’schen Uberdeckungs-Satzes.
Dazu verschaffen wir uns eine offene Uberdeckung von B Ugp» D™, um damit zu ar-
beiten. Das Ziel ist es, wie gesagt, eine Umgebung des Mittelpunktes von dem Bild
der Abbildung ¢ ‘freizuschaufeln’. Deshalb wird eine der offenen Mengen in unserem
Werkzeugkasten (die Menge U unten) eine offene Umgebung eben dieses Mittelpunktes
sein, und die andere offene Menge (die Menge V' unten) wird fiir den Rest des Raumes
zustéandig sein.
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Fiir die genauere Beschreibung dieser Mengen seien U’ und V' definiert als
U ={zeD"| [lz] <2} und V' = {zeD"| |z|>3}
und U und V in B Ugp» D" als
U = Bild(U’) , V = BUBIild(V') .

U und V sind dann offene Mengen in B Ugp» D™ , und ihre Vereinigungsmenge ist
der ganze Raum; sie bilden also eine offene Uberdeckung. Thr Durchschnitt ist

UnvV = UNV' ~ S"'x(3,2).

Nach der obigen Folgerung 3 aus der Induktionsvoraussetzung gilt deshalb:

TATSACHE. Fiir ¢ < n besitzt jede Abbildung 0DY — U NV eine Fortsetzung auf
ganz D1?.

Fiir die Zwecke einer bequemeren Beschreibung dessen, was nun kommt, wollen wir,
durch die Wahl einer topologischen Aquivalenz, den m-dimensionalen Ball D™ mit
dem m-dimensionalen Wiirfel identifizieren. Statt von D™ werden wir also von jetzt
an von

[0,1]™ = [0,1] x ... x [0,1]

—m —

reden. Der Einfachheit halber behalten wir die Bezeichnung ¢ g’ fiir die vorgegebene
Abbildung, wir bezeichnen diese Abbildung also jetzt als ¢ : [0,1]™ — B Ugpn D™ .

Wir wenden den Lebesgue’schen Uberdeckungssatz an auf die offene Uberdeckung
{g7*(U), g7*(V)} von [0,1]™. Wir schlieBen: Es gibt eine Unterteilung von [0,1]™ in
m-dimensionale Wiirfel gleicher Grofle, so daf fiir jeden der m-dimensionalen Teilwiirfel
gilt: Das Bild dieses Teilwiirfels unter der Abbildung ¢ ist entweder ganz enthalten in
U oder ganz enthalten in V' (oder, natiirlich, eventuell auch in beiden).

Wir miissen nicht nur die Wiirfel der Dimension m betrachten, sondern, fiir induk-
tive Zwecke, auch solche von kleinerer Dimension. Der Rand eines Wiirfels besteht ja
aus Wiirfeln kleinerer Dimension — z.B. besteht der Rand eines 2-Wiirfels (Quadrat)
aus 0-Wiirfeln (Ecken) und 1-Wiirfeln (Kanten). Gegenstand unserer Betrachtung wer-
den alle die Wiirfel sein, die in der angesprochenen Weise mit der Zerlegung von [0, 1]™
in Teilwiirfel daherkommen: Ecken, Kanten, Quadrate, 3-Wiirfel, etc..

Fiir die anstehende Konstruktion zerlegen wir die Menge der Wiirfel der Dimension p
(wobei p=0,1,2,...,m) in zwei Klassen, die guten und die schlechten. Die guten, das
sind die, wo wir nichts mehr tun miissen, und die schlechten, das sind eben die anderen.
Den genannten Namen entsprechend, wird die erste Teilmenge mit I'? bezeichnet; und
die zweite mit XP .

Sei W ein p-dimensionaler Wiirfel. Wir sagen, W € I'? (Menge der ‘guten’ Wiirfel),
wenn W C g7 1(V). Und wir sagen, W € 3P (Menge der ‘schlechten’ Wiirfel), wenn
W nicht ganz in g~'(V) enthalten ist. 7 ist also das Komplement von I'P.
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Wenn W € ¥P | dann ist notwendigerweise W C g=}(U), weil ja W ganz in einem
der m-dimensionalen Teilwiirfel enthalten ist; und jeder von denen wiederum ganz in
g 1(U) oder ganz in g~ (V) , nach der Konstruktion iiber den Lebesgue’schen Satz.

Es sei nun I' definiert als
I' = (U, (Vereinigung der Wiirfel in I')

(der ‘gute’ Unterraum aller der Teilwiirfel der Dimensionen 0, 1,...,m, die schon ganz
nach V' abgebildet werden). Nach Voraussetzung iiber die Abbildung ¢ ist der Rand
von [0,1]™ ganz enthalten in I".

Durch Induktion iiber die Dimension p werden wir die Abbildung g auf den ‘schlech-
ten’” Wiirfeln nun abidndern. Die Konstruktion beruht auf der folgenden Beobachtung.

Es sei W ein ‘schlechter’ Wiirfel mit der Eigenschaft, dafl die Wiirfel im Rand von
W ‘gut’ sind. Z.B. ein schlechter Wiirfel von kleinster Dimension (kleinste Dimension
unter den schlechten Wiirfeln) hat notwendigerweise diese Eigenschaft. Weil nun W
ein schlechter Wiirfel ist, so ist W enthalten in g=(U). Andererseits sind die Wiirfel
im Rand von W ‘gut’ und deshalb enthalten in g=(V). Es folgt, dafl die Wiirfel im
Rand von W enthalten sind im Durchschnitt dieser beiden. D.h., die Wiirfel im Rand
von W werden durch die Abbildung g abgebildet in den Durchschnitt U NV ; oder,
was dasselbe ist, der ganze Rand des Wiirfels W wird durch g nach UNV abgebildet.
Nach der friither festgestellten Folgerung aus der Induktionsvoraussetzung (Folgerung 3
oben) existiert deshalb eine Abbildung (eine ‘bessere’ Abbildung fiir unsere Zwecke)

W —UnVvV
die mit der Abbildung ¢ auf dem Rand OW iibereinstimmt.

Dieses wollen wir nun systematisieren. Es sei K~! =T (= Unterraum der ‘guten’
Wiirfel). Wir definieren induktiv

K° = K7!'U 0-Wirfel aus X°
KP = KP~!''U p-Wiirfel aus X7

K™ = K™ !'U m-Wiirfel aus 3™

so daB also K™ der ganze Wiirfel [0,1]™ ist.

Auf diesen Unterriumen definieren wir durch Induktion iiber p = 0, 1, ..., eine

Folge von Abbildungen
gp: KPP —Y

mit den beiden Eigenschaften

(1) g,|KP™' = g,—1 (insbesondere also g, | = ¢g|I') und
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(2) wenn W € ¥P, dann g¢g,(W) Cc UNV .

Der Induktionsanfang ist trivial, g_; = ¢|I'. Induktiv nehmen wir jetzt an, dafl die
Folge schon konstruiert ist bis p—1. Sei W € ¥P.

BEHAUPTUNG. OW C (gp—1) " (UNV).

Denn sei W’ ein ¢-Wiirfel in OW, wo g < p. Wenn W’ ‘gut’ ist, dann ist
gp—1(W') = g(W’) C V; andererseits aber auch g,_1(W') = g(W') C g(W) C U,
weil W selbst ‘schlecht’ ist. Wenn W’ ‘schlecht’ ist, dann ist g,_1(W’') C UNV
nach der Induktionsvoraussetzung.

Wir erinnern uns jetzt daran, daf§ (fir p < n) jede Abbildung

oW — UNV (~ 5" 'x(L,2))

erweitert werden kann zu einer Abbildung des p-Wiirfels W (wegen der Induktions-
voraussetzung unseres Satzes). Also kénnen wir g, | W jetzt definieren als (irgend-)eine
solche Erweiterung. Nachdem wir dies fiir alle Wiirfel aus P gemacht haben, ist die
Konstruktion von g, fertig. Der Fall p = m schliellich liefert eine Abbildung

g =gm: [0,1]" — V.

BEHAUPTUNG. ¢ ist homotop zu g, relativ zum Rand von [0,1]™ .

BEWEIS. Der Rand von [0,1]™ ist enthalten in I', und wir zeigen, dal ¢ und ¢’
sogar homotop sind relativ zu I'. Zunichst ist es so, nach Konstruktion, da§ ¢’ |T" =
g|T'. Wenn nun ¥ definiert wird als der ‘schlechte’ Unterraum, die Vereinigung der
‘schlechten’ Wiirfel (einschlieBlich ihrer Rénder), so enthélt ¥ das Komplement von I,
so dafl sich also g und ¢’ hoéchstens innerhalb von Y unterscheiden.

Nach Definition von ¥ ist g(X) C U. Und nach Konstruktion von ¢" ist ¢'(X) C
UNV c U. Also kénnen ¢g|¥ und ¢’'|¥ beide aufgefalt werden als Abbildungen
nach U . Andererseits ist U topologisch dquivalent zu einer offenen Kugel, also einem
konvexen Unterraum eines Vektorraumes. Die Abbildungen ¢|¥ und ¢'|¥: ¥ — U
sind also homotop mit Hilfe einer linearen Homotopie, und diese Homotopie ist auto-
matisch dort konstant, wo g und ¢’ iibereinstimmen; insbesondere also auf XN T .

Wir erweitern die Homotopie zu einer auf ganz [0, 1]™ definierten Homotopie von g
zu ¢’ dadurch, dafl wir auf T' die konstante Homotopie nehmen — das geht sicherlich,
da X NT abgeschlossener Unterraum ist (denn ¥ N T ist endliche Vereinigung von
Wiirfeln, daher kompakt). O

ENDE DES BEWEISES. Die Abbildung ¢’ 1d8it die Mitte der offenen Zelle Bild(D™) C Y
frei. Durch eine radiale Homotopie,

(@,8) — (=0 +1- ) g'(a)

schieben wir das Bild von ¢’ aus der Zelle hinaus. O
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Als Folgerung dieses Satzes konnen wir nun einen Teil der Behauptung des zelluldren
Approximations-Satzes beweisen. Diesen Teil werden wir spéter benétigen im induk-
tiven Beweis des zelluldren Approximations-Satzes. Wir formulieren ihn als Hilfssatz.

HiLrssAaTz. Sei f: (X,A) — (Y, B) eine Abbildung von CW-Komplexen. Es gelte,
daBl f zellulér ist bis zur Stufe m—1, d.h.,

f(Xo) C Yo, f(Xai)C Vi, ..oy f(Ximo1) CYipor
Dann ist die eingeschriankte Abbildung
flXm: Xy — Y
homotop, relativ zu X,,_1, zu einer Abbildung nach Y, .

BEwEIS. Wir wihlen ein System von charakteristischen Abbildungen fiir die m-Zellen
von X ,

dj: D" — X, , jEJ
(sodaB also X,, = X;—1UsxapmJJxD™ beziiglich der Anhefte-Abbildungen d; |0D™:
oD™ — X, 1, 5€J).

Das Paar (Y,Y,,) kann aufgefafit werden als ein relativer CW-Komplex, und zwar
als ein solcher ohne Zellen der Dimension < m.

Fiir jedes j ist das Bild f(d; (D™)) kompakt, deshalb enthalten in einem endlichen
Unterkomplex (Yj , Ym) . Die Komposition von f mit der charakteristischen Abbildung
d; ,

fodj: D™ — Y
kann nun aufgefa8t werden als eine Abbildung
g; - (Dm’aDm) - (Yjvym) .

Wir betrachten eine Zelle héchster Dimension in dem endlichen relativen CW-Komplex
(Y4,Y,,) . Wir kénnen dann schreiben

Yi = Y Uypr D7

wobei (Y”,Y;,) Unterkomplex von (Y7,Y,,) ist, und zwar mit einer Zelle weniger. Die
fragliche Zelle hat Dimension > m , deshalb kénnen wir unseren Satz anwenden auf die
Abbildung 4
(D™,0D™) — (Y7,Y7)

und schlieflen, daf§ diese Abbildung homotop ist, relativ zu dD™ , zu einer Abbildung
mit Bild in Y.

In Y’ nehmen wir wieder eine Zelle héchster Dimension, die Dimension dieser Zelle
ist auch > m , und wir kénnen wie oben wieder unseren Satz anwenden. Und so fort.

Nach endlich vielen Schritten haben wir eine Homotopie, relativ zu 9D™ , konstruiert
von der Abbildung g; : (D™,0D™) — (Y,Y,,) zu einer Abbildung mit Bild in Y, .
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Es ist nun plausibel, daf} die konstruierten Homotopien der Abbildungen g; sich
zusammensetzen zu einer Homotopie (relativ X,,—1 ) der auf X,,_1 Ujxapm J x D™
definierten Abbildung f .

Im Detail: die Homotopie von g; ist eine Abbildung
Gj: D"x[0,1] —Y
mit gewissen Eigenschaften. Die Gesamtheit der G; konnen wir auffassen als Abbildung
G: JxD"x[0,1] — Y

und G hat die Eigenschaft, dafl die eingeschriinkte Abbildung G | JxdD™ xt nicht von
t abhingt. Deshalb existiert (nach Definition der Quotiententopologie) eine Abbildung
F' des zusammengeklebten Raumes,

F: X 1x[0,1] Ujxopmxpo) JxD"x[0,1] — Y
mit den Eigenschaften
(i) die Einschrinkung F'| X,,,—1 % [0,1] ist gegeben durch
fl1Xm—10 (pri: X;m—1x[0,1] — X;—1)
( = konstante Homotopie von f auf X,,,_1)

(ii) die Abbildung G ist die Zusammensetzung von F mit der Abbildung

JXxD™x[0,1] — Xp1x[0,1] Usxapmxjo,n) JxD™x[0,1]
— und F' ist durch die Bedingungen (i) und (ii) eindeutig festgelegt.

An dieser Stelle brauchen wir einen Akt des Glaubens, um F als Homotopie inter-
pretieren zu kénnen. Namlich wir brauchen

LEMMA. Die natiirliche Abbildung (eine stetige bijektive Abbildung!)
Xm—1x[0,1] Usxapmxpoa] JxD™x [0,1] — (Xyn-1UsxapmJxD™) x [0,1]
ist eine topologische Aquivalenz.

Die Richtigkeit dieses Lemmas kénnten wir uns an dieser Stelle direkt iiberlegen. Das
lohnt sich aber nicht, da wir uns in Kiirze &hnliche Sachen etwas allgemeiner klarmachen
werden. Wir verschieben deshalb den Beweis.

Der Hilfssatz, den wir soeben bewiesen haben (oder jedenfalls bewiesen haben bis auf
das noch nachzutragende Lemma), dieser Hilfssatz zeigt ein Problem auf. Namlich wir
haben uns klargemacht, dal wir die Situation auf den m-Zellen wie gewiinscht durch
eine Homotopie verbessern kénnen. Die Sache hat aber den Haken, dafl diese Homotopie
auf einem zu kleinen Raum definiert ist, namlich auf X,, (statt X). Erfreulicherweise
gibt es nun einen sehr allgemeinen Sachverhalt, der dieses Problem auf einfache Weise
16st, ndmlich

SATZ (Homotopie-Erweiterungs-Satz). Sei (Z,C) ein CW-Komplex. Das Paar (Z,C)
hat die Homotopie-Erweiterungs-Eigenschaft (abkiirzend HEE), im folgenden Sinne:
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DErFINITION (HEE). Ein Paar von Riumen (Z,C) hat die Homotopie-Erweiterungs-
Eigenschaft wenn folgendes gilt. Gegeben seien

(i) eine auf Z definierte Abbildung

(ii) eine Homotopie der auf C' eingeschrinkten Abbildung.
Dann existiert eine Homotopie der auf Z definierten Abbildung, die die auf C' vor-
gegebene Homotopie erweitert.

Den Beweis des HE-Satzes wollen wir auf spéter verschieben, um zunéchst den Satz
iiber die zellulire Approximation zu Ende zu bringen. Damit wir nicht die Ubersicht
verlieren, formulieren wir den néchsten Schritt als Hilfssatz.

HivLrssaTz. Sei f = f_1: (X,A) — (Y, B) eine Abbildung von CW-Komplexen. Es
existiert eine Folge von Abbildungen f,,: (X,A) — (Y,B), m = —1,0,1, ..., und
von Homotopien

Fr: (Xx[0,1], Ax [0,1]) — (Y, B)

mit
(i) fm ist zelluldr bis zur Stufe m, d.h. f,(X;) CY; fir i <m
(ii) fiir m = 0,1,..., ist F,, Homotopie (relativ X,,_1) von fpy,—1 zu fn, .

BEWEIS. Das ist eine Folgerung aus dem vorigen Hilfssatz und dem Homotopie-
Erweiterungs-Satz. Seien ndmlich induktiv die Paare (fo, Fo), ..., (fm-1,Fm—1) schon
konstruiert. Nach dem vorigen Hilfssatz existiert eine Homotopie H,, (relativ X, 1)
von der eingeschriankten Abbildung h,, = fn—1|X, 2zu einer Abbildung h! =
Hp | X x1 mit bl (X,,) C Y, . Nach dem Homotopie-Erweiterungs-Satz existiert
eine Erweiterung der Homotopie H,, zu einer Homotopie F, der Abbildung f,,_1,
d.h. F,,| Xx0 = f,,—1. Wir definieren die Abbildung f,, nun als die Einschrénkung
fm = Fn | Xx1. Der Induktionsschritt ist fertig. O

Mit diesem Hilfssatz haben wir tatsidchlich den zelluldren Approximations-Satz schon
bewiesen fiir den speziellen Fall eines endlich-dimensionalen CW-Komplexes, d.h., wo
ein m existiert, so da X,, = X . Denn in diesem Fall ist ja das f,, aus dem
Hilfssatz schon eine zelluldre Abbildung, und die Homotopien Fy, ..., Fy, liefern (per
Zusammensetzung) eine Homotopie von f zu fy, .

Im Fall eines nicht endlich-dimensionalen CW-Komplexes sieht es auf den ersten Blick
so aus, als ob dieses Argument nicht funktionieren kann. Denn der Hilfssatz liefert ja
explizit eine unendliche Folge von Homotopien Fpy, Fy, ... und die miifiten wir ja alle
sozusagen hintereinander durchlaufen.

Es geht aber doch! Tatséchlich konnen wir ohne weiteres so etwas wie eine Ho-
motopie hinschreiben, die das Hintereinanderdurchlaufen der ganzen Folge Fy, F1, ...
beinhaltet. Die einzige Unbequemlichkeit ist die, dafl wir zum Schlufl die Stetigkeit der
hingeschriebenen Abbildung noch explizit werden nachweisen miissen.
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Hier ist die (Pseudo-)Homotopie (Stetigkeit wird im Moment noch nicht behauptet).
Fir t <1 sei

( Fo(x, 2t) wenn 0
Fi(z,2-3(t—3)) wenn 3

Fro(x, (m+1)(m+2) (t—345)) wenn 5 <t < +1

Fiir t =1 verwenden wir einen Trick. Namlich fiir n > m und x € X, ist das vorher
definierte F,,(z,t) unabhingig von n und ¢t (wo t € [0,1)), weil F,, ja Homotopie
relativ zu X,,_1 ist. Wir definieren F(z,1) als diesen Wert. Da jedes = € X in einem
der X,, liegt, ist F'(z,t) somit auch fiir ¢ =1 fir alle z definiert.

Zu zeigen ist noch, dafl die Abbildung F': X x [0,1] — Y tatséchlich stetig ist.
Sobald man das gezeigt hat, bekommt man auch die verlangte zelluldre Abbildung von
X nach Y ; sie wird einfach definiert als die Einschrankung F | X x1.

Nach Konstruktion von F' nun ist fiir jedes m = 0,1,... die eingeschrinkte Ab-
bildung
F|X,,x1[0,1]

stetig, denn das ist ja, bis auf Umparametrisierung, nichts anderes als die Zusammenset-
zung der Homotopien
Fi| Xmnx[0,1],i=0,1,...,m.

Also geniigt es, zu zeigen:
LEMMA. Sei (X,A) CW-Komplex und
F:Xx[0,1] — T

eine Abbildung. Dann sind dquivalent:
(i) F ist stetig
(ii) fiir jedes n ist die eingeschrinkte Abbildung F'| X, x [0,1] stetig.

Bis auf die beiden noch nachzutragenden Lemmas und den ebenso noch nachzu-
tragenden Homotopie-Erweiterungs-Satz ist der Beweis des Satzes iiber die zelluldre
Approximation damit nun fertig.
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Produkte

Im Falle der beiden nachzutragenden Lemmas mufl man etwas dariiber wissen, wie weit
die Bildung von Quotientenrdumen mit der Bildung von Produkten vertréglich ist. Wir
brauchen einen Satz, den wir im vorigen Semester héitten machen kénnen, aber nicht
gemacht haben.

SATz. Sei f: X — Y eine Quotientenraum-Abbildung (d.h., f ist surjektive Abbil-
dung; und eine Teilmenge A von Y ist offene Menge in Y dann (und nur dann), wenn
ihr Urbild f=!(A) offene Menge in X ist). Sei K ein topologischer Raum.

Hinreichend dafiir, dafl dann auch die Abbildung
fxIldg: X xK — Y xK
eine Quotientenraum-Abbildung ist, ist jede der beiden folgenden Bedingungen:
(i) K ist kompakt
(ii) K ist lokal-kompakt (d.h., fiir jedes = € K und fiir jede Umgebung U von =z,
existiert eine kompakte Umgebung V' von z in U).

BEWEIS. Zunéchst ist (i) ein Spezialfall von (ii) wegen:

HivrssaTz. Ist K kompakt, dann ist K auch lokal kompakt.
(Die Umkehrung davon gilt natiirlich nicht. Beispiel: R™, n > 0.)
BEWEIS. Die vorgegebene Umgebung U enthilt eine offene Umgebung U’ von .

Nun sind {z} und das Komplement CU’ abgeschlossene disjunkte Mengen in K , also
(“ein kompakter Raum ist normal”) existieren offene Mengen W; und Wi mit

JZEWl, CU/CWQ, W1ﬂW2:Q) .
Das Komplement CWs ist dann abgeschlossen in K und daher selbst kompakt. Es ist
CWy Cc U’'. Und CWy ist Umgebung von z, weil W7 € CW,. O

BEMERKUNG. Der obige Beweis zeigt, dafl schon die folgende Bedingung ‘lokal-kompakt’
impliziert: “Jedes = € K besitzt mindestens eine kompakte Umgebung V7. Um
némlich hieraus auf ‘lokal-kompakt’ zu schlieflen, argumentiert man anstelle des Kom-
paktums K mit der nach Voraussetzung existierenden kompakten Umgebung V. [

ZURUCK ZUM BEWEIS DES SATZES. Die Abbildung f x Idx ist, als Produkt zweier
stetiger Abbildungen, wieder stetig. Wenn also W offene Teilmenge von Y x K ist,
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dann hat W offenes Urbild in X x K. Wir miissen zeigen, dafl diese Eigenschaft
schon die offenen Mengen in Y x K charakterisiert (unter der Voraussetzung, dafl K
lokal-kompakt ist), d.h., wir miissen zeigen: Sei W Teilmenge von Y x K. Wenn

(f x Idg) =1 (W)

offene Teilmenge von X x K ist, dann ist notwendigerweise W offen in Y x K ; d.h.
(nach Definition der Produkttopologie) zu jedem (yo, ko) € W existieren Umgebungen

U:U(yo) cY, L:L(k‘o) Cc K,
so dafl
UxL cW.

Zu vorgegebenem (yo, ko) wollen wir solche U und L jetzt konstruieren.

Um die Voraussetzung auszunutzen, dafl (f x Idg )=t (W) offen in X x K ist (iiber
W selbst wissen wir ja gar nichts!) withlen wir zg € f~(yo). Sei Ko C K so definiert,
daf

{zo} x Ko = ({zo} x K) N (f x Idg)" 1 (W) .

Dann ist Ky offenin K und enthélt kg . Nach Voraussetzung iiber K existiert deshalb
eine kompakte Umgebung L von kg in Kj.

Versuchsweise definieren wir die Menge U jetzt als
U= {yeY | {y}xL CcW}.
Nach Konstruktion gilt dann
(Yo, ko) € U x L, L ist Umgebung von ko, und yo € U .

Zu zeigen ist also nur noch, da} U Umgebung von y ist. Dazu zeigen wir, dafl U
offen ist oder, was dasselbe ist nach Voraussetzung iiber die Abbildung f, dal f~*(U)
offen in X ist. Nun ist, nach Definition von U ,

FFUU) = {zeX [{a} xL C (fxIdg) (W)} .

Wir zeigen, zu vorgegebenem z € f~1(U) existiert eine Umgebung V von z in X,
so daf gilt
VXL cC(fxIdg) *(W).

Der Existenzbeweis fiir V' ist einer der elementaren Sétze iiber Kompaktheit, ndmlich:

HivrssaTz. Seien X und K topologische Rdume. Sei x € X und sei L kompakter
Unterraum von K . Sei W' eine offene Teilmenge von X x K derart, da8 {x} x L C
W' . Dann existiert eine offene Umgebung V' von z in X soda V xL Cc W'.

BEWEIS. Nach Definition der Produkttopologie hat jeder Punkt (z,¢) € W’ eine ganz
in W’ liegende Kistchen-Umgebung

Az e X Bgy, Az offenin X, By, offenin K .
Fiir variables ¢ € L bilden die LN B, ¢ eine offene Uberdeckung von L . Endlich viele

dieser ¢ tun’s dann auch schon wegen der Kompaktheit von L, und der Durchschnitt
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der fraglichen endlich vielen A, , liefert die behauptete Umgebung V' von x. Damit
ist der Hilfssatz (und somit auch der Satz) bewiesen. O

Nach diesem Exkurs in die allgemeine Topologie kénnen wir die beiden nachzutragen-
den Lemmas nun abhaken. Die nachfolgenden Korollare sind ein bifichen allgemeiner.

KOROLLAR 1. Der Raum K sei kompakt (oder allgemeiner: lokal kompakt). Dann
ist der Prozef3 “Produkt mit K” vertrdglich mit dem Anheften von n-Zellen, d.h. wenn
X = X' Ujxopn JxD"

dann ist die natiirliche Abbildung
X'xK Ujxoprxix JXxD"xK — (X'UjxgpnJxD") x K

eine topologische Aquivalenz.

BEwEIS. Der Term auf der linken Seite ist nach Definition ein Quotientenraum der

disjunkten Vereinigung ‘

X'xK U JxD"xK ,
némlich zu der Aquivalenzrelation, die erzeugt wird von der Anhefte-Abbildung

(gxIdg): JxOD"xK — X'xK ,
wo g die Anhefte-Abbildung fiir X ist. Nun ist
X'xK U JxD"xK = (X'UJxD") x K
(disjunkte Vereinigung ist mit Produkten vertréglich— ein ziemlich triviales Nachpriifen
der Definitionen), deshalb ist der Raum X'xXK Ujyxsoprnxx JXxXD"xK ebenso auch ein
Quotientenraum von (X’ U JxD") x K (beziiglich der ‘transportierten’ Aquivalenz-
relation). Der andere Raum, (X' Ujxsp»JxD™) x K, ist Quotient von letzterem
Raum beziiglich derselben Aquivalenzrelation — zumindest, was die unterliegenden
Mengen angeht. Die topologische Struktur ist aber moglicherweise anders, und unser
Problem ist es, zu zeigen, daf} sie tatséchlich nicht anders ist. Dazu verwenden wir den
vorigen Satz. Die Abbildung ist ndmlich gegeben durch
fxIdg: (X" UJxD") x K — (X'UjxopnJxD") x K

wo f die Quotientenraumprojektion bezeichnet. Unter der Voraussetzung, dafl K

lokal-kompakt ist, sagt der Satz, dal auch die Abbildung f x Idx eine Quotienten-
raumprojektion ist, wie behauptet. O

KOROLLAR 2. Sei (X,A) CW-Komplex mit Zellfiltrierung
A=X,CXpCcX;C...CX,C...CX.

Sei K lokal kompakt. Sei O C X x K . Dann sind dquivalent:

(i) O ist offen

(ii) fiir jedes n ist O N (X, x K) offen in X,, x K

(iii) fiir jeden endlichen Unterkomplex (Y, A) von (X, A) ist O N (Y x K) offen in
Y x K.
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BEWEIS. (i) <= (ii) Wir bilden die disjunkte Vereinigung
X =X,0XU0X;U...UX,U

Dann gibt es eine natiirliche Abbildung p : X — X . Diese Abbildung ist eine Quo-
tientenraumprojektion. Denn wenn P C X , dann ist p~!(P) offen in X genau dann,
wenn P N X, offen in X, fiir alle n, und das ist ja gerade (nach Definition eines
CW-Komplexes) gleichbedeutend damit, dal P offen in X ist.

Unter der Voraussetzung, dal K lokalkompakt ist, sagt nun der Satz, dal X x K
Quotientenraum von

XxK (= X 1 xK U XoxK U ... U X, xK U ...)

ist. D.h., eine Teilmenge W C X x K ist offen genau dann, wenn (p x Id)~1(W) offen
in X x K ist, was wiederum bedeutet, da} W N (X,, x K) offen in X,, x K ist, fiir
jedes n .

(i) <= (iii) Das Argument ist ganz analog. O

SATZ. Sei (X, A) relativer CW-Komplex. Sei K lokal-kompakt (z.B. K = [0,1] ).
Sei Y ein topologischer Raum, und sei

f: XxK —Y

eine Abbildung. Dann sind dquivalent:
(i) f ist stetig
(ii) fiir jedes m ist die eingeschrinkte Abbildung f| X,, x K stetig.

BeEwEIs. Fiir jede offene Menge O C Y sind nach dem vorigen Korollar dquivalent:
(i) f7YO) ist offen in X x K
(i) fiir jedes m ist (f| X,nxK)™ " (O) offen in X, x K . O

Der Raum X x K verhélt sich also in einer wichtigen Angelegenheit genauso wie
ein CW-Komplex (fiir den ja auch gilt, daf§ eine Abbildung genau dann stetig ist, wenn
ihre Einschrankungen auf die Skelette stetig sind). Dies suggeriert, dal auch X x K
ein CW-Komplex sein sollte, wenn es eine Chance hat. Wir wollen uns iiberlegen,
dafl das tatséichlich so ist. Der Einfachheit halber behandeln wir nur den Fall absoluter
CW-Komplexe,

l=X,cXpCc...CX,C...CX.

BEMERKUNG. Dieses X ist Quotientenraum der disjunkten Vereinigung
X = JyxD° U JyxD" U ..U Jy,xD" U ...
wobei J, die Indexmenge fiir die n-Zellen bezeichnet.

BEwEIS. Fiir jede Zelle sei eine charakteristische Abbildung D™ — X,, ausgewéhlt.
Diese Abbildungen liefern zusammen eine surjektive Abbildung p: X — X . Zu zeigen:
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Wenn B C X und p~'(B) abgeschlossen in X , dann ist schon B abgeschlossen
in X . Das kennen wir aber: niimlich “p~!(B) abgeschlossen” heifit, p~!(B) trifft
jedes j x D™ in einer abgeschlossenen (und damit kompakten) Untermenge. Dann ist
auch p(p~*(B)N(j x D™)) kompakt und daher abgeschlossen. Das heiBt, B trifft
den Abschlufl einer jeden Zelle in einer abgeschlossenen Teilmenge. Das ist aber ein
Kriterium dafiir, dal B selbst abgeschlossen ist. O

BEMERKUNG. Die vorige Bemerkung kénnen wir auch umkehren. Namlich sei X eine
disjunkte Vereinigung von Billen

X = JyxD° U JyxD' U

und sei X ein Quotientenraum von X . Dann ist X ein CW-Komplex, sobald die
zugrundeliegende Aquivalenzrelation eine gewisse induktiv formulierbare Bedingung
erfiilllt. Es sei namlich )?n definiert als )/(:n = JoxD' U ... U J,xD", und
X,, als das Bild von )?n . Die Bedingung ist dann, da die eingeschriinkte Aquivalenz-
relation auf )?n erzeugt wird von

1. der eingeschriankten Aquiva]enzre]atjon auf )/(\'n_l
2. einer Anhefteabbildung J, x 0D™ — X, _1. O

Wir wollen nun Produkte von CW-Komplexen betrachten. Seien also X und X’
CW-Komplexe, aufgefafit als Quotientenrdume von

X = JoxD° U J;xD' U ... und X' = J;xD° U J;xD' U

Die Aquivalenzrelationen auf X und X’ erzeugen eine Aquivalenzrelation auf
XxX = (UpJprp>><(UqJ{1><D‘1>
= Un(Up+q:n JpXJ{]XDpXDq)

~ Un (Uprazn Jp < J3 ) x D",
weil DP x D? ~ D", wenn p+q=n.

Diese Aquivalenzrelation ist von dem soeben diskutierten speziellen Typ. Denn der
Rand des Balles DP x D% setzt sich zusammen in der Weise

o(D? x D?) = (0DP x D) U (DP x 0D1Y) .

Soweit die Aquivalenzrelation Punkte aus DP x DY und solche von Zellen kleinerer
Dimension betrifft, kommt sie also her von einer Anhefte-Abbildung

A(DP x D) = (9D x D) U (DP x dD9)

Bild(X,_1 x X/) U Bild(X, x X/_;) ¢ Bild(U
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Der zugehorige Quotientenraum ist folglich ein CW-Komplex. Wir bezeichnen ihn mit
X X X' . Die Skelette sind

(XXX ) = Bild(U,ppqen Xpx X))

= Uprgen Xp XX
Es gibt eine natiirliche Abbildung
XXX — XxX'.

Sie kommt daher, daB die Abbildung projx x projx/: X x X’ — X x X’ faktorisiert
als die Projektion XxX' — XX’ , gefolgt von einer stetigen bijektiven Abbildung,
eben X X X' — X x X',

Diese Abbildung ist nicht immer eine topologische Aquivalenz (ein Beispiel dazu wird
unten angegeben). Es ist Geschmacksache, ob man in einem solchen Fall X X X' oder
X x X’ (das iibliche Produkt) als besser ansehen will. (Viele Leute entscheiden sich in
der Situation fiir den CW-Komplex X X X’.)

Satz: Wenn X' endlicher CW-Komplex ist, dann ist die Abbildung
XXX — X xX'
eine topologische Aquivalenz. Ansonsten sind zueinander dquivalent:

(a) X x X’ (mit der induzierten Zellenstruktur) ist CW-Komplex.
(b) Die stetige bijektive Abbildung X X X' — X x X' ist topologische Aquivalenz.

BEWEIS. Sei X’ endlicher CW-Komplex. Zu zeigen ist, da dann X x X’ — X x X’
eine Quotientenraum-Abbildung ist. Dies nun folgt, sobald die beiden Abbildungen

XxX —XxX und XxX —XxX

Quotientenraum-Abbildungen sind. Das ist aber so nach einem oben angegebenen Kri-
terium {iiber die Vertréglichkeit von Quotientenraum-Konstruktionen mit Produkten:
Im Fall der ersten Abbildung ist das Kriterium anwendbar, da der Raum X eine
disjunkte Vereinigung von Billen ist, und daher lokal-kompakt. Im Fall der zweiten
Abbildung ist es anwendbar, da der Raum X’ als lokal-kompakt (sogar als kompakt)
ausdriicklich vorausgesetzt wurde.

Auch im allgemeinen Fall ist der Raum X X X’ ein CW-Komplex. Wenn also
X X X' — X x X' eine topologische Aquivalenz ist, so erbt der Produktraum X x X’
eine solche Struktur.

Umgekehrt sei nun vorausgesetzt, dal X x X', mit der induzierten Zellenstruktur,
ein CW-Komplex ist. Die offenen Zellen der beiden Ridume X x X’ und X x X'
entsprechen sich dann unter der stetigen bijektiven Abbildung XxX —XxX'.

Wir wollen zeigen, daf letztere Abbildung eine topologische Aquivalenz ist. In un-
serer Situation lauft es auf dasselbe hinaus, zu zeigen, daf} es sich um eine abgeschlossene
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Abbildung handelt. Dies gibt uns die Mdoglichkeit, einen Trick zu benutzen. Denn wir
konnen abgeschlossene Mengen mit Hilfe der endlichen Unterkomplexe charakterisieren
(eine Menge ist abgeschlossen schon dann, wenn ihr Durchschnitt mit jedem endlichen
Unterkomplex abgeschlossen ist).

Seien Y und Y’ endliche Unterkomplexe von X und X', dann ist die induzierte
Abbildung Y XY’ — Y x Y’ eine topologische Aquivalenz, wie schon gezeigt. Wegen
der nunmehr gemachten Voraussetzung (a) gilt auch: Eine Teilmenge O C X x X' ist
abgeschlossen schon dann, wenn ihr Durchschnitt mit jedem endlichen Unterkomplex
von X x X’ abgeschlossen ist. Dies ist aber dquivalent dazu, daf§ der Durchschnitt von
O mit Y xY’ abgeschlossen ist, fiir jedes Paar endlicher Unterkomplexe (Y,Y”) (denn
jeder endliche Unterkomplex von X x X’ ist enthalten in einem solchen Y x Y ). Die
Abbildung X X X’ — X x X' ist also abgeschlossen. O

BEMERKUNG. Die Endlichkeits-Bedingung in dem Satz wurde nur benutzt, um sicher-
zustellen, dafl X’ lokal kompakt ist. Letzteres ist z.B. auch dann erfiillt, wenn X’
lokal-endlich ist, d.h., wenn jeder Punkt als Umgebung einen endlichen Unterkomplex
besitzt. g

BEMERKUNG. Sind X und Y CW-Komplexe, so mufl das Produkt X x Y nicht
wieder CW-Komplex sein.

Hierzu betrachten wir zwei CW-Komplexe, deren jeder eine einzige 0-Zelle und
unendlich viele 1-Zellen hat. (Das ist der einfachste Fall eines nicht lokal-endlichen
Komplexes; allerdings wird einer der beiden Komplexe besonders viele 1-Zellen haben,
nédmlich iiberabzdhlbar viele). Das Produkt X x Y ist dann ein Zellenkomplex (mog-
licherweise aber nicht CW-Komplex) mit Zellen in den Dimensionen 0, 1 und 2. Speziell
gibt es eine einzige 0-Zelle, und die 2-Zellen entsprechen den Paaren

(1-Zelle von X , 1-Zelle von Y') .

Um einzusehen, dal X xY (mit der Produkttopologie!) tatséchlich nicht die richtige
Topologie fiir einen CW-Komplex hat, werden wir einen bestimmten Unterraum P
betrachten. Nach Konstruktion wird P aus jeder der 2-Zellen genau einen Punkt
enthalten; und keine Punkte sonst. Wire X x Y ein CW-Komplex, dann miifite, wie
wir wissen, ein solches P ein abgeschlossener Unterraum sein. Wir werden uns aber
davon iiberzeugen, dafl jede Umgebung der 0-Zelle den Unterraum P trifft. Da die
0-Zelle selbst nicht zu dem Unterraum gehort, kann dieser somit nicht abgeschlossen
sein; also kann auch X x Y kein CW-Komplex sein.

Um Dinge im Detail benennen zu kénnen, stellen wir uns nun vor, dafl fiir jede
der 1-Zellen in unseren beiden CW-Komplexen eine charakteristische Abbildung fest
gewdhlt ist; oder, was auf dasselbe hinauslduft, dafl der Abschlufl einer solchen Zelle in
bestimmter Weise mit einer S' identifiziert ist. Wir kénnen somit von Distanz reden.
Z.B. kann eine Umgebung der 0-Zelle charakterisiert werden als eine Teilmenge, die aus
der i-ten 1-Zelle alle Punkte bis zu einer Distanz e; enthélt; e; ist hier eine Zahl > 0,
die von ¢ (und natiirlich auch von der Umgebung) abhéngt.
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Wie eingangs gesagt, sollen X und Y jeweils eine einzige 0-Zelle haben und an-
sonsten nur 1-Zellen; letztere seien indiziert von Indexmengen

I =1Ix , J=Jy ,

iiber die wir nun verfiigen wollen. Die Menge J sei einfach die Menge der natiirlichen
Zahlen j=1,2,3,.... Die Menge [ ist dagegen viel grofler (und ist auch ein wenig
komplizierter zu beschreiben), die Elemente i € I sind die Folgen natiirlicher Zahlen

i = (i, iz, i3, ... ).

Der Trick, der mit dieser grofflen Indexmenge hier erreicht wird, ist, dal die Punkte der
nunmehr zu definierenden Menge P in der N&dhe der 0-Zelle sich arg werden dringen
miissen. Die Menge P wird so definiert. P enthilt, nach Definition, genau einen
Punkt aus der durch das Paar (i,j) indizierten offenen 2-Zelle von X x Y. Dazu
nimmt man irgendeinen Punkt aus dieser 2-Zelle, der geniigend nahe bei der 0-Zelle
ist; ndmlich dessen Koordinaten in den beiden zugehorigen 1-Zellen von der 0-Zelle eine
Distanz von hochstens (z'j)_l haben.

Der Unterraum P trifft jede Umgebung der 0-Zelle. Denn sei eine solche Umgebung
vorgegeben. Da X xY mit der Produkttopologie versehen ist, enthélt diese Umgebung
eine Produktumgebung (Késtchen-Umgebung) U x V. Wir werden zeigen, da§ P
schon U x V trifft.

Als Umgebung der 0-Zelle in Y enthélt V aus der 1-Zelle mit dem Index j alle
Punkte bis zu einer Distanz b; von der 0-Zelle. Wir nehmen dies zum Anla8, eine ganz
bestimmte Folge von natiirlichen Zahlen zu bestimmen, ndmlich

i = (i, iz, i3, ...)
wo fiir alle j gilt
i > und i > (b)),
Ahnlich enthélt U als Umgebung der 0-Zelle in X aus der 1-Zelle mit dem Index i
alle Punkte bis zu einer Distanz a; . Dies nutzen wir aus fiir die Wahl einer Zahl j mit

i>(a)™h .

Der Punkt in P, dessen Index (i, j) ist, hat von der 0-Zelle in beiden Koordinaten
eine Distanz von (ij)~! oder weniger. Nach Konstruktion ist andererseits

) <@ <@ wmd (G < b,

der Punkt ist also enthalten in U x V. O
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Homotopie-Erweiterungs-Eigenschaft

Die HEE ist niitzlich und ist auch nicht selten. Speziell werden wir uns von ihrem
Vorhandensein bei CW-Komplexen iiberzeugen. Wir beginnen mit einigen Allgemein-
heiten: wir wiederholen die Definition und geben ein paar Umformulierungen.

DErFINITION (HEE). Sei X Raum und A C X Unterraum. Das Paar (X, A) hat die
Homotopie-Erweiterungs-FEigenschaft, wenn folgendes gilt. Gegeben seien

(i) eine auf X definierte Abbildung

(ii) eine Homotopie der auf A eingeschrinkten Abbildung.
Dann existiert eine Homotopie der auf X definierten Abbildung, die die auf A vorge-
gebene Homotopie erweitert.

BEMERKUNG 1. Die HEE fir (X,A) ist dquivalent zu der folgenden Bedingung.
Gegeben seien ein Raum Y und Abbildungen X — Y und Ax|[0,1] — Y, die auf
A = AX0 iibereinstimmen, dann haben diese Abbildungen eine gemeinsame Erweiterung
auf den Raum X x[0,1] (wo X als Unterraum von letzterem betrachtet wird vermoge
X =Xx0).

Das ist nur die Ausformulierung der Definition.

BEMERKUNG 2. Die HEE fiir (X,A) ist dquivalent zu der folgenden Bedingung.
Gegeben seien ein Raum Y und eine auf dem zusammengeklebten Raum X U4 AX[0, 1]
definierte Abbildung

XUy Ax[0,1] — Y.

Dann existiert eine Erweiterung dieser Abbildung auf den Raum X x[0,1].
Denn statt, wie in der Bemerkung 1, die beiden Abbildungen auf X und auf Ax]0, 1]

anzugeben, so kann man ebenso gut eine Abbildung auf deren disjunkter Vereinigung
angeben,

X U Ax[0,1] — Y,
die vertriglich ist mit einer gewissen Aquivalenzrelation (sie wird erzeugt durch die
beiden Inklusionen A — X und A — A x [0,1] , a — (a,0) ). Es lduft deshalb auf
dasselbe hinaus, eine Abbildung auf X Usq A x[0,1], dem zusammengeklebten Raum,
anzugeben.
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BEMERKUNG 3. Wenn A abgeschlossener Unterraum von X ist, dann ist die HEE
fir (X, A) #quivalent zu der folgenden Bedingung. Gegeben seien ein Raum Y und
eine auf dem Unterraum X x0U Ax[0,1] € X x[0,1] definierte Abbildung

Xx0UAx[0,1] — Y.

Dann existiert eine Erweiterung dieser Abbildung auf den Raum X x[0,1].

Denn die Abgeschlossenheit von A garantiert, daf§ die natiirliche Abbildung
X Ug Ax[0,1] — Xx0UAxI0,1]

eine topologische Aquivalenz ist. Diese Abbildung ist ja ohnehin eine stetige bijektive
Abbildung. Wegen der Abgeschlossenheit von A ist sie auch eine abgeschlossene Abbil-
dung (das lduft darauf hinaus, daf eine Teilmenge in dem Unterraum X x0U Ax |0, 1]
genau dann abgeschlossen ist, wenn ihre Durchschnitte mit den abgeschlossenen Un-
terrdumen X x0 und Ax |0, 1] jeweils abgeschlossen sind).

BEMERKUNG 4. Wenn A abgeschlossener Unterraum von X ist, dann ist die HEE fiir
(X, A) #dquivalent zu der folgenden Bedingung. Der Unterraum X UAx|0, 1] C Xx[0,1]
ist Retrakt von X x[0,1].

Der Ubergang zwischen (3) und (4) ist ein Spezialfall von

HivLrssaTz. Sei C' Unterraum von Z . Es sind dquivalent:
(a) Jede Abbildung C —'Y lafit sich erweitern zu einer Abbildung Z —'Y .
(b) C ist Retrakt von Z .

BeEwEIS. (b)=-(a). Sei r:Z — C eine Retraktion (also r|C' =1d¢). Ist f:C =Y
eine Abbildung, soist for: Z —Y eine Erweiterung von f.

(a) = (b). Die Voraussetzung liefert, insbesondere, da§ Id¢c , die identische Abbildung
auf C', erweitert werden kann zu einer Abbildung r: Z — C'. U

Um die Homotopie-Erweiterungs-Eigenschaft fiir interessante Raumpaare nun nach-
zuweisen, hangeln wir uns hoch an Fillen wachsender Allgemeinheit.

SATZ. Das Paar (D™, 9D™) hat die HEE.

BEwEIS. Wir geben eine Retraktion an,
D™ x[0,1] — D™x0 U 9D™x]0,1] .

Die Abbildung wird definiert mit Hilfe der Schar von Geraden in R™ xR! | die durch den
Punkt (0,2), 0 € R™, 2 € R!, gehen. Jede solche Gerade trifft D™ x0UdD™x [0, 1]
in hochstens einem Punkt. Andererseits liegt jeder Punkt von D™ x [0, 1] auf genau
einer von den Geraden.

Die Abbildung besteht nun darin, da8 fiir jede von den Geraden der gesamte Durch-
schnitt mit D™ x [0, 1] auf den entsprechenden Punkt in D™x0UdD™x[0, 1] abgebildet
wird. Es ist klar (oder?), dafl die Abbildung stetig ist. O
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Bezeichne eine diskrete Menge eine Menge, die mit der diskreten Topologie versehen
ist — das, was manchmal auch als “diskreter topologischer Raum” bezeichnet wird.

KOROLLAR. Fiir jede diskrete Menge J hat (JxD™, Jx0D™) die HEE.

BEWEIS. Ist r7: D™x[0,1] — D™x0 U 0D™x][0,1] eine Retraktion, dann auch
(Idy xr): JxD™x [0,1] — Jx (D™x0UJdD™x][0,1])
~ JxD™x0U JxdD™x[0,1] . O

SATZ. X entstehe aus X' durch Anheften von m-Zellen, (mit Indexmenge J ),
X = X'Ujpopm JxD™ .
Dann hat (X, X') die HEE.
BEwEIs. Eine Retraktion
JxD™x[0,1] — JxD™x0U Jx9D™x]|0,1]

induziert eine solche auf der disjunkten Vereinigung mit X’x[0, 1] . Letztere Retraktion
ist vertriiglich mit der Aquivalenzrelation, die durch die Verklebe-Abbildung

(gxIdpq): Jx9D™ x [0,1] — X' x[0,1]

gegeben ist (wo g: Jx9D™ — X' die urspriingliche Verklebe-Abbildung bezeichnet).
Sie induziert deshalb eine Retraktion der verklebten Riume,

XX[Ov]-] ~ X,X[O71] UJXBDmX[O,l] JXDmX[Oal]

(Satz von oben)
— X'x[0,1] Ujxopmxio,1) (JXxD™x0UJxID™x[0,1]) .
Den Zielraum koénnen wir iiber Buchfithrungs-Manipulationen nun umformen,
X'%[0,1] Upapmxo,1 (JxD™x0UJxdD™x[0,1])
~ X'x[0,1] Ujgpmxo,1) (JxID™x[0,1] Usapmxo Jx D™x0)
~ ( X'x[0,1] U japmxio,1] J X OD™x[0,1] ) Usapmxo Jx D™ x0
~ X'x[0,1] Ujapmxg J*xD™x0
~ X'x[0,1] UXx0 ( CXx[0,1] ).

SATZ. Sei (X, A) ein relativer CW-Komplex. Das Raumpaar (X, A) hat die HEE.

BEWEIS. Zu zeigen ist, daf} eine Retraktion
fi Xx[0,1] — Xx0UAx|0,1]

existiert. Sei
A=X_,CcXyCc...CcX,C...CcX
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die Skelettfiltrierung. Das gesuchte f wiirde, per Restriktion, eine Folge von Retrak-
tionen
fm: Xmx[0,1] — X, x0U Ax[0,1]

induzieren, mit

fm| mel X [07 1] = fmfl .
Um f zu konstruieren, geniigt es umgekehrt aber auch, eine solche Folge von f,,’s zu
finden. Wir kénnen dann nédmlich f definieren als

f‘XmX[Ovl] = fm;

dieses f ist wohldefiniert (weil fp, | X,—1%[0,1] = fi—1), es ist eine Retraktion (weil
die f,, Retraktionen sind), und schliefllich ist f auch stetig (nach dem Satz, dafi f
genau dann stetig ist, wenn die Einschrinkungen f| X, x[0,1] fir alle m stetig sind.)

Die Existenz der gesuchten Folge {f,,} haben wir praktisch schon friither gezeigt.
Hier sind die Details. Wir konstruieren die Folge induktiv. Der Induktionsanfang ist
trivial: f_; ist die identische Abbildung auf A x [0,1]. Wir nehmen nun an, f,,_1 sei
schon konstruiert. f,, verschaffen wir uns dann so:

Weil die Einschrankung von f,,_1 auf
Xmx0N X,_1x[0,1] = X,,_1x0

eine identische Abbildung ist, konnen wir f,,_1 mit der Identitit auf X,,x0 fortsetzen
zu einer Abbildung

Id v fanl

Xmx0 U X1 %[0, 1] Xmx0UAx[0,1] .

Diese Abbildung ist wieder stetig (weil X,,,_1x0 abgeschlossen in X,,x0 ist), und sie
ist auch eine Retraktion.

Nach dem vorigen Satz gibt es eine Retraktion
T o XmXx[0,1] — X, x0 U X1 x][0,1] .

Die Zusammensetzung (Id U f,,—1) o7y, ist dann das gesuchte f, . O

BEMERKUNG. Fiir Raumpaare (X, A) im allgemeinen (also solche, die keine CW-
Komplexe sind) braucht die HEE nicht zu gelten. Beispiel: Sei X folgender Unterraum
von R,
X =[-L0u{i|n=1,2...7}.

Jede Homotopie der identischen Abbildung 148t jeden der isolierten Punkte % fest,
aus Stetigkeitsgriinden also auch den Punkt 0. Sei A der Unterraum [—1,0]. Wegen
des eben gesagten kann eine Homotopie der Inklusionsabbildung A — X nur dann
erweitert werden zu einer Homotopie von Idy , wenn sie den Punkt 0 festhilt. Es gibt
aber Homotopien, die nicht diese Eigenschaft haben; z.B. die Homotopie, die [—1,0]
auf {—1} zusammenzieht.
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Ein amiisanteres, wenn auch etwas komplizierteres Beispiel fiir dieses Phinomen
liefern die Hawaiischen Ohrringe, wobei A der ausgezeichnete Punkt ist (der gemein-
same Punkt aller der Kreise). Keine (!) nicht-triviale Homotopie der Inklusion A — X
1483t sich erweitern zu einer Homotopie von Idx . Denn angenommen, Idx sei homo-
top zu einer Abbildung f: X — X mit f(A) # A. Aus Stetigkeitsgriinden mufl f
unendlich viele der Kreise in eine (Intervall-) Umgebung von f(A) abbilden. Diese In-
tervallumgebung ist zusammenziehbar; also folgt, daf3 fiir diese unendlich vielen Kreise
die jeweilige Inklusionsabbildung S' — X nullhomotop ist (d.h., homotop zu einer
trivialen Abbildung). Das kann aber nicht sein: Jeder der Kreise ist Retrakt von X ,
und es wiirde folgen, daf8 die identische Abbildung S!' — S' homotop ist zu einer
trivialen Abbildung — was aber, wie wir wissen, nicht der Fall ist. O

Mit dem obigen Beweis des Homotopie-Erweiterungssatzes ist schliefllich auch der
Beweis des zelluldren Approximationssatzes fertig.

Wir wollen jetzt eine weitere Anwendung zur Kenntnis nehmen: Bis auf Homotopie
148t sich jede Abbildung zwischen CW-Komplexen schreiben als eine zellulédre Inklusion,
gefolgt von einer Homotopiedquivalenz !

Als Vorbereitung hierzu brauchen wir eine Konstruktion mit zelluléren Abbildungen.
Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf den Fall absoluter CW-Komplexe

=X ,CcXyCc...CcX,C...CcX.

SATZ. Sei f: X — Y eine zellulire Abbildung. Und sei X Unterkomplex von X' .
Dann ist der zusammengeklebte Raum

Z =YUxX (=Y UX /.o, fircex )
wieder ein CW-Komplex, mit Skeletten
Z, = Y, Ux, X/ .

BEWwWEIS. (i) Die Réume Z, existieren, weil f zellulire Abbildung ist, also, per
Einschréankung, auch Abbildungen X, — Y, liefert.

(ii) Z, entsteht aus Z,_; durch Anheften von n-Zellen. Denn Z, enthilt den
Unterraum
Y, Uanl lez—l ’
deraus Z, 1 = Y,1Ux, _, X}
n-Zellen von Y) :

Yn UXn—l X! = (JXD”UJann Yn—l) UXn—1 X/

n—1 n—1

~ JxD"Ujxopn (Yno1Ux, . X, 1) -

_; durch Anheften von n-Zellen entsteht (ndmlich den

Aus diesem Unterraum entsteht Z,, durch Anheften weiterer n-Zellen, denn man kann
schreiben:
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sowie
YVoUx, X, ~ (YaUx, (XoUx, , X21) ) Uxaox,  x,) Xnos

und X, entsteht ja aus X, Ux, , X]_; durch Anheften von n-Zellen, ndmlich der-

jenigen Zellen, die nicht zu dem Unterkomplex X, gehoren.

(iii) Zu zeigen ist noch, dafl die Abbildung |J Z,, — Z Quotientenabbildung ist.
Das folgt aber, weil (nach Definition) die anderen Abbildungen in dem kommutativen

Diagramm )
Un<Yn 0 X;) — Y UX
Un Zn - Z
Quotientenabbildungen sind. d

Nach dieser Vorbereitung kommen wir nun zu dem schon angekiindigten ‘Abbildungs-
Zylinder’. Zunichst sagt man ganz allgemein fiir eine Abbildung von topologischen
Réumen, f: X — Y, dafl der Abbildungszylinder Z(f) folgendermafen definiert sein
soll.

Némlich, der Raum X wird zunéchst ‘aufgedickt’ zu X x [0.1], und das ‘hintere
Ende’ dieser Aufdickung, also X x1, wird dann an den Raum Y angeheftet vermoge
der Abbildung f.

Oder, in technischer Sprache,
Z(f) = Xx[0,1] Uxxa Y ;
der Quotientenraum der disjunkten Vereinigung X x [0,1] U Y beziiglich der Aqui-
valenzrelation, die erzeugt ist von (x,1) ~ f(z), fir z € X .

Die Konstruktion hat die folgenden (offensichtlichen) Eigenschaften:

Es gibt eine Projektion p: Z(f) — Y . Sie ist induziert von der Abbildung “Projek-
tion auf den ersten Faktor” X x [0,1] — X ; némlich als die Abbildung

Xx[0,1] Uxx1Y — XUxY ~ Y .

Es gibt eine Inklusion jo: X — Z(f). Sie ist induziert von x + (z,0); némlich als
die Zusammensetzung

X — Xx[0,]] UY — Xx[0,1] Uxx1 YV
Es gilt, dafl die Komposition von der Inklusion jo mit der Projektion p gleich der

urspriinglichen Abbildung f ist.

Es gibt auch eine Inklusion j;:Y — Z(f). Die Komposition der Inklusion j; mit
der Projektion p ist die identische Abbildung auf Y .

SchlieBlich gilt auch noch, dal Y tatséchlich Deformationsretrakt von Z(f) ist: Die
Kontraktion von [0,1] auf den Endpunkt 1 induziert eine Deformation von X x [0, 1]
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auf X x1, und damit auch eine Homotopie, relativ zu dem Unterraum j;(Y), von der
identischen Abbildung auf Z(f) zu der Abbildung j; op.

Wenn nun X und Y CW-Komplexe sind, so héitte man gern, daf§ auch der Ab-
bildungszylinder ein CW-Komplex ist. Beim zweiten Hinschauen stellt man aber fest,
daf} es in dieser Allgemeinheit in Wirklichkeit keine Chance gibt. Es ist namlich nétig,
zu verlangen, daf} die fragliche Abbildung sich in Bezug auf die Zellenstruktur verntinftig
verhélt; mit anderen Worten, dafl es sich um eine zelluldre Abbildung handelt. Damit
kommt man andererseits aber auch hin.

Seien X und Y (absolute) CW-Komplexe, und sei f: X — Y eine zellulire
Abbildung. Der Abbildungszylinder Z(f) ist dann auf natiirliche Weise wieder ein
CW-Komplex, namlich:

(i) Das Intervall [0,1] ist CW-Komplex in naheliegender Weise (mit zwei 0-Zellen
und einer 1-Zelle).

(ii) Der Produktraum X x [0,1] ist dann auch CW-Komplex (fritherer Satz) und
enthélt die Unterrdume X x 0 und X x 1 als Unterkomplexe.

(iii) Da die Abbildung f als zelluldr vorausgesetzt war, ist dann auch der zusam-
mengeklebte Raum Z(f) = X x [0,1] Uxx1 Y wieder ein CW-Komplex (nach dem
vorigen Satz).

Die Inklusionen jo: X — Z(f) und j1:Y — Z(f) sind jetzt zelluldre Inklusionen
(d.h., sie gestatten uns, X und Y als Unterkomplexe von Z(f) aufzufassen). Die
Abbildung p: Z(f) — Y ist ebenfalls zellular.

Aufler den Zellen von Z(f), die in den Unterkomplexen X und Y enthalten sind,
gibt es noch einen weiteren Typ von Zellen: Jede n-Zelle von X ergibt, mit der 1-Zelle
von [0, 1] kombiniert, eine (n+1)-Zelle von Z(f).

SATZ. Sei g : X — Y eine Abbildung von CW-Komplexen. Dann gibt es eine zu g
homotope Abbildung f , die geschrieben werden kann als eine zelluldre Inklusion gefolgt
von einer zelluldren Abbildung, wobei letztere Abbildung eine Homotopiedquivalenz ist.

BEwWEIS. Anwendung des zelluldren Approximationssatzes liefert eine zu g homotope
Abbildung f, die zelluldr ist. f ist dann gleich der zusammengesetzten Abbildung

X L oz 2> v, 0
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Whitehead-Satz

Wir wollen uns jetzt dem Beweis des Satzes von Whitehead zuwenden, dafl eine Abbil-
dung zwischen ‘verniinftigen’ Rdumen (d.h., CW-Komplexen — oder CW-Komplexen
bis auf Homotopiedquivalenz), da also eine solche Abbildung schon dann eine Ho-
motopiedquivalenz ist, wenn sie Isomorphismen der Homotopiegruppen induziert. Der
Beweis geht in drei Schritten.

1. Reduktion auf den Fall einer Inklusionsabbildung

2. Formulierung (und Beweis) eines solchen Satzes, in dem Homotopiegruppen gar nicht
vorkommen

3. Ubersetzung des letzten Schrittes in eine Formulierung mit Homotopiegruppen.

Der erste Schritt ist durch die Konstruktion des Abbildungszylinders im wesentlichen
schon geleistet, wir werden bei der endgiiltigen Formulierung noch einmal darauf einge-
hen. Wir kommen jetzt zum zweiten Schritt.

DEFINITION. Sei Y topologischer Raum und B C Y Unterraum. Die Inklusion
B — Y heifit n-zusammenhéngend, wenn fiir jedes m < n und fiir jede Abbildung

g: (D™,0D™) — (Y,B)

gilt: Es gibt eine Homotopie, relativ dD™ | von g zu einer Abbildung, deren Bild ganz
in B enthalten ist.

BEISPIELE. 1) Ist B Deformationsretrakt von Y, soist B — Y n-zusammenhingend
fir alle n.

2) Der Fall n =0 besagt: Jeder Punkt von Y ist deformierbar in einen solchen von
B (m.a.W., die von der Inklusion induzierte Abbildung 7o(B) — 7o(Y") ist surjektiv).

Wie bereits angedeutet, werden wir diese Begriffsbildung spéter (3. Schritt) “noch
algebraischer” (ndmlich mit Hilfe von Homotopiegruppen) formulieren.
SATZ. Sei (X, A) ein relativer CW-Komplex. Sei f: (X, A) — (Y, B) eine Abbildung,

wobei (Y, B) n-zusammenhéngend ist. Dann ist f homotop zu einer Abbildung mit
Bild (X,)) € B .

BEWEIS. Wir konstruieren induktiv eine Folge von Abbildungen f,,: (X, A) — (Y, B),

m=-1,0,1,...,n, fo1 = f,mit f,(X,,) C B, wobei jeweils f,, homotop zu f,,_1

ist, beziiglich einer Homotopie, die auf X,,_; konstant ist.
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Sei m >0 und sei f,,_1 bereits konstruiert; wir wollen jetzt f,, konstruieren. Per
Einschrénkung liefert f,,_1 eine Abbildung

(X, Xm—1) — (Y, B) .

Sei (D™,0D™) — (X, X;m—1) reprisentierende Abbildung fiir eine der m-Zellen.
Nach Definition von “n-zusammenhédngend” (und weil m < n) gibt es nun eine Ho-
motopie, relativ. D™ | von der zusammengesetzten Abbildung

(D™, 0D™) — (X, Xm-1) — (Y, B)
zu einer Abbildung mit Bild in B.

Allgemeiner, wenn J die Indexmenge fiir die m-Zellen von (X, A) ist, dann gibt es
eine Homotopie, relativ J x0D™ | von der zusammengesetzten Abbildung

(JX D™, JxOD™) — (X, Xm_1) — (Y, B)

zu einer Abbildung mit Bild in B. Zusammen mit der konstanten Homotopie auf
Xm—1 liefert dies, per Verkleben, eine Homotopie auf X,,, relativ X,,_1, von der
Einschrinkung von f,,—; auf X,, zu einer Abbildung auf X,, mit Bild (X,,) ganz
enthalten in B. Mit Hilfe der HEE fiir das Paar (X, X,,) erhalten wir dann eine
Homotopie relativ X,,, 1, von f,,_1 zu unserem gesuchten f,, . 0

DEFINITION. Eine Inklusion B — Y heif3t eine schwache Homotopiedquivalenz, wenn
sie n-zusammenhéngend ist fiir alle n .

BEMERKUNG. Allgemeiner gibt es diese Vokabel fiir Abbildungen, die nicht notwendig
Inklusionen sind (die Definition lautet dann, etwa, “eine Abbildung, die Isomorphis-
men samtlicher Homotopiegruppen induziert”). Die Wortwahl bei der Begriffsbildung
ist vielleicht ein wenig ungliicklich. Sie diirfte herkommen von “wird impliziert von
Homotopie-Aquivalenz, ist aber moglicherweise ein wenig schwicher”. Schwache Ho-
motopie-Aquivalenz ist jedenfalls im allgemeinen keine Aquivalenzrelation. Es folgt
allerdings aus dem Whitehead-Satz, daB schwache Homotopie-Aquivalenz zumindest
fiir CW-Komplexe doch eine Aquivalenzrelation ist. 0

SATZ. Die Inklusion B — Y sei eine schwache Homotopiedquivalenz. Sei (X, A) ein

relativer CW-Komplex und
f : (X>A) - (YaB)

eine Abbildung. Dann ist f homotop, relativ A , zu einer Abbildung mit Bild in B .
BEWEIS. Wir geben eine Folge von Abbildungen (X, A) — (Y, B) an,
f:f—17 f07 f17

und von Homotopien
Fy, Fy, ...,

wobei F;, eine Homotopie, relativ X,,_1, von f,—1 zu f, ist, und f,(X,) C B.

46



Die induktive Konstruktion von f, und F}, , ausgehend von f,_ 1, wurde im Beweis
des vorigen Satzes bereits angegeben. Wie im Beweis des Zelluldre- Approximations-
Satzes kann man diese unendlich vielen Homotopien nun zusammenbauen zu einer einzi-
gen Homotopie (derselbe Trick, dieselbe Formel; vgl. S.29). Letztere Homotopie liefert
als ihren ‘Endzustand’ insbesondere die gesuchte Abbildung. O

KOROLLAR. Sei (X, A) ein relativer CW-Komplex. Die Inklusion A — X sei schwache
Homotopiedquivalenz. Dann ist A Deformationsretrakt von X .

BeEwEIS. Wir wenden den vorigen Satz an auf die identische Abbildung (X,A) —
(X,A). Dies zeigt, es gibt eine Homotopie, relativ. A, von Idx zu einer Abbildung
mit Bild in A . O
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Homotopiegruppen

Als néchstes wollen wir uns jetzt mit Homotopiegruppen beschiéftigen. Wie schon bei der
Fundamentalgruppe, so braucht man aus technischen Griinden immer einen Basispunkt
(man benétigt ihn, um die Gruppenstruktur zu definieren).

Bezeichne also sp € S™ einen ein fiir allemal fest gewéhlten Punkt (z.B. den Siidpol
—welchen Punkt man nimmt, ist letztlich irrelevant; es gibt ja zu z.B. auch zu je zwei
Punkten immer eine topologische Aquivalenz von S™ auf sich, die diese beiden Punkte
ineinander iiberfiihrt).

DEFINITION. Sei X ein topologischer Raum und zg € X ein fest gewéhlter Punkt,
der Basispunkt. Dann ist 7, (X, z¢) definiert als die Menge der Homotopieklassen von
Abbildungen

(Sn, So) i (X, $0)
(d.h., stetigen Abbildungen S™ — X mit sg — zp; und ‘Homotopien’ solcher Abbil-
dungen sind relativ zu s) .

DER FALL n = 0. Die 0-Sphire S° ist die disjunkte Vereinigung zweier Punkte, und
auf einem davon (némlich auf sy) ist iiber die Abbildung schon verfiigt. Die Menge
mo(X, o) ist daher in 1:1 Beziehung zu der Menge der Wegzusammenhangsklassen von
Punkten in X (die wir frither mit m(X) bezeichnet hatten). Die jetzt vorgenommene
Auswahl des Basispunktes bewirkt nur, dafl unter den Wegzusammenhangskomponenten
von X nunmehr eine als ausgezeichnet betrachtet wird, nédmlich diejenige, die den
Punkt z( enthélt. Die punktierte Menge 7o(X,zo) 148t sich i.a. nicht auf verniinftige
Weise mit einer Gruppenstruktur versehen.

DER FALL n > 0. Da S™ wegzusammenhéngend ist fiir n > 0, hat jeder Reprasentant
von 7,(X,x9) sein Bild ganz in der Wegzusammenhangskomponente des Basispunk-
tes xzp. Das heifit, m,(X,zo) ‘sieht’ nur diese eine Wegzusammenhangskomponente.
Oder anders gesagt, es ist m,(X’,z0) — mp(X,xo), wenn X’ die z¢ enthaltende
Wegzusammenhangskomponente bezeichnet. Die Menge m,(X,z) enthilt ein aus-
gezeichnetes Element, ndmlich die Klasse der trivialen Abbildung S™ — zq .

Im Falle n =1 148t sich 7, (X, zo) in einer schon bekannten Weise mit einer Grup-
penstruktur versehen; das Resultat ist die Fundamentalgruppe. Dasselbe Verfahren (im
wesentlichen) liefert auch eine Gruppenstruktur fiir n > 2; wir gehen spéter im Detail
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darauf ein. Dabei werden wir die etwas iiberraschende Tatsache zur Kenntnis nehmen,
daB diese Gruppen (fiir n > 2) immer abelsch sind.

MERKREGEL. Je hoher der Index, desto “besser” die Struktur
n=0: punktierte Menge

n=1: Gruppe

n > 2: abelsche Gruppe.

In allen Féllen ist das ausgezeichnete Element S™ — zy von m,(X,z) auch das
neutrale Element fiir die Gruppenstruktur.

Die Konstruktion von 7, (X, o) ist ‘natiirlich’ im technischen Sinn. Das heift, die
Konstruktion ist mit Abbildungen vertriiglich (was eine sehr wichtige Eigenschaft ist).
Sei ndmlich f: (X, z0) — (Y,y0) eine Abbildung von punktierten Rdumen (d.h., eine
Abbildung f: X — Y mit f(zo) =yo). f induziert dann eine Abbildung

f* : Wn(Xa'xO) - 7TTL(Y;yO)

in naheliegender Weise. Wenn némlich [o] die Klasse von a: (S",s¢) — (X, z¢) be-
zeichnet, dann wird f.([«]) definiert als [f o «], die Klasse der zusammengesetzten

Abbildung
fOOéZ (Sn,SO) —)(Y>y0) ) (Sn780) —0‘) (X,.ZE()) : (Y7y0) .

Es ist klar (oder?), dafl dies wohldefiniert ist, d.h., dafl die Klasse [f o «] nur abhingt
von der Klasse [a], nicht von dem Représentanten « selbst.

Ist speziell A ein Unterraum von X und xg € A, dann induziert die Inklusionsab-
bildung A — X auch Abbildungen m,(A,xz¢) — 7, (X,x0). Wenn diese Abbildungen
keine Isomorphismen sind, was ja vermutlich im allgemeinen der Fall sein wird, so hétte
man gern eine Art von ‘Maf}’ dafiir, wieweit die Abbildungen davon abweichen, Isomor-
phismen zu sein. Interessanterweise nun ist es moglich, genau so eine Art Mafl wirklich
zu bauen.

Dazu definiert man die relativen Homotopiegruppen m, (X, A, zg) . Diese sind gerade
so gemacht, wie sich in Kiirze herausstellen wird, daf sie (bei wegzusammenhéngendem
X) genau dann sdmtlich trivial sind, wenn die Abbildungen m,(A4,z¢) — 7, (X, zo)
samtlich Isomorphismen sind.

DEFINITION. 7,(X, A, xy) ist die Menge der Homotopieklassen von Abbildungen
o (D”,S”_l,so) — (X, A, ) .

Im Detail: D" ist der n-dimensionale Ball, S"~!' ist die Randsphiire von D™,
sp € S™~ 1 ist der Basispunkt (die vorausgesetzte Existenz des Basispunktes erzwingt,
dal S"71 £, also n >1). « ist eine Abbildung D™ — X , die zwei Bedingungen
erfiillt, ndmlich a (S"!') C A und a(sg) = z¢ . Der Begriff Homotopieklassen bezieht
sich auf Abbildungen eben dieses Typs: d.h., als Homotopie bezeichnen wir hier eine
stetige Familie von Abbildungen «y, t € [0,1], mit oy (S”_l) C A und a¢(sg) = xo
fiir alle t.
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Die Menge m,(X, A, z¢) hat ein ausgezeichnetes Element (ndmlich die Klasse der
trivialen Abbildung D™ — xg), und es gilt wiederum die Merkregel, dafl mit wachsen-
dem Index n die Struktur immer besser wird: m, (X, A, z¢) ist definiert fiir n > 1, es
hat eine Gruppenstruktur fiir n > 2 (wie wir uns spéter im Detail iiberlegen werden),
und fiir n > 3 ist diese Gruppenstruktur sogar abelsch.

Die Definition von m,(X, A, zo) ist ‘natiirlich’ im technischen Sinn, d.h., eine Ab-
bildung (X, A, z¢) — (Y, B,yo) (eine Abbildung X — Y mit A — B und zy — o)
induziert Abbildungen

(X, A, x9) — m (Y, B, yo)

wie es sich gehort.

Speziell hat man Abbildungen m, (X, {zo},z0) — m(X, A, o) . Diese sind interes-
sant wegen

SaTz. Es gilt 7, (X, {zo},20) =~ mn(X,x0) fiir jedes n > 1.

BEweris. Klar, denn die Abbildungen (D”,S”’l,so) — (X, {xo},zp) sind in 1:1
Beziehung zu den Abbildungen des Quotientenraumes (D” /8n—1, so) — (X, z) ; diese
1:1 Beziehung respektiert Homotopie, und D™/S"~! ~ S™. O

Man hat also insgesamt eine natiirliche Abbildung
(X, o) — (X, A, z0) .
Man hat auch eine natiirliche Abbildung
(X, A, x0) Tn—1(4, 20)

(a: (D™, 8" ' s0) = (X, A, z0) ) — (a]S"1: (8" s0) — (A,20) ) -

Zusammen mit den Abbildungen 7, (A, z¢) — m,(X,x9) bekommt man so die lange
Folge der Homotopiegruppen von (X, A, xq),

e 7Tn+1(X,A,.'1:O) — Wn(A,CU()) — Fn(XaxO) — 71-TI,()(7A-7'1;0) —_—
Die Folge endet mit
- — m(X,20) — m(X, A, 20) — mo(A,20) — mo(X,20) -

Die letzten drei Terme hier sind keine Gruppen, sondern nur punktierte Mengen. Das
soll uns aber nicht weiter stéren.

Wie frither schon angekiindigt wurde, so messen die relativen Homotopiegruppen,
wie weit die Abbildungen 7, (A, zg) — 7, (X, x0) von Isomorphismen abweichen. Dies
konnen wir jetzt prézisieren in einer nunmehr einzufithrenden Sprechweise: Die lange
Folge der Homotopiegruppen ist eine exakte Folge im Sinne der folgenden Definition.
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DEFINITION. Sei g : L — M eine Abbildung von punktierten Mengen, wo M den
Basispunkt mg hat. Das Urbild g='(mg) wird als der Kern der Abbildung g be-

zeichnet. Sei
K-Lrn-% M
eine drei-Term-Folge von Abbildungen von punktierten Mengen. Die Folge heifit exakt
(oder genauer auch: exakt an der Stelle L ), wenn gilt
Bild(f) = Kern(g) .
Eine lange Folge von punktierten Mengen
i Lm+2 — Lm+1 — Lm — Lm—l —_—
heifit exakt oder heifit eine exakte Folge wenn gilt, dal jede der drei-Term-Folgen

Ly.1 — L, — L,_1 exakt ist.

Der Begriff der exakten Folge ist absolut fundamental. Man muf} sich damit vertraut
machen.

BEISPIELE. (a) Sei K S R {*} exakt, wo {x} eine einpunktige Menge be-
zeichnet. In diesem Fall ist Kern(g) = L. Die Beziehung Bild(f) = Kern(g) besagt
also in dem Fall, daf} die Abbildung f surjektiv ist.

(b) Sei {x} Lo L % M eine exakte Folge von Gruppen. (Die Abbildungen seien
Gruppenhomomorphismen, und die Einselemente seien als die ausgezeichnete Elemente
angesehen). Die Beziehung Bild(f) = Kern(g) besagt in dem Fall, da} ¢ trivialen
(=einelementigen ) Kern hat. Da ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist, ist dies dqui-
valent dazu, dafl ¢ injektiv ist.

Zur weiteren Illustration des Begriffs dient der folgende Satz.

SATZ. Sei X wegzusammenhingender Raum. Sei A Unterraum von X . Sei xg € A.
Es sind folgende beiden Aussagen zueinander dquivalent:

(1) m(X,A,z0) = {x}, firn=1,2, ...
(ii) Die Abbildung i.: m,(A,xg) — 7, (X, x0) ist ein Isomorphismus fiir alle n .

BEwEIS. Im Vorgriff auf noch zu behandelnde Dinge benutzen wir:

(1) Die Exaktheit der langen Folge
(2) Die algebraische Struktur von m,(...)

“(i) = (ii)” Beispiel (a) angewandt auf die Teilfolge
7"-71(*’47-T0) 1_*) 7T’n(‘Xra IO) B Wn(Xa A,l’o) = {*}

ergibt die Surjektivitdt von i, (fiir n > 1). Beispiel (b) angewandt auf die Folge von
Gruppen (fiir n > 1)

(¥} = Tpi1 (X, A, 20) — (A, 20) — (X, 20)

ergibt die Injektivitdt von i, (fiir n >1).
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Der Fall n = 0 ist eine (triviale) Ausnahme. Nimlich nach Voraussetzung ist
mo(X, z9) = {*}, deshalb
mo(A,zg) = Kern( mo(A, o) — mo(X, o) )
= Bild( m (X, A, z¢) — mo(A,x0) ) = {x} ,
also ist mo(A, o) — mo(X,x9) auch in diesem Fall ein Isomorphismus.
“(ii) = (1)” Wegen der Injektivitidt von i, ist
Bild ( 7, (X, A, 29) — mp—1(A,z0) ) = Kern( m,—1(A4,2z0) = mp_1(X,x0) ) = {*} .
Daraus ergibt sich
(X, A, xg) = Kern( m,(X, A, z0) — mp—1(A, z0) )
= Bild ( 7, (X, z0) — (X, A, 20) )
d.h., 7, (X, z0) — 7o (X, A, xo) ist surjektiv.
Wegen der Surjektivitéit von 4, gilt andererseits
(X, 20) = Bild ( 7, (A, x0) — T (X, 20) )
= Kern ( m, (X, z0) — mp (X, 4, 20) )
Folglich ist Bild (7, (X, z0) — mn (X, 4, 20) ) trivial und damit (wegen der vorher nach-

gewiesenen Surjektivitdt) auch 7, (X, A, xo) selbst trivial. O

BEMERKUNG. Tatséchlich liefert der vorstehende Beweis auch einen etwas allgemeineren
Sachverhalt: In der Situation des Satzes ( X wegzusammenhéngend, A Unterraum von
X, zp € A) sind zueinander dquivalent:

(i) m(X,Ayxg)={x}, firn=1,2,....,m.
(il) dy: T (A, x0) — mp (X, zo) ist isomorph fiir n < m und ist surjektiv fir n =m.

Dies ist insbesondere deshalb interessant, als die Aussage (i) #quivalent ist dazu,
daBl (X, A) m-zusammenhingend ist:

SATZ. Sei X wegzusammenhingender Raum. Sei A Unterraum von X . Sei xg € A.
Es sind dquivalent:

(i) (X, A ) = {x} , fiiralle n=1,2,...,m
(ii) (X, A) ist m-zusammenhédngend.

BEwEIS. Fiir das folgende Argument diirfen wir zusétzlich annehmen, dai der Raum
A wegzusammenhingend ist. Denn zu vorgegebenem a € A gibt es eine Abbildung

(D',0D') — (X, A) mit Bild (0D") = {g,a} ,

weil X wegzusammenhiingend ist. Wenn wir die Aussage (i) als gegeben annehmen,
so folgt, dafl diese Abbildung deformierbar ist (in spezieller Weise!) in eine triviale
Abbildung; wenn wir die Aussage (ii) als gegeben annehmen, so folgt, da§ die Abbildung
deformierbar ist (relativ Rand) in eine Abbildung mit Bild in A. In jedem Falle folgt
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also, dal @ mit x¢ durch einen Weg in A verbindbar ist. Ein Weg von xy zu x; in
A nun induziert einen Isomorphismus

ﬂ-n(Xv Aa $0) L) 7T’n()(u A)'Tl)

nach einem einfachen Argument, das wir spéiter (in Zusammenhang mit dem Kom-
positionsgesetz) zur Kenntnis nehmen werden. Die Aussage “m,(X,A,x9) = {x}”
héngt also nicht von dem gewéhlten Basispunkt zg ab. Der Satz folgt damit aus dem
folgenden Hilfssatz (den wir spéter auch noch bendtigen werden, um die Exaktheit der
langen Folge nachzuweisen).

HILFssATz. Gegeben sei a: (D™,0D™) — (X, A), mit a(sg) = x¢ . Es sind dquivalent:
(i) [o] = Klasse der trivialen Abbildung
(ii) Es gibt eine Homotopie, relativ D™ , von « zu einer Abbildung mit Bild in A .

BEWEIS. “(i)=-(ii)”. Eine Homotopie von der trivialen Abbildung zu der Abbildung
« ist eine Abbildung

F:D"x[0,1] — X
mit den Eigenschaften F(D"x0) = zo, F|D"x1 = «, und

F(sop,t) = xo furalle t €[0,1], und F(OD"x[0,1]) C A .

Es wird nun geniigen, zu zeigen, dal « homotop ist, relativ zu 0D™, zu einer zusam-
mengesetzten Abbildung o/, der Art

D" — . D"x0Uppnxo dD"x [0,1] —1— A

(wo die Abbildung “ F'| — ” eine Einschrinkung von F' bezeichnet). Dazu konstru-
leren wir explizit eine solche Homotopie H von « zu «'. Die Homotopie H wird
definiert als die Komposition der Abbildung F (die urspriingliche Homotopie) mit
einer Abbildung G: D" x [0,1] — D™ x [0,1], die jetzt angegeben werden soll.

Die Konstruktion hat zu tun mit derjenigen, die im Nachweis der HEE fiir das Paar
(D™, 0D™) verwendet wurde. Wie dort betrachten wir D™ x [0,1] als Unterraum von
R"xR! . Die gewiinschte Selbst-Abbildung G des Unterraumes D"x[0, 1] wird definiert
mit Hilfe der Schar von Geraden durch den Punkt (0,2), 0 € R*, 2 € R,

Kurz gesagt, eine “vertikale Strecke” in D™ x [0, 1] soll durch G abgebildet werden
auf den Durchschnitt von D™ x [0,1] mit einer Geraden aus der Schar.

Im Detail: Ist x € D™, so gibt es genau eine Gerade der Schar, die durch den Punkt
(z,1) geht. Nach Definition bildet G nun die Strecke {z} x [0,1] linear (oder besser
vielleicht, ‘affin’) ab auf den Durchschnitt der fraglichen Geraden mit D™x[0,1]. Dieser
Durchschnitt ist entweder selbst eine Strecke (wenn z € ]5”) oder er ist ein einziger
Punkt (wenn x € 9D™). Es ist klar (oder?), dal G eine stetige Abbildung ist; und
daf} sie auch die folgenden Eigenschaften hat.

(1) Die Einschrankung auf 9D x [0, 1] bildet alle “vertikalen Strecken” auf Punkte
ab. Es folgt, dafl die Homotopie H = F o G auf dem Rand 0D™ konstant ist.
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(2) Die Einschrinkung auf D™ x1 ist die identische Abbildung. Es folgt, dal H
eine Homotopie ist, die mit « ‘aufhort’.

(3) Die Einschriinkung auf D" x0 ist eine topologische Aquivalenz
D"x0 — D"x0 Ugpnxo OD"x [0,1]
Es folgt, dal H eine Homotopie ist, die mit dem obigen o’ ‘anfingt’.
“(ii)) = (i)” Es geniigt zu zeigen, eine Abbildung (D™, sg) — (A, xo) représentiert das

triviale Element von 7, (X, A,z¢). Klar, denn die verlangte Deformation ist induziert
von einer Deformationsretraktion von D™ zu sq. O

SATz. Die Folge der Homotopiegruppen
— T (X, A, 20) P ma(A,20) — (X, 20) 1 ma(X,A,30) —
ist eine lange exakte Folge.

BEwEIs. Wir haben drei Fille nachzuweisen, von denen jeder aus zwei Teilaussagen
besteht, ndmlich

Bild(?) ¢ Kern(??) und Bild(?) D Kern(??) .

Exaktheit von m,(A,xo) LN (X, o) L, (X, A z9) (n>1)

Sei a: (D™, 0D™) — (X, zo) Reprisentant eines Elements [a] von 7, (X, zq). Wir
miissen zeigen:
[a] € Bild(i) = (bzw.‘<’) [a] € Kern(j)

“=7 o] € Bild(i) heifit, « ist homotop (rel. D™ ) zu einer Abbildung
o (D™,0D") — (A, xp) .
Aber als Abbildung (D™, 0D™, sg) — (X, A, z¢) aufgefafit, repriisentiert o’ das triviale
Element von 7, (X, A, xg) (siehe obigen Hilfssatz).

“<” Wenn «: (D",0D") — (X, z0), aufgefafit als Représentant eines Elements
von 7,(X, A, xg), das triviale Element repréisentiert, dann gibt es nach dem Hilfssatz
eine Homotopie, relativ dD™ , von « zu einer Abbildung mit Bild in A .

Exaktheit von m,.1(X, A, 20) —— 7 (A, z0) AN T (X, o)
Sei ac: (S™,s0) — (X, z0) eine Abbildung. Dann sind &quivalent:
(a) « ist nullhomotop relativ s
(b) « 1Bt sich erweitern zu einer Abbildung von D"*1.

Wir haben dies frither zur Kenntnis genommen in einer Formulierung ohne Basis-
punkte. Mit Basispunkten ist es auch nicht schwieriger:

(a) = (b) weil S"x[0,1]/S"x1 ~ Dn*!
(b) = (a) weil sg Deformationsretrakt von D" ist.
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Speziell fiir Abbildungen «: (S™,sg) — (A4,x0) ist Aussage (a) gleichbedeutend mit
[a] € Kern(i), und Aussage (b) ist gleichbedeutend mit [a] € Bild(p). Es folgt,
daB Kern(i) = Bild(p) .

Exaktheit von m,11(X, o) 2, Tna1 (X, A, 20) —— 7, (A, x0)

Sei [a] € mui1(X, A, 20), sei a: (D" D" s5) — (X, A,70) ein Repriisen-
tant von [a]. Die Aussage “[a] € Bild(j)” ist gleichbedeutend damit, dal die Ab-
bildung « homotop ist zu einer Abbildung o' mit o/(0D"™!) = xy. Daraus folgt
pla] = pld/] = [o/ |dD™ 1] ist trivial.

Umgekehrt, pla] trivial heifit, es gibt eine Homotopie, relativ sg, von «o|dDmH!
zur trivialen Abbildung. Nach der HEE von (D"*1 9D"t1) folgt, es gibt eine Ho-

motopie von « zu o, die diese Homotopie erweitert. o’ hat dann die Eigenschaft
a”"(OD"1) = ¢, also [a] = [o] € Bild(j). O

Wir wollen nun die Gruppenstruktur auf der Menge m,(X, A, zp) beschreiben (dazu
miissen wir annehmen n > 1 und, wenn der Unterraum A nicht nur aus dem Basis-
punkt xg besteht, sogar n > 2).

Wir geben zunéchst eine Beschreibung im Rahmen unserer bisher benutzten Defini-
tion von 7, (X, A, xg) ; dabei beschréinken wir uns auf den absoluten Fall (der Fall, wo
der Unterraum A eigentlich gar nicht da ist; also nur aus dem Basispunkt besteht).

Bezeichne S™V S™ den Raum, der durch das “Verkleben zweier n-Sphéiren an ihren
Basispunkten” entsteht (d.h., der Quotientenraum der disjunkten Vereinigung der bei-
den Sphéren, der dadurch entsteht, dafi die beiden Punkte identifiziert werden). Die
Abbildungen

a: (S"VS" s)) — (X,x0)
sind dann in 1:1 Beziehung zu den Paaren von Abbildungen
ar: (8", s0) — (X,zo), a2 (8", 50) — (X, 20) ;

dabei ist z.B. a; durch o gegeben als die Komposition

(Sn, 80) erste Inklusion (Sn v Sn, 30) «@ (X, 1’0) '

Aus « (oder was dasselbe ist, aus dem Paar (ap,as) ) gewinnt man eine neue Ab-
bildung, die mit «a; + as bezeichnet werden soll, dadurch, dal man mit einer ganz
bestimmten Abbildung p: S™ — S™ V S§" zusammensetzt. Namlich S™ Vv S™ kann
identifiziert werden mit dem Quotientenraum S™/ Aquator (vorausgesetzt, n > 1);
fiir p nimmt man die Quotientenabbildung

S" ——— S"/Aquator ~ S™V S™;

und man definiert dann
a1 t+Q2:= qop .
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Diese Komposition ist mit dem Ubergang zu Homotopieklassen vertriglich (was wir hier
nicht weiter nachpriifen), deshalb kann man schliefilich auch definieren

[011] + [042} L= [011+012] .

Es ist eine niitzliche Ubung, sich im Rahmen dieser Beschreibung zumindest folgendes
klarzumachen: (1) das triviale Element ist neutrales Element fiir das Kompositions-
gesetz, (2) inverse Elemente existieren, (3) es gilt das Assoziativgesetz fiir die Kom-
position; denn folgendes Diagramm kommutiert bis auf Homotopie (d.h., die beiden
zusammengesetzten Abbildungen in dem Diagramm, von oben links nach unten rechts,
sind zueinander homotop)

st —— STV S”

v | | 1ave

STV 8T —m STV StV St
pVvId

Wir kommen nun zu der zweiten Beschreibung fiir das Kompositionsgesetz. Dazu
ersetzen wir in der Definition von 7,(X, A, x9) den n-dimensionalen Ball durch den
n-dimensionalen Wiirfel. Der Grund dafiir ist der, dafl uns die Produktstruktur des
Wiirfels ein explizites Hantieren mit Koordinaten gestattet. So werden wir z.B. in der
Lage sein, eine Formel hinzuschreiben, bei der eine einzige der Koordinaten manipuliert
wird, wihrend die anderen Koordinaten alle in Ruhe gelassen werden.

Es bezeichne I™ den n-dimensionalen Wiirfel
" = {(t1,...,tn) | t; €[0,1] }.

Etwas mifibrauchlich werden wir die durch ¢, = 0 gegebenen Seite von I™ mit I"~!
bezeichnen; mit J"~! bezeichnen wir die Vereinigung der restlichen Seiten. Es ist

mtyJgrt =9 und 1 'nJjrt =9t

Die Situation in Bezug auf diese beiden Unterrdume ist, was den topologischen Typ
angeht, nicht so unsymmetrisch wie das auf den ersten Blick aussieht; so gibt es z.B. eine
topologische Aquivalenz von I" auf den n-Ball D", bei der J* ! auf die nérdliche
Halbkugel in S™~! abgebildet wird, und I"~! auf die siidliche.

Unsere neue Definition nun sagt, da§ 7, (X, A, zy) die Menge der Homotopieklassen
von Abbildungen

(I",BI”,J"_l) — (X, A, )

ist; oder, was auf dasselbe hinauslduft (da J" ! notwendigerweise trivial abgebildet
wird), die Menge der Homotopieklassen von Abbildungen

(gt o1t gt gl — (X, A o)
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Die neue Definition ist dquivalent zu der fritheren; denn von dem Quotientenraum
I"/J"~! gibt es eine topologische Aquivalenz zu D" ; und dabei geht OI" JJ L in
OD™ iiber (und J"~!/J"! in den Basispunkt sg).

Seien [f], [9] € mn(X, A, x0). Wir definieren [f]+[g] := [f+g], wo

t) {f(2tl)t27"'7tn) ) Ogtlgé

+9) (ty, . ..
(f g)( ' g(2t1_]~a t2,"'atn) ; %Stlgl .

Die Formel fiir die Abbildung f+g¢ ist sinnvoll (d.h., auch wohldefiniert fiir ¢; = % ),
wenn entweder n > 2 oder wenn n > 1 und A = {x¢}; diese Komposition von
Abbildungen ist vertréglich mit ‘Homotopie’ (wir verzichten hier auf den Nachweis),
deshalb induziert sie auch eine Komposition auf der Menge der Homotopieklassen (wie
oben in der Notation schon behauptet).

Sobald es iiberhaupt definiert ist, ist das Kompositionsgesetz assoziativ bis auf Ho-
motopie; d.h., sind f, g und h repréisentierende Abbildungen, dann ist

(f+g9)+h =~ f+(g+h).

Um dies einzusehen, schreibt man eine ganz bestimmte Homotopie hin; diese besteht
aus einer Manipulation der t;-Koordinate, die Formel fiir die Manipulation ist schon
bekannt von der Behandlung der Fundamentalgruppe. Ahnlich sieht man ein, da die
triviale Abbildung das neutrale Element représentiert, und dafl Inverse existieren.

Mit der Verwendung des ‘ 4+’ Zeichens soll im {ibrigen hier natiirlich nicht behauptet
werden, dafl das Kompositionsgesetz immer kommutativ ist. Tats#chlich ist aber das
Kompositionsgesetz kommutativ, wenn entweder n > 3 oder n > 2 und A = {zo}.

Das hingt damit zusammen, dafl in diesem Fall zwei Koordinaten zur Verfiigung
stehen, um das Kompositionsgesetz zu definieren, niamlich die ¢;-Koordinate (wie oben)
und zusétzlich auch die to-Koordinate (analog). Wir iiberlegen uns zunéchst, daf diese
beiden Kompositionsgesetze, ndmlich

f(2t17t277t) ; Ogtlgl
(f+19) (1, tn) = { ! 1 ;
9(2751—1, t2,...,tn) 3 §§t1§1
und
f(t17 2t27t37“'7t) ; OStQS]-
(f+2g)(t177tn) = " 1
g(tl, 2t2—1, t3,...,tn) ) 5 < t2 < 1

bis auf Homotopie iibereinstimmen. Der Vergleich geht am bequemsten, wenn wir noch
ein weiteres Kompositionsgesetz betrachten,

f(2t1, 2ty t3... ) ; 0<t <35, 0<tp <3
~ g(2t1=1, 201, t3...,t,) 5 5<t1 <1, 3<ta<1
(f+g) (tr, - 1) = v 2

Zo ; 0§t1§§7 §§t2§1

o ; 3<ti1 <1, 0<ta <3
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Eine Homotopie von f 41 ¢ zu f+g ist z.B. gegeben durch

f( 2t1 5 min(t2 —|—tt2, 1) 5 t3, e ,tn) 5
g(2t1—1,max(tg+t(tg—1), 0), t3,...,tn) ;

IA
— N

F(ty,... tn, 1) :{

tq
3]

IN

o= O
IN
IN

und eine Homotopie zwischen f 42 ¢ und fF ¢ konnte man dhnlich angeben.

SaTz. Wenn zwei Koordinaten fiir das Kompositionsgesetz zur Verfiigung stehen (wenn
also entweder n >3 oder n > 2 und A = {x¢} ), dann ist 7, (X, A,xo) eine abelsche
Gruppe.

BEWEIS. Die verlangte Homotopie von f+g¢ zu g+ f kann man zusammensetzen aus
Homotopien des gerade beschriebenen Typs. Wie das im einzelnen geht, werden wir am
besten verstehen, wenn wir unser Augenmerk auf die beiden relevanten Koordinaten
richten, die t;-Koordinate und die to-Koordinate.

Das Quadrat, das fiir diese beiden Koordinaten zur Verfiigung steht, ist jeweils in
bestimmter Weise eingeteilt (in zwei Hélften, bzw. in vier Teilquadrate):

Fiir die Definition von f+; ¢g: f lebt in der linken Halfte, g in der rechten.
Fiir die Definition von f 42 ¢: f lebt in der unteren Hélfte, g in der oberen.

Fiir die Definition von f+g: f lebt in der linken unteren Ecke, g in der rechten
oberen.

Zusétzlich betrachtet man nun ein weiteres Kompositionsgesetz f+ g, das ganz
dhnlich wie fF ¢ definiert ist, nur daf, schematisch gesprochen, jetzt f in der rechten
unteren Ecke lebt, und ¢ in der linken oberen.

Man kann dann vier Homotopien des oben beschriebenen Typs zusammensetzen,
schematisch:

f+19 ~ f¥g ~ f+29 ~ fH+g ~ g+ f O

Es gibt auch eine ‘rein algebraische’ Version des gerade gegebenen Beweises. Das ist
das folgende Lemma (aus dem der Satz folgt).

LEMMA. Die Menge M sei mit zwei Gruppenstrukturen ‘+ ’ und ‘* ’ versehen. Diese
beiden Gruppenstrukturen sollen dasselbe Eins-Element haben, und sie sollen kom-
patibel sein in dem Sinne, daB fiir je vier Elemente a, b, ¢, d von M immer gilt

(a+b)*x(c+d) = (axc)+ (bxd) .
Dann sind die beiden Gruppenstrukturen zueinander gleich, und abelsch.

BEWEIS. axb = (a+1)x(1+b) = (ax1)+(1%xb) = a+b
und axb = (14+a)x(b+1) = (1xb)+(axl) = b+a . O
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Welche Rolle spielt der Basispunkt fiir die Homotopiegruppen? Bei nicht-zusammen-
hiingenden Réumen (Beispiel: S! U S2) offenbar eine sehr grofie. Im Falle von weg-zu-
sammenhéngenden Rdumen sind zwar, wie sich herausstellt, die Homotopiegruppen zu
verschiedenen Basispunkten zueinander isomorph. Aber auch da mufl man aufpassen.
Wenn man etwa darauf Wert legt, einen bestimmten Isomorphismus zu bekommen, ist
es notig, weitere Daten zu fixieren; ndmlich einen Weg, der die beiden fraglichen Punkte
verbindet. Der Isomorphismus wird im allgemeinen von der Wahl des Weges wirklich
abhéngen (jedenfalls von seiner Homotopieklasse, relativ zu Anfangs- und Endpunkt).
Genauer sagt all dieses der folgende Satz.

SATZ. Sei X ein Raum und A C X ein Unterraum. Seien x1, to € A zwei Basis-
punkte. Sei w ein Weg in A, der diese beiden Punkte verbindet, w: [1,2] — A,
w(l) =x1, w(2) =y . Dann gilt: w induziert einen Isomorphismus

wy: (A xe) — (A, 21)

und dhnlich auch w,: 7, (X, x2) — 7, (X, 21) und wy: 7, (X, A, x2) — 7, (X, A, 21) .
w, hédngt nur ab von der Homotopieklasse (Homotopie relativ Endpunkten) von w .

wy Ist vertraglich mit den Abbildungen der langen exakten Folge: das Diagramm

— Ta1(X A xe) T ma(Aa) o ma(Xz2) o m(X, A ) —

lw* lw* lw* lw*
— mpr1(X, A xq) £, Tn(A, x1) IR T (X, 1) 7, (X, A x1) —

ist kommutativ.

Ist w ein trivialer Weg, so ist w, eine identische Abbildung. Ist w wie oben, und
ist v ein Weg, der mit w zusammensetzbar ist, v: [0,1] — A, v(0) = x¢, v(1) =21,
so gilt fiir den zusammengesetzten Weg vw von xzg zu xy, daB (vw). = v, w, .

BEWEIS. Sei a: (I",0I"™) — (A, x2) Reprisentant eines Elementes [a] € m,(A,x2) .
Dann ist, per Definition, w,[a] € m,(A4,2z1) das Element, das reprisentiert wird von
der Abbildung o',
I~ OI"x [1,2] Ugpnyo " —22PL22 4

(wo ‘pr’ die Projektion OI™x [1,2] — [1,2] bezeichnet). Die Homotopieklasse der Ab-
bildung «’ héngt nur ab von der Homotopieklasse von a und von der Homotopieklasse
(relativ Endpunkten) des Weges w . Denn eine Deformation von «, bzw. von w, in-
duziert eine Deformation von o', deren Triiger der ‘rechte’ bzw. der ‘linke’ Teil des
Definitionsbereiches OI" x [1,2] Ugrnxo I™ ist.

Im relativen Fall ist die Definition #hnlich. Wenn 3: (I, 01", J" 1) — (X, A, x5)
Reprisentant eines Elementes [(] € 7, (X, 4, z2) ist, dann wird w.[5] definiert als das
Element von 7, (X, A, z1), das repréisentiert ist von der Abbildung

wopr U

I~ J" U [1,2] Upno1yo I X .
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Was die Eigenschaften von w, angeht (bis auf die Bijektivitéit), so lauft jede von
diesen darauf hinaus, daf§ man eine geeignete Homotopie angeben muf. Diese Homo-
topien sind von dhnlicher Art, wie wir sie schon bei Einfiihrung der Homotopiegruppen
kennengelernt haben (z.B. fiir die Assoziativitdt der Komposition). Natiirlich sind die
Einzelheiten hier anders. Trotzdem wollen wir diese Einzelheiten jetzt weglassen.

Die Bijektivitdt ist eine formale Folgerung aus den anderen Eigenschaften. Ist
niamlich w der zu w inverse Weg, so folgt

w, Wy = (WW), = (trivialer Weg 1), = Idx (. 4)

und, ebenso, wWiw, = Idx, (. .2) - O

Ein Raum X heifit einfach-zusammenhéngend, wenn er wegzusammenhingend ist
und triviale Fundamentalgruppe hat. Es lduft auf dasselbe hinaus, zu sagen, dafl je
zwei Punkte 1 und zo in X durch einen Weg verbindbar sind und dafl dieser Weg
eindeutig ist bis auf Homotopie.

KOROLLAR. Seien x1 und xo Basispunktein X . Wenn X einfach-zusammenhéingend
ist, dann sind 7, (X, x1) und 7,(X,z2) zueinander kanonisch isomorph (d.h., isomorph
in ganz bestimmter ‘ausgezeichneter’ Weise).

Denn nach dem Satz bekommt man einen Isomorphismus durch die Wahl eines Weges
von x1 zu Zo . Andererseits ist dieser Weg eindeutig bis auf Homotopie, nach Voraus-
setzung iiber X , und damit ist auch der erhaltene Isomorphismus eindeutig bestimmt.

Im einfach-zusammenhéngenden Fall darf man also den Basispunkt schlicht vergessen
und, abkiirzend, 7, (X) fiir die n-te Homotopiegruppe schreiben. Ahnlich darf man
auch im relativen Fall die Notation fiir 7, (X, A, z1) vereinfachen, wenn der Unterraum
A einfach-zusammenhéngend ist.

BEMERKUNG. Im allgemeinen Fall, wenn X wegzusammenhéngend aber nicht einfach-
zusammenhéngend ist, kann der Isomorphismus w,: 7, (X, z2) — m,(X,x1) durchaus
von (der Homotopieklasse von) w abhéngen. Speziell, wenn man zo = x; nimmt, so
erhilt man auf diese Weise eine Operation der Fundamentalgruppe m(X,z1) auf der
Homotopiegruppe 7, (X, z1). Diese Operation kann hochgradig nicht-trivial sein.

Es gibt eine andere Moglichkeit, sich die Operation vorzustellen. Dazu nehmen wir
an, dal der Raum X eine universelle Uberlagerung X besitzt. In dem Fall kann man
die Fundamentalgruppe 71(X,z9) mit der Decktransformationengruppe von X diber
X identifizieren. Fiir n > 2 nun ist m,(X,Z0) — mn(X,xz0) (fiir Zo iiber zo),
andererseits hiangt Wn(X ,Zo) gar nicht von z, ab, wie wir oben gesehen haben, da
ja X einfach-zusammenhéngend ist. Also operiert die Decktransformationengruppe
auf 7,(X) und damit auch auf m,(X, ). Durch Hinschreiben aller relevanten Daten
kann man sich iiberlegen, daf3 diese Operation tatséchlich dieselbe ist wie die vorher
diskutierte.
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Fiir Abbildungen weg-zusammenhéngender Rdume wollen wir den Begriff “schwache
Homotopie-Aquivalenz” definieren als “eine Abbildung, die Isomorphismen sémtlicher
Homotopiegruppen induziert”. Dafiir brauchen wir, dafl diese Eigenschaft nicht von der
Wahl eines Basispunktes abhéingt. Das sagt das folgende Lemma.

LEMMA. Sei f: X — Y eine Abbildung, wo der Raum X als weg-zusammenhédngend
vorausgesetzt ist. Seien wx1, xo € X . Wenn f,: 7,(X,z1) — 7, (Y, f(x1)) ein
Isomorphismus ist, dann auch f.: (X, z2) — 7, (Y, f(z2)) .

BEWEIS. Sei w ein Weg von z7 zu x5 . Dannist fow ein Weg von f(z1) zu f(z2).
Es ergibt sich aus der Definition der Abbildungen w, und (fow), , dafl das Diagramm

(X, 11) —2 1 (Y, f(21))

w, l l (fow).

Tn(X,22) —— (Y, f(22))

*

kommutativ ist. Die vertikalen Pfeile in dem Diagramm sind Isomorphismen. Wenn
also der obere horizontale Pfeil ein Isomorphismus ist, dann auch der untere. O

DEFINITION. Eine Abbildung weg-zusammenhingender Raume, f: X — Y | heifit
eine schwache Homotopie-Aquivalenz, wenn fiir einen Basispunkt z; € X (und damit
auch fiir jeden anderen) gilt: die Abbildung f. : m,(X,z1) — 7, (Y, f(z1)) ist ein
Isomorphismus, fiir alle n .

SATZ (Whitehead-Satz). Seien X und Y weg-zusammenhéingende CW-Komplexe,
sei f: X — Y eine Abbildung. Wenn f schwache Homotopie-Aquivalenz ist, dann ist
f schon eine Homotopie-Aquivalenz.

BEWEIS. Dies ist jetzt nur eine formale Zusammenfassung frither gemachter Dinge.
O.B.d.A. (zelluldrer Approximations-Satz) ist f eine zelluldre Abbildung. In dem Fall
ist der Abbildungs-Zylinder Z(f) wieder ein CW-Komplex, und die Abbildung f 148t
sich schreiben als Komposition

X —2- z(f) 2> v
wo j eine zelluldre Inklusion ist und p eine Homotopie-Aquivalenz. Aus der Voraus-
setzung, daB f schwache Homotopie-Aquivalenz ist, folgt jetzt, dafl dasselbe auch fiir
die Inklusion j gilt. Nun haben wir aber frither schon gekléirt, dafl j genau dann Iso-
morphismen aller Homotopiegruppen induziert, wenn die relativen Homotopiegruppen
der Inklusion X C Z(f) alle trivial sind; was wiederum dazu dquivalent ist , da§ diese
Inklusion n-zusammenhéngend fiir alle n ist. Letzteres war die hinreichende Bedingung
fiir den frither formulierten “Whitehead-Satz ohne Homotopiegruppen”. O
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Vorgeschichte

Zwei wichtige Vokabeln in der algebraischen Topologie sind ‘homotop’ und ‘homolog’.
Beides sind griechische Mischworte. Das Wort ‘homotop’ bedeutet in etwa \ahnlich
gelegen'. Den Begrifi zu diesem Wort haben wir kennengelernt, auch auf diesem Begrifi
fu..ende Konstruktionen wie Homotopiegruppen. (Es ist ziemlich sicher, da.. das Wort
‘homotop’ gewahlt wurde wegen seiner Ahnlichkeit mit dem Wort ‘homolog’, das ja um
einiges alter ist.)

Das Wort ‘homolog’ bedeutet so etwas wie \von @hnlicher Gestalt™. Sie erwarten
jetzt sicher von mir, da.. ich lhnen den Begrifi erklare, den diese Vokabel bezeich-
net. Ich mu.. Sie leider enttauschen, denn eigentlich gibt es diesen Begrifi gar nicht.
Die einzige Stelle, wo das Wort ‘homolog’ wirklich in Gebrauch ist, ist ein technischer
Punkt im Rahmen einer verhaltnisma..ig komplizierten Konstruktion, wo es eine gewisse
Aquivalenzrelation bezeichnet, die sogenannte \Homologie von Ketten". Wie zu er-
warten, handelt es sich bei dieser Konstruktion um die der ‘Homologiegruppen’. Die
Homologiegruppen sind historisch @lter als die Homotopiegruppen. Das ist eigentlich
ganz erstaunlich insofern, als ihre Konstruktion komplizierter ist | zumindest ist das
so ftir meinen Geschmack, und auch wohl ftir den lhrigen, sobald Sie die Konstruktion
kennengelernt haben.

Ein Mathematiker vor 100 Jahren hatte aber moglicherweise anders dartiber gedacht.
Denn der Begrifi ‘homotop’ ist zwar begritich nicht aufwendig, psychologisch aber sehr.
Er setzt voraus, da.. man mit dem Begrifi der \stetigen Abbildung" schlechthin soweit
vertraut ist, da.. man sich zutraut, von der Gesamtheit aller stetigen Abbildungen zwi-
schen zwei Raumen zu reden. Das ist historisch ziemlich neu. (So wurde etwa eine
a@hnliche Idee, die Einflhrung des Hilbert-Raumes durch Hilbert, von einigen Mathe-
matikern als Skandal empfunden | einer der damaligen Kritiker meinte, dies sei \nicht
Mathematik, sondern Theologie".)

Die Homologiegruppen wurden endgtiltig eingeftihrt von Poincar§ vor 100 Jahren.
Die Wurzeln des Begrifis sind aber noch um etliches alter. Zu der Zeit gab es noch gar
nicht den Begrifi des topologischen Raumes, wie wir ihn heute kennen. Die ‘Raume’, die
damals betrachtet wurden, waren vom Standpunkt der Topologie von sehr speziellem
Typ, namlich difierenzierbare Mannigfaltigkeiten einerseits, und Polyeder andererseits.

Unter den difierenzierbaren Mannigfaltigkeiten gab es speziell die Riemann’schen
Flachen, die in der Funktionentheorie auftreten. Die Betrachtung dieser Objekte war
ungeheuer fruchtbar ftir die Mathematik schlechthin. Sie sind eine der Hauptquellen ftir
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unseren heutigen Raumbegrifi. Sie sind auch eine wichtige Quelle fUir die Betrachtung
von Homologie. Das liegt an dem Cauchy’schen Satz Tiber Kurvenintegrale holomorpher
Funktionen (genauer: Difierentialformen), I, bezliglich ‘glatter’ Wege.

Der Cauchy’sche Satz sagt namlich: Hinreichend daftir, da.. das Kurvenintegral Tber
einem geschlossenen Weg null ist, ist da.. dieser geschlossene Weg \null-homolog" ist in
dem Sinne, da.. er den vollstandigen Rand eines kompakten Gebietes im Deflnitions-
bereich bildet.

Es sind solche geschlossenen Kurven besonders interessant, ftr die das Kurvenintegral
nicht null ist, denn sie sind ja, nach dem Satz, gewisserma..en flir die Struktur der Flache
charakteristisch. Man will sich deshalb einen Uberblick tiber solche Kurven verschafien.

Auf dem Hintergrund hiervon Ia..t sich einiges aus der Terminologie in Zusammen-
hang mit Homologie illustrieren.

Zun@chst ist ja das Integral ein FunktionaIR(mit Werten in C). Deshalb ist das
Kurvenintegral nicht nur flir Wege erklarbar, |, !, sondern auch ftir formale Linear-
kombinationen von Wegen,

z > Z
1 = aj 1
aiVi P Vi
Eine solche formale Linearkombination ajvi wird auch als eine Kette bezeichnet
(genauser: eine 1-Kette | Wege sind 1-dimensionale Gebilde); das Integral ist nun ein
lineares Funktional auf den 1-Ketten.

Eine geschlossene Kette (oder ein ‘Zykel’) ist eine Kette ohne Rand. Beispiele davon
sind formale Linearkombinationen geschlossener Wege. Es gibt aber noch eine andere
Art. Wir geben daftir ein besonders einfaches (wenn auch vielleicht in seiner Einfach-
heit untypisches) Beispiel. Seien v und w zwei Wege mit der Eigenschaft, da.. der
Anfangspunkt von v gleich dem Endpunkt von w ist und da.., umgekehrt, auch der
Anfangspunkt von w gleich dem Endpunkt von v ist. In dem Fall wird die formale
Summe der beiden Wege als eine geschlossene Kette betrachtet (da \die Rander sich
gegenseitig klirzen'). Das iZst insofern iinnvoIE als ja ggt

1 = T+ 1 = !
v+w Vv w vw
d.h. beztglich der Integration verhalt sich die formale Summe \v+w " genauso wie der

geschlossene Weg vw , da sich die Beitrage von den Randpunkten gerade wegktrzen.

Damit das Integral | ! erklartist, ist es selbstverstandlich unerheblich, ob der Weg
\nicht-singular" ist (z.B. ob man davon ein Bild malen kann). Hieraus erklart sich die
etwas ungltickliche Terminologie der singuldren 1-Kette: eine formale Linearkombina-
tion von Wegen, die eben nicht notwendig nicht-singular sind.

Eine Kette hei..t null-homolog, wenn sie der Rand einer anderen Kette ist (von einer
Dimension hther; z.B. eine 1-Kette ist (mdglicherweise) Rand einer 2-Kette ] der oben
zitierte Cauchy’sche Satz ist dann i.w. die Aussage, da.. bei dem Kurvenintegral tber
eine geschlossene 1-Kette sicherlich dann der Wert 0 herauskommt, wenn die Kette
null-homolog ist). Zwei Ketten hei..en homolog, wenn ihre Difierenz null-homolog ist.
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Die andere Quelle, die zur Entwicklung der Homologiegruppen ftihrte (und die letzt-
lich ftir uns wichtigere) ist das Studium von Polyedern. Ein berihmter Satz hier ist der
sogenannte Euler’sche Polyeder-Satz.

In moderner Sprache formuliert lautet er so: Ein Polyeder P , dessen unterliegender
topologischer Raum hom@omorph zur 2-Sphare ist, hat die Eulersche Charakteristik
“(P) =2, wobei

“(P) := #(Ecken) j #(Kanten) + #(Flachen) ;

wenn #(Dinge) die Anzahl der ‘Dinge’ bezeichnet. Dieser Satz wurde von Euler als
experimentell gefundenes Faktum publiziert (ca. 1750) aber nicht von ihm bewiesen (er
publizierte zwar einen Beweisversuch, von dem er aber spater wieder abrtickte). Der Satz
war maglicherweise auch schon Descartes bekannt (gut 100 Jahre frither). Uberzeugende
Argumente fUr die Richtigkeit des Satzes wurden erst im vorigen Jahrhundert publiziert
(beginnend mit Cauchy). Diese Argumente waren aber noch lange Gegenstand der
Kontroverse. Daftir gab es zwei Grlinde: erstens eine Unbekiimmertheit um Details;
und zweitens, was noch schwerer wiegt, eine Vagheit der verwendeten Begrifie. So
lie..en diese Begrifie etwa Interpretationen zu, fur die der Satz einfach falsch wurde.

Da.. diese Vagheit der Begrifie in der Natur der Sache liegt, ist klar, wenn man
sich die Formulierung des Satzes genauer anschaut. Denn wie soll man die wichtige
vorausgesetzte Eigenschaft des Polyeders P (\homBomorph zur 2-Sphare') tGberhaupt
formulieren, wenn man nicht Tber den Begrifi des topologischen Raumes verftigt?

Im Tbrigen ist auch die oben gegebene Formulierung des Satzes noch nicht prazise:
In der Deflnition von ~(P) ist etwa nicht Klar, was mit #(Flachen), also letztlich
mit Flachen gemeint ist (dTrfen z.B. Flachen sich schneiden? | wohl kaum!). Eine
Moglichkeit, derartige Unklarheit ein fir allemal auszuraumen (nicht die allerbeste, da
etwas speziell) ist die, da.. wir in einer gleich zu entwickelnden Sprache deflnieren: Ein
Polyeder ist ein Unterraum eines euklidischen Raumes, der eine Struktur als endlicher
Simplizialkomplex besitzt; und wo wir zudem diesen Simplizialkomplex auch noch als
Teil der Daten ansehen wollen. Wir konnen in dem Fall die Euler’sche Charakteristik
dann deflnieren als>gie Wechselsumme

(i1)' (Anzahl der Simplizes der Dimension i) :
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Simplizialkomplexe

Um zu deflnieren, was ein Simplizialkomplex sein soll, mtissen wir zunachst sagen, was
ein Simplex ist.

Punkte ist dann gegeben durch

P
K(vo; :ii;vn) = Favo+ :::+anvh j @ » 0; ai=1gqg:

System der Vektoren

ViiVo; V2iVo, 05 VniVo
linear unabhangig ist (wobei die Rolle von v keineswegs so ausgezeichnet ist, wie
das auf den ersten Blick vielleicht scheinen mag). Die a—ne Upabhangigkeit der v;
impliziert (und ist sogar @quivalent dazu), da.. die Darstellung als  a;v; flr die Punkte

ist um 1 weniger als die Anzahl der Ecken (wegen deren a—ner Unabhangigkeit), und
sie ist gleich der Dimension des von den Ecken aufgespannten a—nen Unterraumes. Das

Simplex Simp(vp; ::: ;vn) wird auch als ein n-Simplex bezeichnet.
Beispiele.
0-Simplex I Punkt
1-Simplex I  Strecke
2-Simplex I Dreieck
3-Simplex | Tetraeder
Sind die Punkte vp;:::;vy, a—n unabh@ngig, dann ist auch jede Teilmenge dieser

Punkte a—n unabhangig. Ein Simplex, das von einer solchen Teilmenge aufgespannt
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| . . .
hat "*1° k-dimensionale Seiten, also

K+1
n+1 0-Seiten (Ecken)
+
n(n2 ) 1-Seiten (Kanten)
n+1 (njl)-Seiten Simp(vo;:::; 055115 Vn)

(weglassen von vj)

1 n-Seite (das Simplex selbst)

Definition. Ein endlicher Simplizialkomplex in RN ist ein Unterraum, der gegeben
ist als Vereinigung einer endlichen Menge von a—nen Simplizes; wobei diese endliche
Menge von a—nen Simplices den folgenden beiden Bedingungen gentigt:

(i) Die Seiten eines jeden Simplexes der Menge sind ebenfalls in der Menge.

(ii) Der Durchschnitt von je zweien der Simplizes (sofern er nicht leer ist) ist wieder ein
Simplex; und er ist Seite von jedem der beiden.

Ofiensichtlich kann ein Simplizialkomplex aufgefa..t werden als ein CW-Komplex
speziellen Typs: Die Zellen entsprechen den Simplizes; das n-Skelett ist gegeben durch
die Vereinigung aller Simplizes der Dimension = n, und fUr jedes (n+1)-Simplex ist
die Anhefte-Abbildung gegeben durch einen Isomorphismus vom Rand dieses (n+1)-
Simplexes auf einen Unterkomplex vom n-Skelett.

Andererseits kann ein Simplizialkomplex auch aufgefa..t werden als ein gewisses
kombinatorisches Schema:
| die Menge der Simplizes der Dimension 0,
| die Menge der Simplizes der Dimension 1,
| geoececcececeecececee ;
und die Weise, wie all diese Dinge zusammenpassen.

Bevor wir uns aber weiter damit beschaftigen und die Homologiegruppen deflnieren,
mussen wir noch eine kleine Verfeinerung anbringen. Der Grund ist der, da.. in den
gleich hinzuschreibenden Formeln Vorzeichen vorkommen, die +1 oder j1 sein kdnnen
und die richtig festgelegt werden mussen. Es gibt mehrere Maglichkeiten, dies technisch
durchzuftihren. Eine dieser Moglichkeiten ist, die Kombinatorik bei den Simplizial-
komplexen noch ein bi..chen mehr zu betonen und mit geordneten Simplizialkomplexen
zu arbeiten.
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Definition. Ein geordneter Simplizialkomplex ist ein Simplizialkomplex (wie oben),
zusammen mit den folgenden zusatzlichen Daten: FUr jedes einzelne Simplex ist eine
(totale) Anordnung seiner Eckenmenge gewahlt; dabei ist verlangt: Die Ecken einer
Seite sind immer mit der induzierten Anordnung versehen.

In einem geordneten Simplizialkomplex gibt es zu jedem Simplex der Dimension n
eine (und auch nur eine) Moglichkeit, die Ecken von 0 bis n durchzunumerieren. Mit

(oder, vielleicht etwas genauer: diejenige Seite, die die i-te Ecke nicht enthalt, dagegen
aber alle anderen Ecken enthalt). Diese Seite hat die Dimension nj1, und sie hat die
kanonische Beschreibung
0
i Wj = Vj ;o J<i

Wj = Vj+1 ; J -1

Sei nun ein geordneter Simplizialkomplex gegeben. Es bezeichne X, die Menge der
Simplizes der Dimension n. FUr jedes i zwischen 0 und n haben wir dann eine
Abbildung

dit Xn didiiiii? Xnj:
Simp(vo;:::vn) §X  Simp(vo;:::it;iii;vn)

oder, was dasselbe ist in Worten: Jedem n-Simplex wird seine i-te (nj1)-dimensionale
Seite zugeordnet.

Fur die Komposition solcher Abbildungen
d

i dj
Xn iiiti? Xnj1 iiiti? Xnjz2
gilt die fundamentale Beziehung
djdi = di;1dj ; wenn j<i

In Worten: Zuerst die i-te Ecke weglassen und dann die j-te ist fir j < i dasselbe
wie zuerst die j-te Ecke weglassen und dann eben nicht die i-te, sondern die (ij1)-te.
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Linearisierung

Wir brauchen eine Konstruktion allgemeiner Art. Ist A eine abelsche Gruppe und M
eine Menge, dann kann man eine abelsche Gruppe A[M] bilden, deren Elemente die
formalen endlichen Summen sind,

Xy it aXk: ai2A; Xi2M
bis auf eine naheliegende Aquivalenzrelation: namlich man darf immer
ax+a'x mit (a+a’)x

identiflzieren, und man darf einen Term 0¢x immer weglassen. Die Addition geschieht
in der ofiensichtlichen Weise.

Eine (vielleicht) bessere Beschreibung von A[M] ist diese: Seine Elemente sind die
Abbildungen f: M T A mit der Eigenschaft, da.. f(x) & 0 fUr hGchstens endliche
viele x in M. Die formale Summe aj;x; + ::: +axXx (wo die x; alle verschieden
sind) entspricht hier der Abbildung x; ® a; (und x @ 0, sonst).

Beispiel. Wenn A ein K®orper ist, dann ist A[M] in naheliegender Weise ein Vektor-
raum Tber A. Dieser Vektorraum hat eine kanonische Basis, namlich M .

Definition. Ist X ein geordneter Simplizialkomplex, dann hei..t A[X,] die Gruppe
der n-Ketten von X mit Koe—zienten in A.

Bemerkung. Die Abbildung d; : X i ¥ Xn;1 induziert (Uber \lineare Fortsetzung')
eine Abbildung

AXn] diiii? AlXn;iil
arXg+ i +agXe §Y apdi(xy) + o +acdi(Xk)
Diese Abbildung soll ebenfalls mit d; bezeichnet werden. Fur die so fortgesetzten
Abbildungen gilt immer noch die fundamentale Gleichung
djdi = diildj wenn j<i

(warum?).
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Wegen der nunmehr vorhandenen abelschen Gruppenstruktur kdnnen wir die d;
jetzt zusammenbauen zu einer einzigen Abbildung, dem sogenannten Rand-Operator

X -
d:= (iD"di : AXn] idiiii? AXn;d:
i=0
Statt d werden wir manchmal auch d" schreiben, wenn wir betonen wollen, da.. A[Xg]
die Quelle der Abbildung ist.

Satz. Esist dd=0.
In Worten: FUr jedes n ist die Komposition d”d"*! gleich der 0-Abbildung.
Beweis. Das beruht auf der Tatsache, da.. djd; = dj;1dj wenn j <i. Namlich,
> . > )
dngn+t = (i) dp (it ap*t (O=j=n;0=i=n+1)
er.

X o
= (i 1Y djd
Jii
= (i1y*"'djdi + (i)Y' djd;

(dj di = di;1dj wenn j <i) J><' J;('
= (i1 djdi + (i 1Y di 10

(i i 1 wird umbenannt in i%) J>’(' i=i
= GOdidi i G diod;

j.i i0.]

Folgerung. Bild(d"*!) % Kern(d") :
Aufgrund dieser Folgerung kdnnen wir die folgende Deflnition machen.

Definition. Die n-te Homologiegruppe des Simplizialkomplexes X , mit Koe—zienten
in der abelschen Gruppe A, ist deflniert als die Quotientengruppe

+1 ¢

{iit AlXql

i n ¢— i
Hh(CX;A) 1= Kern A[Xn] iii® AlXn;il] Bild A[Xn+1] i
Der bei weitem wichtigste Spezialfall flr die Koe—zientengruppe ist der Fall A =2Z
(= Gruppe der ganzen Zahlen). Dieser Fall ist so wichtig, da.. man Tblicherweise sogar
die Koe—zienten aus der Notation wegla..t: anstatt H,(X;Z) schreibt man H,(X) .

Ein anderer wichtiger Fall ist der, wo A ein Korper ist; z.B. Q (= K®orper der
rationalen Zahlen) oder F, (= Korper mit zwei Elementen). Wenn A ein Korper ist,
dann sind die Homologiegruppen Vektorraume Tber diesem K®orper; sie haben in dem
Fall also eine besonders einfache Struktur.
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¢ -Mengen

Die Deflnition der Homologiegruppen hat auf die Betrachtung einer Art von kombina-
torischer Struktur geftihrt: die Kodiflzierung dessen, wie die diversen Simplizes in einem
Simplizialkomplex ‘zusammengebaut’ sind. Diese kombinatorische Struktur wollen wir
nun genauer anschauen. Zur Bezeichnung verwenden wir einen Buchstaben, der in
seinem Aussehen einem Simplex nahekommt, das \ ¢ " (‘Delta’).

Definition. Eine ¢-Menge besteht aus einer Folge von Mengen
Xo; Xp; Xoj it
sowie (fUir jedes n) einem System von Abbildungen df' (oder, kurz, d;)
d': Xn i Xnz1; 1=0;1;::55n;
so da.. die folgende Bedingung erftllt ist: FUr die zusammengesetzten Abbildungen

(wenn n , 2)
di
]

d.
djdiZ Xn ii! Xnil ii]! xni2

gilt die Beziehung
djdi = diildj ;o wenn j<i:

Dies ist die Abstraktion dessen, was wir friher kennengelernt haben: X, stellen wir
uns vor als die Menge der n-Simplizes. Und die Abbildung df' ist diejenige, die jedem
n-Simplex X seine ‘i-te Seite’ dj(x) zuordnet.

Man kann den Begrifi der ¢-Menge interpretieren als einen Code, der das Zusam-
menkleben von Simplizes speziflziert. Dies ist ganz analog zur Konstruktion von CW-
Komplexen, nur eben etwas ‘kombinatorischer’. Anstatt von \Standard-Ballen" werden
nunmehr \Standard-Simplizes" verklebt. Das wollen wir jetzt prazisieren.

Das a—ne Standard Simplex, r", ist dasjenige a—ne n-Simplex im R™*!, dessen
Eckenmenge die Menge der kanonischen Basisvektoren von R™*1 ist,
i-te Ecke = (0;:::;0;1;0;:::;0) (\1" an der i-ten Stelle)

oder, was auf dasselbe hinauslauft,
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Auf den ersten Blick sieht das unnttig kompliziert aus: Warum ist das n-dimensionale
Standard-Simplex als Teilraum des R"™** gegeben und nicht, wie man verntinftigerweise
erwarten sollte, als Teilraum des R" ?

Die gegebene Beschreibung hat den Vorteil, da.. man mit ihrer Hilfe einige Dinge

besonders pragnant ausdrlicken kann. Insbesondere ist das so flir einige wichtige Ab-
bildungen zwischen den Standard-Simplizes.

So hat man ftir jedes i (wo 0 = i = n) die i-te Seiten-Inklusion —;: r™ ¥ "+l
Dies ist die Inklusion, deren Bild nicht die i-te Ecke von r"*! enthalt. Die Inklusions-
Abbildung —i: r™ ¥ r™*1 |3 .t sich beschreiben als

i-te Stelle

Gegeben sei nun eine ¢-Menge X (im Detail: die Struktur von X ist eine Liste
X = Xg; Xq;:::; di'; n = 0;1;:::; O=ieng und es gelten gewisse Beziehungen
zwischen den Kompositionen der Abbildungen). Wir ordnen der &¢-Menge einen topo-
logischen Raum Real (X) zu; dieser Raum wird auch als die geometrische Realisierung
der ¢-Menge bezeichnet.

Real (X) wird deflniert als ein Quotientenraum der disjunkten Vereinigung
S
n XpnErn

(oder was auf dasselbe hinauslauft, einer disjunkten Vereinigung von Ballen; namlich je
ein Standard-n-Simplex fir jedes Element von X, , und das fir alle n). Die Aquivalenz-
relation, die Real (X) als Quotientenraum dieser disjunkten Vereinigung speziflziert,

S
Real (X) = n Xn£ rn = s,

sagt (per Deflnition) da.., flir jedes n, gewisse (nj1)-Simplizes zu identiflzieren sind
mit Seiten von n-Simplizes. Namlich ftir jedes x 2 X, soll das durch dj(x) indizierte
(nj1)-Simplex identiflziert werden mit der i-ten Seite von dem durch X indizierten
n-Simplex.

Es lauft auf dasselbe hinaus, zu sagen: FUr jedes n und flir jeden Punkt

(x;t) 2 XpErnit
sollen, fOir jedes i, die beiden Punkte
Xni1t£r"it 3 (di(x);t) und  (X-i(t)) 2 XLEr"

miteinander identiflziert werden. Es sollen andererseits aber auch nicht mehr Punkte
miteinander identiflziert werden als durch diese Vorschrift (und deren Konsequenzen)
erzwungen ist. Mit anderen Worten, die genannte Vorschrift erzeugt die Aquivalenz-
relation \ » " in der Deflnition von Real (X) .
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Unsere erste Bemerkung ist die, da.. wir einen geordneten a—nen Simplizialkomplex
aus der zugeordneten <¢-Menge rekonstruieren konnen (jedenfalls bis auf topologische
Aguivalenz). Wir formulieren diese Bemerkung als Satz.

Satz. Sei K ein (endlicher) geordneter a—ner Simplizialkomplex, und sei X die
zugeordnete ¢-Menge. Es gibt eine Abbildung von der geometrischen Realisierung
Real (X) zu dem unterliegenden topologischen Raum K, und diese Abbildung ist eine
topologische Aquivalenz.

i=0

zugeordnete Element, das dieses Simplex indiziert, dann kdnnen wir die Abbildung
auch aufiassen als eine Abbildung

fXg£r"™ §¥ Simp(vo;:::;Vn)
oder, was auf dasselbe hinauslauft, als eine durch x indizierte Abbildung

f: r" i ¥ Simp(vo(X);:::;va(X)) ;

wo, der Deutlichkeit halber, die i-te Ecke von dem Simplex x jetzt mit v;j(x) bezeichnet
worden ist. Die Ansammlung der Abbildungen fx nun ist mit den Verklebevorschriften
ftr die geometrische Realisierung Real (X) vertraglich. Denn fUr jedes n, jedes x 2 Xj
und fUr jedes i ist das Diagramm

it Wil Simp(VO(X);:::;,;/!;);:::;Vn(x))
v- v
r° ogiiiiaiiiiiiil Simp(vo(X);:::5vn(X))

kommutativ. Folglich erhalten wir eine induzierte Abbildung
Real(X) ijiiiii? unterliegender topologischer Raum von K :

Die so erhaltene Abbildung ist bijektiv: Sie ist surjektiv, weil alle Simplizes von K in
Real (X) wirklich benutzt worden sind. Und sie ist injektiv aus dem folgenden Grund
(Deflnition eines Simplizialkomplexes): wenn ein Punkt aus K im Durchschnitt zweier
Simplizes x und y liegt, dann liegt er schon in einem Simplex z (von im allgemeinen
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kleinerer Dimension), das gemeinsame Seite von x und vy ist; die Aquivalenzrelation
in der Konstruktion der geometrischen Realisierung sagt nun, da.. die fraglichen drei
Punkte aus den Simplizes x, z und y alle in Real(X) miteinander zu identiflzieren
sind.

Da.. die Abbildung eine topologische Aquivalenz ist, folgt aus ihrer Bijektivitat (nach
dem Kriterium daftir, wann eine bijektive stetige Abbildung schon eine topologische
Aquivalenz ist). Denn die Quelle der Abbildung, Real(X), ist quasikompakt (Zusam-
menkleben endlich vieler Simplizes) und das Ziel ist ein Hausdorfi-Raum (Unterraum
von RN). —

Bemerkung. Die Umkehrung des vorigen Satzes ist nicht richtig. Das hei..t, es ist
nicht richtig, da.. jede &¢-Menge (oder auch nur jede ‘endliche’ ¢-Menge) auf die frher
beschriebene Weise aus einem geordneten Simplizialkomplex erhalten werden kdnnte.
Hier ist ein einfaches Beispiel. Es beruht auf der Tatsache, da.. jedes 1-Simplex in
einem Simplizialkomplex mit zwei verschiedenen 0-Simplizes inzident ist; da.. aber das
Analogon davon in einer ¢-Menge nicht zu gelten braucht.

Wir nehmen flir Xg eine 1-elementige Menge; flir X; auch; und ftir X,; n , 2;
die leere Menge. Aus diesen Daten kann man auf genau eine (und im Tbrigen sehr
banale) Weise eine ¢-Menge machen: die beiden Abbildungen do: X; ¥ Xy und
di: X3 ¥ Xp tun beide das, was sie nicht lassen kdnnen (jede von ihnen bildet den
Punkt in X; auf den Punkt in Xq ab).

Die geometrische Realisierung dieser ¢-Menge entsteht aus der disjunkten Ver-
einingung r° [ r!, indem man zwei ldentiflkationen durchftihrt; namlich r° mu.. auf
die eine Weise mit einer ‘Seite’ von r?! identiflziert werden (namlich mit Hilfe von dg),
und auf die andere Weise auch (mit d; ). Im Klartext, man mu.. die beiden Endpunkte
von r! und den Punkt r© alle drei miteinander identifizieren. In diesem Fall ist die
geometrische Realisierung also die 1-Sphare S!, und eine Struktur als CW-Komplex
(mit einer 0-Zelle und einer 1-Zelle) wird gleich mitgeliefert: die 0-Zelle kommt von r©
und die 1-Zelle (oder vielmehr ihr Abschlu.) kommt von r?. —

Aufgrund des Beispiels konnte man auf die Idee kommen, zu glauben, da.. eine
¢ -Menge, wenn sie schon nicht zu einem Simplizialkomplex geh@rt, so doch zumindest
als geometrische Realisierung immer einen CW-Komplex haben sollte; und das vielleicht
auch noch auf kanonische Weise. Diese Idee ist tatsachlich richtig, und wir wollen uns
ihr als nachstes zuwenden. Wir missen einige Betrachtungen vorwegschicken, die die
Eindeutigkeit der Darstellung von Punkten aus Real (X) betrefien.

FUr die zusammengesetzten Abbildungen

ni2 -..1
' ogiin

- njl I n
i—j Y r"ogini? or

gilt (umgekehrte Reihenfolge wie fUr die d’s!)

i-i = —j-ii1, wenn j<i;
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denn beide Seiten bezeichnen die Abbildung
r"i? Giinininia? "

j-te Stelle  i-te Stelle
Ferner gilt, da.. jeder Punkt aus r" eine kanonische Darstellung der Form

“im ~imz1 -+ ~ip (To 7705 thgm)

( = =imGimg C70 =g (o5 225 tagm) 220)) )
hat, wo die to, :::, th;m alle von O verschieden sind, und Wo im > im;1> 10 >i;.
Denn sei ein Punkt aus r™ als Tupel (uo;:::;un) gegeben. Man bekommt die Zahl m
als die Anzahl der Nullen unter den u’s, die Indizes i1;:::;iy Sind die Stellen dieser
Nullen (in aufsteigender Reihenfolge genommen)

( 'O;..:;O;:..;...;...;O, )
j j j
7 i Im

und die restlichen u’s (d.h., die von 0 verschiedenen) liefern die t’s.

Satz. Jeder Punkt aus Real(’X) hat einen Reprasentanten
Xt 2 XpE£r"

mit kleinst-mdglichem n. Dieser Reprasentant ist eindeutig bestimmt. Jeder andere
Reprasentant ist von der Form (x’;t°), wo gilt

P o= i i (t) 5 x = dip s dig,, i (X0)

Au..erdem ist letztere Darstellung eindeutig, wenn vorausgesetzt wird, da.. die i’s in
aufsteigender Reihenfolge aufgelistet sind, i3 < ¢t <im;1 <im.

Beweis. Sei (x;t) 2 X, £ r" ein Reprasentant, und t = (to;:::;t,). Wenn
unter den t; eine oder mehrere Nullen vorkommen, kdnnen wir einen @quivalenten
Reprasentanten mit kleinerem n finden: z.B. wenn to =0, dann ist t = —(t), wo t
das Tupel mit dem weggelassenen to bezeichnet, und deshalb (x;t) = (X;—o(t)) »
(do(x);t). Wir konnen also annehmen, da.. unter den t; keine Nullen vorkommen.
Wir werden zeigen, da.. dies (x;t) dann schon der kanonische Reprasentant mit dem
kleinst-mdglichen n ist.
Wenn X =dj, :::d;..(x%) dann haben wir einen neuen Reprasentanten
) = (diy::di 05 t) » (diyiiidi () -, (1)

» L

» (X o, ) = <5t
Wir prtifen nach, da.. jede Aquivalenz zu (x;t) in diese Form gebracht werden kann.
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Die hier zu diskutierende Aquivalenzrelation sieht so aus. Es ist (x;t) aquivalent zu
(x™: t%) dann, und nur dann, wenn es eine Kette gibt,

1) = (xuth) s ) i (i 0I5 git) = )
so da.. fir jedes n zwischen 1 und jjl1 entweder ein i, existiert mit
Xn = din(xn+1) und tn+l = —in(tn)

oder eben ein i, mit
Xn+1 = di,(Xn) und t" = o (") :

Per Induktion Tber die Lange einer solchen Kette dtrfen wir annehmen, da.. der Satz

fir Ketten kleinerer Lange schon bewiesen ist, insbesondere also schon bewiesen ftir
OGt) = (as UFY)
Der Induktionsschritt wird fertig sein, wenn wir aufgrund dieser Voraussetzung den Satz
far )
ot = 0g;t)

beweisen konnen. Dazu unterscheiden wir zwei Falle.

1. Fall. X' = di(x®) und t° = () (fTr geeignetes k). Nach der Induktionsvor-
aussetzung ist
x = dj,odi, (X)) und P = ()

Die Darstellung t¥ = -~ :::—, () nun Ia.t sich wieder in die Form fallender Indizes
bringen (fallend von links nach rechts) wegen der ldentitaten —i—j = —j—j;1, wenn
j < i. Dieser Proze.. bringt gleichzeitig die Darstellung x = dj, :::d;_ d(x¥) in die
Form aufsteigender Indizes; dabei haben wir benutzt, da.. djd;j = dj;1d; fur j <ii
(die vorausgesetzten Identitaten in der Struktur einer ¢-Menge).

2. Fall. x¥ = d(x") und t* = —(t) . Nach unserer Voraussetzung tiber t kommen

in der Darstellung von t” = —; :::— () als Tupel keine Nullen vor, au..er an den Stellen
iy;::1;im . Deshalb ist notwendigerweise k eine von diesen Stellen. Sei k =i-. Es ist
dann

Tim e Tl T K Timgr Timiz - it
WO %o . ¢

. ip wenn p <

Jpi1 =

ipil wennp>*:

Wie im ersten Fall ist dieses Umschreiben auch ftir die d’s eine erlaubte Operation; es
fuhrt auf
t = und x = dj,d,,, (X0

Die Existenz der behaupteten Darstellung ist nun geklart. Die Eindeutigkeit wurde
schon vorher behandelt (kanonische Darstellung von Punkten in r™). Namlich durch

t¥ einerseits und die Beziehung t* = —; .. :::—j, (t) andererseits sind sowohl t als auch
die Indizes iy;:::;im eindeutig bestimmt | vorausgesetzt, da.. in der Darstellung von
t als Tupel keine Nullen vorkommen und da.. die Indizes in aufsteigender Reihenfolge
aufgelistet sind. —
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Als m-Skelett einer ¢-Menge Xglwollen wir die ¢-Menge X™ bezeichnen mit
" Xn wenn nem
; wenn n>m

wobei die Strukturabbildungen von X Tbernommen werden.

X™Mn =

Satz. Der Raum Real (X) ist ein CW-Komplex, mit Skelettflltrierung
; = Real(Xi1) % Real(X°) % ::: % Real(X™) % ::: % Real(X):

Beweis. Als topologischer Raum ist r" dquivalent zu D", und der Rand @r" ist
gegeben durch die Vereinigung der eigentlichen Seiten oder, was auf dasselbe hinauslauft,
durch die Vereinigung der (nj1)-dimensionalen Seiten

orn = T, S(rnity:
Wir behaupten, da.., flir x 2 X,,, die Aquivalenzrelation eine Anhefte-Abbildung
fxg£0r" j¥ Real(X"il)

induziert. Um dies einzusehen, wird es gentigen, die Einschrankungen der Anhefte-
Abbildung auf diejenigen Teile von @r"™ zu beschreiben, die durch die (nj1)-dimen-
sionalen Seiten gegeben sind; und dann nachzuprtfen, da.. diese Teil-Abbildungen auf
den Durchschnitten ihrer Deflnitionsbereiche, d.h., auf den Teilen

_i(rnil) \ _j(rnil) — _i_j(rniZ) = - _iil(rniZ) (Wennj < I) ;
Ubereinstimmen.

Wenn t 2 —j(r"il) und, etwa, t® = —(t), so wird das Bild von (x;t%) unter der
Anhefte-Abbildung deflniert als derjenige Punkt in Real (X"11), der durch (d;(x);t)
reprasentiert ist.

Die so deflnierte Abbildung ist (ofiensichtlich) stetig auf jedem der Unterraume
-i(r"il). Da es sich um abgeschlossene Unterraume handelt, werden wir wissen,

da.. die Abbildung auf ganz @r" stetig ist, sobald wir wissen, da.. sie Tberhaupt
wohldeflniert ist.

Nun ist die Abbildung deflniert Tber die der Konstruktion von Real (X) zugrunde
liegende Aquivalenzrelation. Ware sie nicht wohldefiniert, so wtirde das bedeuten,
da.. es zwei Punkte aus @r" gabe, die denselben Punkt aus Real(X), aber zwei
verschiedene Punkte aus Real (X"i1) deflnierten. Das hie..e, da.. die der Konstruktion
von Real (X) zugrunde liegende Aquivalenzrelation grober ware als die der Konstruk-
tion von Real (X"i1) zugrunde liegende Aquivalenzrelation auf

XoEr® [ i [ Xn;1ErMit:
Das ist aber nicht der Fall: Sind (x;t) und (x%;t%) zwei Punkte hieraus, die in
Real (X) @quivalent sind, dann Ia.t sich (nach dem vorigen Satz) die Relation zwi-
schen diesen beiden Punkten schon beschreiben unter ausschlie..licher Verwendung von
Abbildungen df (bzw. -K) mit k ® nj1 (denn nur solche Abbildungen werden be-
nutzt, wenn man die beiden Punkte zu dem minimalen Reprasentanten in Beziehung
setzt). Es folgt auch noch, da.. die Abbildung Real (X"i1) ¥ Real (X") injektiv ist.
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Unter erneuter Benutzung der Tatsache, da.. die Anhefte-Abbildung Tiber die Aqui-
valenzrelation deflniert ist, erhalten wir eine Abbildung

Real (X"11) [x. e XnEr" j¥ Real(X"):

Sobald wir wissen, da.. diese Abbildung bijektiv ist, werden wir auch wissen, da.. sie
eine topologische Aquivalenz ist (denn beide Raume sind Quotientenraume von ein- und
demselben Raum, namlich von XoEr° [ ::: [ Xn£r"). Da. die Abbildung surjektiv
ist, ist klar. FOr die Injektivitat mussen wir noch zwei Falle betrachten:

Sei (xX;t) 2 X,£r" dquivalent zu einem Punkt aus Real (X"i1). Sei (x;t) der
minimale Reprasentant dieses Punktes, dann ist (nach dem vorigen Satz)

= -, (1)
mit p , 1, weil (x;t) & (x%;t). Also ist t ein Randpunkt von r" .

Seien (Xg;t1) » (X2;t2) ; (Xi;ti) 2 Xp£r"™, und seien t; und t, keine Rand-
punkte von r™. Dann sind beide Punkte Reprasentanten kleinster Dimension in ihrer
Aquivalenzklasse, nach dem vorigen Satz sind sie also sogar gleich.

Wir fassen zusammen: Real (X) ist Quotientenraum einer disjunkten Vereinigung
von Ballen, namlich von 'n XnEr"., Real(X™) ist der Bildraum der Balle der
Dimension = m. Die Aquivalenzrelation I2..t sich sukzessive beschreiben tiber Anhefte-
Abbildungen ftir m-Balle an Real (X™Mi1) .

Letzteres ist aber eine der Charakterisierungen, die wir kennengelernt haben ftir einen
CW-Komplex, mit Skelettflltrierung gegeben durch die Real (X™). —

Es ist plausibel (und auch richtig), da.. es CW-Komplexe gibt, die nicht konstruierbar
sind als die geometrische Realisierung einer ¢-Menge (z.B. hefte man eine 2-Zelle an
St an mit Hilfe einer \wilden" Anhefte-Abbildung). Andererseits, bei den Raumen, die
als eine solche geometrische Realisierung entstehen, haben wir auch mehr Struktur als
nur die eines CW-Komplexes: Die Anhefte-Abbildungen sind in einer ganz bestimmten
(und flniten) Weise gegeben, Tber die kombinatorische Seiten-Zuordnung einerseits und
Uber die Standard-Abbildungen zwischen den Standard-Simplizes andererseits.

Wir stellen uns eine &-Menge vor als einen kombinatorisch-deflnierten CW-Komplex.
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Singularer Komplex

Der singulare Komplex eines topologischen Raumes ist leicht zu deflnieren (das machen
wir jetzt gleich), aber es ist nicht so leicht, sich die au..erordentliche NUtzlichkeit der
Konstruktion klarzumachen (die Herleitung der entsprechenden Satze wird uns eine
Weile beschaftigen). Man kann die Konstruktion des singularen Komplexes auch zum
Anla.. nehmen, sich ein wenig zu erschrecken. Denn sie flihrt auf die Betrachtung
sehr gro.er Mengen, selbst wenn man nur an recht einfachen topologischen Raumen
interessiert ist.

Bezeichne, wie friiher, r" das Standard-n-Simplex. Sei Y ein topologischer Raum.
Der singulare Komplex von Y ist deflniert als die ¢-Menge S(Y), wo
S(Y)n = Menge der stetigen Abbildungen r" j¥ Y ;

und wo die Strukturabbildungen di : S(Y)n i ¥ S(Y)n;1 in naheliegender Weise tiber
die Standard-Inklusionen der Standard-Simplizes, - : r"it §¥ " erklart sind.

Namlich, wenn
fZS(Y)n; f:l"ni!Y;

dann ist d;i(f) 2 S(Y)n;1 deflniert als die zusammengesetzte Abbildung
i —i __F_ .
f— o Y™ YN ity

Die verlangten Identitaten zwischen den Kompositionen der d; sind hier nun einfache
Folgerungen aus den analogen Identitaten ftr die Kompositionen der —; . Namlich wenn
f2S(Y)n,wenn n , 2 und j <i, dann ist

djdi(f) = dj(f=) = F-i5 = F—-i;1 = dij2(F) = dij2di(F) -
Was die Homologiegruppen einer &¢-Menge sind, das wissen wir schon. Deshalb
konnen wir jetzt auch Homologiegruppen flir topologische Raume erklaren.

Definition. Die singularen Homologiegruppen eines topologischen Raumes Y sind
deflniert als die Homologiegruppen der ¢-Menge S(Y).

Um mit der Deflnition etwas anfangen zu konnen (zum Beispiel flir Berechnungen),
bendtigt man einige Satze allgemeiner Art, also eine \Theorie". Die Herleitung dieser
Satze wird uns eine Weile beschaftigen.
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Selbst im Falle von ganz einfachen topologischen Raumen Y (man denke z.B. an
ein Intervall) werden die an der ¢-Menge S(Y) beteiligten Mengen i.a. sehr gro.. sein.
S(Y)o etwa ist die unterliegende Menge von Y , und S(Y); kann man identiflzieren
mit der Menge aller Wege in Y . Die Konstruktion ist also ziemlich unanschaulich.
Allerdings kann der Nachteil der Unanschaulichkeit zu einem gewissen Grade durch
Gewthnung behoben werden. Als ersten Schritt dazu Tberlegen wir uns, da.. es eine
Beziehung gibt zwischen dem Raum Y einerseits und der geometrischen Realisierung
der ¢-Menge S(Y) andererseits.

Satz. Es gibt eine nattrliche Abbildung (\Evaluation™)
ev : Real(S(Y)) i¥ Y:

Bemerkung. Da.. die Evaluation als eine ‘nattrliche’ Abbildung bezeichnet wurde,
hat eine ganz bestimmte technische Bedeutung. Namlich sowohl die Konstruktion des
singularen Komplexes eines topologischen Raumes als auch die der geometrischen Re-
alisieung einer ¢-Menge sind funktorielle Konstruktionen. Wenn also Y ¥ Y? eine
Abbildung von topologischen Raumen ist, so induziert diese erstens eine Abbildung von
¢-Mengen, S(Y) ¥ S(Y"), und zweitens diese wieder eine Abbildung von Raumen,
Real (S(Y)) ¥ Real(S(Y ). Die besagte ‘Nattirlichkeit’ ist nun die Aussage, da.. das
resultierende Diagramm

D

V.

Real(S(Y)) 1iii? ¥
? ?
y y
Real (S(Y®) §iTi? Y°

tatsachlich kommutativ ist.

Beweis des Satzes. Das ist fast eine Trivialitat. Die geometrische Realisierung ist ja
deflniert als s
Real (S(Y)) = n S(YhEXr" =, ;

deshalb gentigt es, eine Abbildung
S
nSYOREX" il Y

anzugeben, die mit der Aquivalenzrelation vertraglich ist. Es lauft auf dasselbe hinaus,
fur jedes n und fUr jedes T 2 S(Y)n eine Abbildung g : fFfgEr"™ j¥ Y anzugeben,
oder besser

gr: r" il oY

dabei mu.. fir n , 1 und 0 = i = n gelten, da.. das Diagramm

I,-nil ---‘-i--! rn

- minni -

? ?
gdi(f)y y9f

Y o odiiiiii? Y
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kommutiert. Alle diese Daten haben wir aber nach Deflnition von S(Y ). Wir nehmen
namlich einfach g¢ = f. Die Kommutativitat des Diagramms ist dann erfTillt nach
Deflnition dessen, was die Abbildung d;(Ff) ist. —

Natlrlich kann man nicht erwarten, da.. die Abbildung ev : Real(S(Y)) ¥ Y
immer eine Homotopieaquivalenz ist. Real (S(Y)) ist ja, wie wir wissen, ein CW-Kom-
plex. Wenn ev Tberhaupt eine Chance haben soll, eine Homotopieaquivalenz zu sein,
so mu.. notwendigerweise gelten, da.. der Raum Y zumindest den Homotopietyp eines
CW-Komplexes hat.

Diese Bedingung ist z.B. nicht erflillt flr den Unterraum Q in R, oder fUr den
Abschlu.. vom Graphen von t § ¥ sin% (letzterer Raum ist das Standard-Beispiel ftir
\zusammenhangend, aber nicht weg-zusammenhangend").

Erfreulicherweise ist die genannte notwendige Bedingung aber auch hinreichend (und
es wird eines unserer Ziele sein, dies auch irgendwann einzusehen):

Inoffizielle Mitteilung. Wenn Y ein CW-Komplex ist (eventuell auch nur bis auf
Homotopie), dann ist die Abbildung ev : Real(S(Y)) ¥ Y eine Homotopieaquivalenz.

Beispiel. Bezeichne pt. den topologischen Raum, der nur aus einem einzigen Punkt
besteht. FUr jedes n hat S(pt.), ofienbar genau ein Element. Folglich ist Real (S(pt.))
ein CW Komplex, der in jeder Dimension genau eine Zelle hat. Nach der gerade ge-
machten Mitteilung ist dieser CW-Komplex zusammenziehbar (homotopiedaquivalent
zum ein-punktigen Raum). Diese Tatsache direkt einzusehen, ist nicht ganz leicht.—"

Es gibt mehrere Grtlinde, noch eine Variante vom Begrifi der \@€-Menge" zu be-
trachten; das wird unser nachstes Thema sein. Einer der Grlinde ist, da.. man mit
den ¢-Mengen als \kombinatorisch deflnierten CW-Komplexen™ einige Dinge einfach
nicht in dem Umfang machen kann, wie man das m@chte; etwa \Quotienten-Raume"
konstruieren.

Sei zum Beispiel der 2-Ball aufgefa..t als die geometrische Realisierung der ¢-Menge
‘Dreieck’ (drei 0-Simplizes, drei 1-Simplizes und ein 2-Simplex). Durch Kollabieren des
Randes mdchte man die 2-Sphare als Quotientenraum davon konstruieren. Es gibt nur
eine ¢-Menge, die als Resultat einer solchen Konstruktion in Frage k&me. Sie hat
jeweils ein Simplex in den Dimensionen 0, 1 und 2 (weil man die drei 0-Simplizes zu
einem einzigen 0-Simplex identiflzieren mu..te und die drei 1-Simplizes zu einem einzigen
1-Simplex). Die geometrische Realisierung der fraglichen ¢-Menge ist aber nicht die
2-Sphare; das wird plausibel, wenn man die Euler’schen Charakteristiken vergleicht.

Bei der nun zu betrachtenden Variante besteht die zusatzliche Ra—nesse darin,
da.. dem Anschein nach irrelevante Daten, namlich sogenannte ausgeartete Simplizes,
in die Buchftihrung ausdrticklich mit aufgenommen werden. Naturgemd.. wird die
Buchftihrung dadurch etwas komplizierter.
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Simpliziale Mengen

Fur die Zwecke der Buchftihrung flihren wir eine Kategorie ¢ ein. Die Objekte von
¢ sind die geordneten Mengen [0], [1], [2], :::,

[nN] = O<l<ttt<n);

und die Morphismen in & sind die (schwach) monotonen Abbildungen zwischen diesen
geordneten Mengen.

Im Detail, ein Morphismus fi: [m] ¥ [n] ist eine Abbildung von [m] zu [n] mit der
Eigenschaft: wenn i « j dann ist fi(i) = fi(j) . Oder, was auf dasselbe hinauslauft,

i<]j impliziert fi(i) = fi(j) ;
aber nicht notwendigerweise fi(i) <fi(j).

Die folgende Interpretation ist moglicherweise hilfreich. Die Kategorie ¢ kann
aufgefa..t werden als eine Kodiflzierung der Standard-Abbildungen zwischen Standard-
Simplizes. Namlich man kann [m] identiflzieren mit der geordneten Menge der Ecken
von dem Standard-Simplex r™ ; und ahnlich auch [n] mit der geordneten Menge der
Ecken von r". Eine Standard-Abbildung von r™ zu r" nun bildet (nach Deflnition)
Ecken auf Ecken ab und respektiert die Anordnung auf der Eckenmenge; sie induziert
also eine Abbildung von [m] zu [n] im obigen Sinne. Im Tbrigen ist eine Standard-
Abbildung r™ ¥ r" auch eine a—ne Abbildung, sie ist deshalb durch ihr Verhalten
auf den Ecken bereits festgelegt.

Derselbe Sachverhalt, etwas formaler umschrieben, sieht so aus. Einer Abbildung
fi: [m] i¥ [n]
wird zugeordnet eine eindeutig bestimmte Abbildung
fi-orm jr r°;
namlich gerade die, die auf den Ecken das vorgeschriebene Verhalten hat (die i-te Ecke
geht auf die fi(i)-te Ecke) und)%ie ansonsten)g(egeben ist durch lineare Fortsetzung

tivi §1 i Wrigiy
i i
(wobei vi = i-ter Basisvektor in R™*1 | wgy = fi(i)-ter Basisvektor in R"*1).
(Man kann das auch so ausdrticken: die beschriebene Zuordnung ist ein \kovarianter
Funktor von der Kategorie ¢ in die Kategorie der topologischen Raume™.)
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Die angesprochene \Buchftihrung' mit Hilfe der Kategorie ¢ hat den Sinn, da.. man
sich mit ihrer Hilfe Dinge merken kann, ohne das Gedachtnis zu belasten. Wir illustrie-
ren das an der Deflnition von ¢-Mengen.

Dazu notieren wir, da.. es in der Kategorie ¢ fOr jedes i, 0 = i = n, eine Abbildung
-it il i ¥ [n];
gibt, die injektiv ist und deren Bild den Punkt i 2 [n] nicht enthalt; ofienbar gibt

es auch nur eine solche Abbildung. In suggestiver Notation handelt es sich um die
Abbildung

(0<ttt<nijl) ji? (O0<ttt<ijl< ¥ <i+l<titt<n)

wo eben \ & " bedeuten soll, da.. i nicht im Bild der Abbildung ist.

Fur die Zusammensetzung solcher Abbildungen,

sioo [ni2l aid? il @ [n];

gilt die uns schon bekannte ldentitat
) -isj = —j-ig1owenn j<i:
Lemma. (i) Jede injektive Abbildung [m] § ¥ [n] in & I&.t sich schreiben als Kom-
position von Abbildungen —;.
(i) Mit Hilfe der Relationen £) Ia..t sich diese Komposition in die Form

Tip Tipj1 cccce i ~ig
bringen, mit i; <i> < ::: <ip;1<ip (und p =njm).
(iii) Letztere Darstellung ist eindeutig.

Beweis. (i) und (ii) sind klar. Zu (iii) gentigt es, zu bemerken, da.. sich jede injektive
Abbildung -: [m] i ¥ [n] veranschaulichen I&..t als

(O<ttt<m) §j¥ (:::b:::b::i:b:::) (nim Lucken)
und die iq;ip;:::; sind dann gerade die Stellen dieser LTcken. —

Bemerkung. Es bezeichne Inj-¢ die Unterkategorie von €, deren Morphismen die
injektiven Abbildungen sind (die Objekte sind dieselben wie in & auch). Folgende
beiden Begrifie bezeichnen dann ein- und dasselbe Ding:

(i) Eine ¢-Menge.

(i) Ein kontravarianter Funktor von der Kategorie Inj-¢ in die Kategorie der Mengen.

Denn die Daten eines solchen kontravarianten Funktors X besagen, da. jedem
Objekt [n] eine Menge X][n] (oder, kurz, X,) zugeordnet ist und jeder Abbildung
-:[m] ¥ [n] in Inj-¢ eine Abbildung von Mengen (Gegenrichtung!) =: X, ¥ Xy
Wenn man diese Daten darauf beschrankt, nur von den d; = = und deren Ver-
tauschungsrelationen zu reden, so hat man eine ¢-Menge. Umgekehrt kann man auch
aus einer €-Menge einen solchen kontravarianten Funktor (re-) konstruieren, wegen dem
gerade angeftihrten Lemma.

82



Zurtick zu der Kategorie ¢ . Es gibt darin, fTir jedes i, 0 = i = n, eine Abbildung
i [n+1] ¥ [n];

die surjektiv ist und unter der die beiden Punkte i und i+1 denselben Bildpunkt
(n@mlich i 2 [n]) haben. Ofienbar gibt es auch nur eine solche Abbildung; in suggesti-
ver Notation,

(O<ttt<i<i+l <ttt<n+l) ji? (O<tit<i<ttt<n):

Jede surjektive Abbildung in ¢ I3..t sich schreiben als Komposition von Abbildungen
dieser Art. Es gibt Relationen zwischen Zusammensetzungen der ’s , namlich

il j = j i, wenn j<i;

und es gibt Relationen fUr die Zusammensetzung von einem —; mit einem j,

Nl qiii? [n+1]

3 ?
i-i = Id[n] =  i-i+1. —i+1y y i

[n+1] iiii® [n]

(erst eine LUcke machen bei i oder bei i+1 und danach i und i+1 auf dasselbe
abbilden; das tut gar nichts), sowie zwei Falle flir j & i; i+1,

[0l aidi? [nFd]
i—i = —j ij1, wenn J <1, i1y y i

( Luicke vor der Verdopplung ) _
nil] iidi? [n]

und
-
[0l aidi? [nEl]
S ? ?
i—j = —jii i, wenn j>i+1; iy y i

( Verdopplung vor der Ltcke ) .
nill iiii? [n]

und diese Relationen insgesamt sind vollstandig in einem Sinne, wie es das obige Lemma
fur die injektiven Abbildungen prazisiert hat.

Es ist aber vollkommen Tber Ussig, sich solche Einzelheiten zu merken, denn was
immer man davon braucht, kann man rekonstruieren, sobald man nur wei.., was es mit
der Kategorie ¢ auf sich hat (was ja nicht so schwer zu behalten ist).

Wichtig ist auch die folgende (triviale) Tatsache. Jeder Morphismus in ¢ I3..t sich
schreiben als eine Surjektion gefolgt von einer Injektion; das hei..t, als

fi = - ( surjektiv; - injektiv);

und diese Darstellung ist eindeutig.
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Definition. Eine simpliziale Menge ist ein kontravarianter Funktor X von der
Kategorie ¢ in die Kategorie der Mengen.

Es bedeutet dasselbe, zu sagen, da.. jedem [n] eine Menge X[n] (oder, kurz, X;,)
zugeordnet ist; und jeder Abbildung fi: [m] ¥ [n] in ¢ eine Abbildung von Mengen
(Gegenrichtung !)

XEi): Xn i? Xy
Dabei ist verlangt, da.. die Zuordnung fi A X(fi) mit Komposition vertraglich ist,
d.h., wenn
. i fl
fifi o [m] @ii® (] @ii? [p);

dann ist X(flfi) gleich der zusammengesetzten Abbildung

. Xl X (fi

X@E)XE) © Xp i7111® Xn ii1i18 Xm

(und, nattrlich, wenn { eine identische Abbildung ist, dann ist auch X(f) eine iden-
tische Abbildung).

Statt X (fi) wollen wir kiirzer auch schreiben i~ (Stern oben ftir: Zuordnung dreht
die Pfeile um).

Wir verwenden folgende Sprache. Die Abbildungen =~ fiir injektives -, hei..en die
Randabbildungen der simplizialen Menge X . Es handelt sich dabei um die = (die wir
wie friher mit d; bezeichnen wollen) und deren Kompositionen.

Die Abbildungen -, fuir surjektives , hei..en die Ausartungs-Abbildungen. (Auch
wenn dies ein wenig seltsam klingen mag, so ist die identische Abbildung an dieser Stelle
nicht ausgeschlossen.)

Die Elemente der Menge X, hei.en die n-Simplizes. Ein n-Simplex hei..t aus-
geartet, wenn es im Bild einer nicht-identischen Ausartungs-Abbildung - liegt (oder
was auf dasselbe hinauslauft, wenn es im Bild einer der speziellen Ausartungs-Ab-
bildungen -7 : Xn;1 i ¥ X, liegt).

Beispiel. Der singulare Komplex S(Y) eines topologischen Raumes Y ist nicht nur
eine ¢-Menge, sondern auch eine simpliziale Menge. Namlich ftr fi : [m] ¥ [n] ist
die zugeordnete Abbildung i : S(Y), ¥ S(Y)m deflniert als die Komposition mit der
durch fi beschriebenen Standard-Abbildung fi: r™ ¥ ",

i . i T
(F:r" 0 Y) Tainiini? (Ffi: r™ 6T r" i

Y):

Wenn wir frGher den singularen Komplex als ¢-Menge aufgefa..t haben, so lag das
daran, da.. wir andere Struktur-Abbildungen als die Rand-Abbildungen damals nicht
beachtet haben.

Nattrlich kann man ganz allgemein einer simplizialen Menge eine ¢-Menge dadurch
zuordnen, da.. man alle anderen Struktur-Abbildungen au..er den Rand-Abbildungen
einfach vergi..t.
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Wenn man wei.., was ausgeartete Simplizes sind, so hat man auch die Moglichkeit,
diese systematisch zu ignorieren; oder besser: herauszukUrzen. Demgema.. hat man ftr
simpliziale Mengen nun Varianten der Konstruktion von Homologie einerseits und von
geometrischer Realisierung andererseits zur Verfligung. Diese Varianten wollen wir zur
Kenntnis nehmnen.

(1) Konstruktion der Homologie. Sei X simpliziale Menge, A abelsche Gruppe.
Dann wissen wir schon (weil X per Vergessen von Struktur eine €©-Menge ist), da.. wir
die Homologiegruppen HAX;A) deflnieren kdnnen. Namlich zundchst konstruieren
wir einen sogenannten Kettenkomplex

d
i

0T CoOGA) iiT1T Cni1OGA) §iST Cnia(XA) § ¥ tet (mit dd=0)

P -
wo Ch(X;A) = A[Xn]; d= ; (il1)'di; die n-te Homologiegruppe von X mit
Koe—zienten in A ist dann deflniert als H,(X;A) = Kern(d")=Bild (d"*?) :

Die Elemente von C,(X;A) sind, per Deflnition, die n-Ketten, d.h. die formalen
Summen aj; X; + 666 + ax Xk, asz A, Xj 2 Xn (modulo einer gewissen Aquivalenz-
relation). Wir wollen eine Kette  a; X; nun als ausgeartet bezeichnen, wenn samtliche
der x;j ausgeartet sind. Die ausgearteten Ketten bilden eine Untergruppe CL(X;A).
Die Quotientengruppe

Ca(X;A) 1= Cn(X;A)=CL(X;A)
hei..t die reduzierte (oder normalisierte) n-te Kettengruppe der simplizialen Menge X .
Wir nehmen zur Kenntnis (im Moment ohne Beweis, als ino—zielle Mitteilung),

da.. die C,(X;A) wieder einen Kettenkomplex bilden, und da.. die daraus erhaltenen
Homologiegruppen dieselben sind wie vorher. —

(2) Die geometrische Realisierung einer simplizialen Menge X . Diese ist deflniert
als der Quotientenraum s
Xj = n.o XpnEr" = »

wo die Aquivalenzrelation \ >» " nicht nur die Rand-Abbildungen benutzt (wie bei der
geometrischen Realisierung einer &¢-Menge), sondern zusatzlich auch noch die Aus-
artungs-Abbildungen. Die Aquivalenzrelation ist namlich erzeugt von der Vorschrift:
FUr jedes fi : [m] ¥ [n] aus &€, flir jedes t 2 r™ und jedes x 2 X, sollen die
Bildpunkte von (x;t) unter den beiden Abbildungen

q
XmEr™ “iiitii XnEr" jitiiri? Xn£r"
miteinander identiflziert werden. Das hei..t, es soll sein
XmEr™ 3 (fif(x);t) » (x;fift)) 2 XnEr":

Die Deflnition ergibt, da.. jXj auch ein Quotientenraum von Real (X) ist (geometri-
sche Realisierung von X als ¢-Menge). Die Quotientenabbildung Real (X) ¥ jX]j
kann aufgefa..t werden als nachtragliches \Kollabieren™ derjenigen Zellen, die den aus-
gearteten Simplizes entsprechen.
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Als Variation des entsprechenden Lemmas Tiber ¢-Mengen hat man:

Lemma. (i) Jeder Punkt aus jXj hat einen Reprasentanten (x;t) 2 Xq£r? der Art,
da.. d moglichst klein ist. Dieser Reprasentant ist eindeutig bestimmt.

(i) 1st (%1% 2 T, X,£r" Aquivalent zu (x;t), dann gibt es einen eindeutig
bestimmten weiteren Reprasentanten (x’;t%), wo t' kein Randpunkt ist (d.h., die
Darstellung von t° als Tupel enthalt keine Nullen), und es gibt eindeutig bestimmte
Abbildungen  und - aus ¢, wo  surjektiv ist und - injektiv, mit

X'= 705 t= A1) ; X= )5 = oAt

Ebenfalls hat man als Variante des entsprechenden Satzes tiber ¢-Mengen:
Satz. jXj ist ein CW-Komplex. Das n-Skelett ist gleich dem Bild von
XoEr? [ i [ XnE r":
Die n-Zellen sind in 1:1 Beziehung zu den nicht-ausgearteten n-Simplizes von X.

Beweis. Ubungen _—

Im Beweis des obigen Lemmas wird folgender einfacher aber wichtiger Struktursatz
tber simpliziale Mengen gebraucht.

Satz. Sei x ein m-Simplex der simplizialen Menge X . Dann ist x Ausartung eines
eindeutig bestimmten nicht ausgearteten Simplexes y, und zwar auf genau eine Weise.
D.h., es gibt ein nicht-ausgeartetes y 2 X, und ein surjektives : [m] ¥ [n] mit
“(y) = x, und das Paar (y; ) ist eindeutig bestimmt.

Bemerkung. Wenn X nicht-ausgeartet ist, dann ist die Ausartungs-Abbildung
nattrlich eine identische Abbildung.

Beweis des Satzes. Existenz von (y; ) ist klar. Angenommen, (y%; ) ist ein
weiteres solches Paar, °: [m] ¥ [n]. Die Abbildung hat einen Schnitt, d.h. eine

Abbildung (notwendigerweise injektiv) —: [n] ¥ [m] mit - = Id,. Esist dann
y=="N==0=="¢) = "7 ;

wobei die letzte dieser Gleichungen deshalb gilt, weil sich jede Abbildung in der Kate-

gorie €, also auch °-, in der Form - — (eine Surjektion gefolgt von einer Injektion)

darstellen I3..t.

Aber y ist nicht-ausgeartet, also ist “—=1d und y = 3/(y°). Insbesondere haben
wir deshalb n = n’. Auf die gleiche Weise folgt auch n’ = n. Folglich gilt n = n’.
— ist somit ein injektiver Endomorphismus von [n] und daher die Identitat. Folglich
ist y =y’. Wir haben au..erdem nun auch noch gezeigt, da.. jeder Schnitt - von
automatisch auch ein Schnittvon ° ist (d.h.,, -=1d =) ’-=1d), und umgekehrt
(aus Symmetriegrtinden). Daraus folgt aber = . —
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Nttzliche Konstruktionen

Es isti.a. nicht mdglich, aus einer simplizialen Menge eine ¢-Menge dadurch zu machen,
da.. man die ausgearteten Simplizes einfach wegla..t. Denn wenn man zu einem nicht-
ausgearteten Simplex ein Randsimplex nimmt, dann kann letzteres sehr wohl ausgeartet
sein. (Beispiel: Im singularen Komplex der n-Sphare betrachte man ein n-Simplex,
das der ldentiflzierung r"=g,n ... S™ entspricht.)

Man kann allerdings umgekehrt vorgehen. Man kann einer ¢-Menge Y immer eine
simpliziale Menge X zuordnen derart, da.. die nicht-ausgearteten Simplizes von X
eine ¢-Menge bilden, und zwar gerade Y . Das geht auf die nachstliegende Weise: Als
n-Simplizes von X nimmt man die Paare

(y; )

wo :[n] ¥ [m] die surjektiven Abbildungen mit Quelle [n] durchlauft; und y die
Elemente von Y., (m variabel). Um nun die Wirkung der Abbildung

i X i ¥ Xpo

auf (y; ) zuerklaren, wo fi: [n’] ¥ [n], schreibt man die zusammengesetzte Abbildung

] i1 [n] §i¥ [m]
in die kanonische Form um (Surjektion gefolgt von Injektion),

M ii® [ &i? [m];
und mit den so erhaltenen - und — deflniert man dann

fily: ) = W)

Diese Regel ist mit der Komposition der fi’s vertraglich (also ‘funktoriell’, wie in der

DefInition von simplizialen Mengen verlangt). Denn ist fi : [n®] ¥ [n°], dann sieht
man, da.. (fifiy"(y; ) = ¥ f (y; ) wegen des Diagramms

fi
i

[n?°°] ini? 0] i (0]
? ? ?
ey 2 y
(B] iii:i! [n] iii:i! [m]

und wegen der Eindeutigkeit der Darstellung von  fifi’ als be (Surjektion gefolgt
von Injektion), wo b = Z€.
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Speziell sagt die Regel auch, wenn % eine surjektive Abbildung, also %~ eine Aus-
artungs-Abbildung ist, dann ist

W(y; ) = (y; %):

Die nicht-ausgearteten n-Simplizes von X sind also genau die Paare

(y; Idm)
m.a.W. die n-Simplizes von Y . Und ist —: [n°] ¥ [n] eine Rand-Abbildung, dann ist

=y ) = () 1dpoy) ;
Y ist also tatsachlich eine Unter-&-Menge von X.

Wir nennen X die von der €¢€-Menge Y erzeugte simpliziale Menge.
Satz. Sei Y eine ¢-Menge, sei X die von Y erzeugte simpliziale Menge. Es ist

jXj 2 Real(Y) :

Beweis. Nach Deflnition
S —

ij = n XpEr" >
s *s ] D
= n ‘in)Efm] YmEX" ;  und [m] variabel »
s ts ] D
= m njxm] YmEYXT ) und [n] variabel »
Nun sagt der von der Ausartungs-Abbildung : [n] ¥ [m] gelieferte Beitrag zur

Aquivalenzrelation \ » " gerade, da.. fiir jedes y 2 Y, und jedes t2 r",

((y; )it) = (7Y ) t) > ((y; 1dpmy) s AD) ;
d.h. die von indizierte Kopie des Raumes Y £ r" mu.. identiflziert werden mit
YmEr™ vermoge der Abbildung induziert von _-: r™ ¥ r™. Also ist jXj ein
Quotientenraum s
m Fldm 9EYmEXr™ = »

Aber die verbliebenen Simplizes (y; Id) sind samtlich nicht-ausgeartet, die Struktur-
abbildungen zwischen ihnen sind daher notwendigerweise Rand-Abbildungen. Es folgt,
da.. die induzierte Aquivalenzrelation \ » " nicht grober ist als die zur Deflnition von
Real (Y) verwendete. —

Beispiel. Sei K ein geordneter Simplizialkomplex. Das hei..t (wie friher auch), da.. K
als Teilmenge eines euklidischen Raumes R" gegeben ist und da.. zusatzlich gewisse
weitere Daten speziflziert sind ( K ist dargestellt als Vereinigung a—ner Simplizes, die
sich nur in bestimmter Weise trefien dtrfen; die Eckenmenge von jedem Simplex ist mit
einer Ordnung versehen, und diese Ordnungen sind kompatibel).

Zu dem geordneten Simplizialkomplex gehOrt eine ¢-Menge Y . Einem m-Simplex
y von Y entspricht eine Abbildung r™ ¥ K, namlich die kanonische injektive Ab-
bildung, die das Standard-m-Simplex r™ identiflziert mit dem von y indizierten
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Baustein von K. Einem n-Simplex der von Y erzeugten simplizialen Menge X
entspricht nun ebenfalls eine Abbildung r™ ¥ K. Namlich dem Simplex (y; ),
wo : [n] & [m], entspricht die Abbildung

T T L T HTL I
Wir konnen also die simpliziale Menge X identiflzieren mit einem Unterkomplex von
dem singularen Komplex S(K). —

Beispiel. Sei, speziel, K = rK der geordnete Simplizialkomplex, der aus dem
Standard-Simplex der Dimension k und seinen Seiten besteht. Die m-dimensionalen
Seiten sind in 1:1 Beziehung zu den injektiven Abbildungen

i LUV L
die Beziehung ist gegeben durch
Seite § % Menge ihrer Ecken.

Wenn wir zu der zugeh@rigen simplizialen Menge Tibergehen, so entsprechen die n-Sim-
plizes darin nun, allgemein, den Abbildungen

fi:[n] §¥ [K]:
Namlich zu der Abbildung fi gehdrt das \a—ne singuldre Simplex"

fior" gy r<:

Es stellt sich heraus, da.. man diese spezielle simpliziale Menge auch noch einfacher
deflnieren kann, und zwar auf rein kombinatorische Weise:

Definition. Die simpliziale Menge Standard-k-Simplex, Notation €K, ist gegeben
durch
(¢")n = Home([n]; [K])

(die Menge der Abbildungen in ¢ von [n] nach [K] ), und, fir fi: [n ¥ [n] in &,
ist die induzierte Abbildung fi: (¢X), ¥ (€*) gegeben durch Komposition,

fi fl

fr(fl: ] §® k) = fifiz [ 5t 0] i [K]

Der Simplizialkomplex \k-Simplex" hat einen Unterkomplex \Rand", der gegeben
ist durch die Vereinigung der eigentlichen Seiten. Dem entspricht hier eine Unter-
simpliziale-Menge von €K | die wir als den Rand von ¢k bezeichnen, Notation @¢K .
Die Simplizes in @¢X sind gerade die Simplizes [n] ¥ [k], die \TUber eine eigentliche
Seite faktorisieren', (d.h. Tber eine der Abbildungen - : [kj1] §¥ [k] ). Oder, was
auf dasselbe hinauslauft,

(@tltk)n = ffi: [n] ¥ [K] j fi nicht surjektivg :
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Wie bei Raumen, so mdchten wir auch hier nun eine \k-Sphare " konstruieren, indem
wir den ‘Quotienten’ von ¢X nach @¢X bildet. Es ist nicht schwer, dem einen Sinn
zu geben. Wir benGtigen daftir (wie fiir andere Dinge auch) noch eine allgemeine Kon-
struktion:

Definition. Eine Aquivalenzrelation auf einer simplizialen Menge X bedeutet:

(i) eine Aquivalenzrelation auf jeder der Mengen X, ,

(i) wobei diese vertraglich sind mit den Strukturabbildungen; d.h. wenn x;x’ 2 X,
und fi: [n°] ¥ [n], dann: xv X' in X, =) (X)) VvH ) in Xu:

In dieser Situation kBnnen wir eine neue simpliziale Menge bilden,

X=)n = Xp=v (+ induzierte Strukturabbildungen) :
Die Aquivalenzrelation \ v " auf X induziert nun eine Aquivalenzrelation auf
S
n XpErn

und damit dann auch auf der geometrischen Realisierung jXj .
Satz. jX=,j 2 jXj=, .

Beweis. Die beiden Aquivalenzrelationen \ v ", sowie \ » " (aus der Konstruktion der
geometrischen Realisierung), erzeugen zusammen eine Aquivalenzrelation \ » _ v ™.
Es ist dann

S
Xi=v 2 ( n XnErh=, )=y

1/

S
n Xn£rn = > _ Vv
S
2 ( anXpnErh=,)=,
2 X —
Korollar. Ist X" Unter-simpliziale-Menge in X, dann konnen wir eine simpliziale
Menge \ Kollabieren von X° zu einem Punkt" bilden,
(X=X")p 1= Xn=X"  (+induzierte Strukturabbildungen) :
Undesist jX=X"j 2 jXj=jXj.

Beispiel (Konstruktion einer k-Sphare). $X := ¢*=@¢k (wenn k , 1).

In ¢k gibt es ein nicht-ausgeartetes Simplex, das nicht in @K liegt, namlich
Id : [kK] ¥ [K]. Alle anderen nicht-ausgearteten Simplizes liegen in @¢*. Unter der
Quotientenbildung gehen sie also nach @¢k=@¢k 2 ¢° und werden demgema.. aus-
geartete Simplizes, sofern ihre Dimension > 0 ist. In $¥ gibt es deshalb nur zwei
nicht-ausgeartete Simplizes, namlich jeweils eines in den Dimensionen 0 und k. Es ist

i$< = jekjzjeekj = rkegrk = sk

Die resultierende Zellenstruktur der k-Sphare folglich hat eine 0-Zelle und eine k-Zelle.
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Es ist manchmal nttzlich zu wissen, da.. flir simpliziale Mengen ein Analogon des
Zellenaufbaus flir CW-Komplexe existiert. Die Rolle des n-Balls (Modell ftir n-Zellen)
wird dabei TGbernommen von der simplizialen Menge Standard-n-Simplex, ¢". Wir
Uberlegen uns zundchst, da.. zu jedem Simplex einer simplizialen Menge eine reprasen-
tierende Abbildung gehort.

Satz. Sei X eine simpliziale Menge, X 2 X, ein n-Simplex. Es gibt eine Abbildung
von simplizialen Mengen
X: ¢" jr X
mit der Eigenschaft
x = Bild des nicht-ausgearteten n-Simplexes von ¢" ;

diese Abbildung X ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Das ist fast eine Trivialitat, wenn man es nur richtig hinschreibt. Ftr ¢"
haben wir namlich die kanonische Beschreibung

(¢"m = Home([m]; [n])
wobei das nicht-ausgeartete n-Simplex von ¢" dem Element
(Id: [n] ¥ [n]) 2 Home([n]; [n])
entspricht. Wir deflnieren, X(1d: [n] ¥ [n]) := x. Die hypothetische Abbildung X
ist hierdurch eindeutig bestimmt, wegen
x(fi: [m] ¥ [n]) = X(fi(1d: [n] ¥ [n])) = fi(x(1d: [n] ¥ [n])) = fi'(x)

(wobei die erste Gleichheit nach Deflnition der simplizialen Struktur von ¢" besteht;

und die zweite aufgrund der Tatsache, da.. X eine Abbildung von simplizialen Mengen
sein soll).

Wir konnen nun umgekehrt diese Formel auch als Deflnition von X nehmen: X ist
dann eine Abbildung von simplizialen Mengen; der Test daftr, far fl: [] ¥ [m], ist

X(FO(fi: [m] ¥ [])) = x([] §i¥ []) = (fifiy (%)
= f(fi(x) = fr(x(fi: [m] ¥ [n])) ;

m.a.W., das Diagramm

n Xy
(¢7)m iini! X)m
? ?
Ty yf
(€™ iifi? X
kommutiert, wie verlangt. —

Die Abbildung X hei..t auch die reprasentierende Abbildung von x.
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Satz. Die simpliziale Menge X ist isomorph (in kanonischer Weise) zu

S
n XpnEC"

wo die Aquivalenzrelation erzeugt wird von der Vorschrift, da.. fir jedes : [n] ¥ [p]
die Bilder der beiden Abbildungen

—~—£1d Id£E
XnEC" Tiiiiii XpEC" jiiii1i? XpECP

zu identiflzieren sind; mit anderen Worten: fOr jedes y in X, fUr jede Dimension m
und fUr jedes z in (¢, ist

XnE(EMm 3 (7 Y):z) » (¥ A2)) 2 XpE(EP)m
(hierbei ist _~: ¢" ¥ ¢P die Abbildung von simplizialen Mengen, die deflniert ist
durch _Afi: [m] ¥ [n]) := fi).
Beweis. Zunachst ist \ » " tatsachlich eine Aquivalenzrelation von simplizialen Men-

gen; dennsei fl:[*] ¥ [m] in ¢, und seien (y;m;z) und  wie oben, dann ist

f()z) = (CO)sf@) » (v, A(2) = ;7 A2)) = f(y; A2)):

Die reprasentierenden Abbildungen ftir die n-Simplizes kann man zusammenfassen zu
einer Abbildung
XnEC" j1 X ;

auf den m-Simplizes ist diese Abbildung gegeben durch
Xn£Home([M]; [n]) i? X
(x;fi: [m] ¥ [n]) F¥ fir(x) :
Durch weiteres Zusammenfassen all dieser Abbildungen erhalten wir eine Abbildung
Sn XpnEC" j1 X
Diese Abbildung ist ofiensichtlich surjektiv (wenn x 2 X, dann ist x = X(ldy) ).
Wir zei~gen nun: (i) ~die Abbildung ist mit der Aquivalenzrelation vertraglich; und
(ii) nach Ubergang zu Aquivalenzklassen wird die Abbildung ein Isomorphismus.
Zu (i). Sei  wie oben. Sei auch (y;m;z) wie oben, y 2 Xy, 22 ("),
z = (fi:[m] ¥ [n]) 2 Homg([m]; [n]) :
Dann (nach Deflnition der reprasentierenden Abbildung von ~7(y) )
W2 Fiii? W)
und andererseits
Wi A2) = (v;Iml i ¥ pl) T ()
was dasselbe ist (weil ( fiy” = fir—-").
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Zu (ii). Sei x2 X und sei (x; fi: [m] ¥ [n]) ein m-Simplex von S XnEC" .
Ist fi nicht surjektiv, etwa
fi= f: [m ¥ [0 &ii? [n]
(wo injektiv ist, aber nicht bijektiv), dann ist
(i) = (x; Afi") » (7(x); fi");
wo “(X) 2 Xq und g <n (ein einfacherer Reprasentant !).

Ist andererseits x ausgeartet, etwa x =="(x") (wo -: [n] ¥ [K] surjektiv ist, aber
nicht bijektiv), dann ist

(x:fi)y = (0 fi) » (X; =Afi))
wo X' 2 Xy und k<n (wieder ein einfacherer Reprasentant).
Es folgt, da.. jede Aquivalenzklasse einen Reprasentanten (x;fi) hat, mit
X nicht-ausgeartet ; fi surjektiv :

Dieser Reprasentant ist aber eindeutig bestimmt. Denn das Bildsimplex fi(x) von X
bestimmt, wie wir wissen, in eindeutiger Weise das nicht-ausgeartete Simplex x und
die Ausartungs-Abbildung fi .

Wir haben gezeigt, da.. die resultierende Abbildung auf den Aquivalenzklassen,
S
n XpnEC€"=,, j1 X ;

bijektiv ist. Aber eine bijektive Abbildung von simplizialen Mengen ist automatisch
schon ein Isomorphismus (es ist automatisch so, da.. die Umkehrabbildung mit den
simplizialen Strukturabbildungen vertraglich ist). —

Bemerkung. Geometrische Realisierung ist vertraglich mit disjunkter Vereinigung
und auch mit dem Ubergang zu Aquivalenzklassen. Deshalb
S S S
JXJ 2 J n Xn£¢n:»j = n Xn£j¢nj:» 2 n Xn£rn=» :

Der Isomorphismus s
X = n XnE¢" =,
ist so etwas wie das \kombinatorische Modell fUir die geometrische Realisierung™. —"

Auch ftr simpliziale Mengen kann man eine Skelett-Filtrierung deflnieren.

Definition. Das n-Skelett von X ist deflniert als die simpliziale Menge Skel,(X)
(eine Unter-simpliziale-Menge von X), deren k-Simplizes gegeben sind durch

Skeln(X)k := Fx 2 X, j xist Ausartung von einem Simplex der Dimension < ng:
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Satz. Esist
Sk9|ni1(X) [Jn£@¢n Jn£¢n = Sk6|n(X)

wo J, die Menge der nicht-ausgearteten n-Simplizes bezeichnet.

Beweis. Man hat eine Abbildung Skeln;1(X) [ InEC" §¥ Skeln(X) : Auf dem Teil
Skel(X)n;1 ist die Abbildung durch die Inklusion gegeben, und auf dem Teil J,£¢"
durch die charakteristischen Abbildungen fir die nicht-ausgearteten n-Simplizes.

Die Abbildung ist surjektiv. Denn wenn ein k-Simplex von Skel,(X) nicht in
Skeln;1(X) liegt, dann mu.. es Ausartung von einem nicht-ausgearteten Simplex der
Dimension n sein; es liegt dann im Bild von J,£¢".

Wir erklaren eine Aquivalenzrelation auf Skel, ;1(X) [InEC" dadurch, da.. wir fur
jedes Simplex aus der Unter-simplizialen-Menge J,£@¢" dessen Bild unter der Inklu-
sion von JLE@CE" in JLEC" zu Aquivalent erklaren mit dem Bild unter der Abbildung
(Einschrankung der charakteristischen Abbildungen) J,£@¢" ¥ Skeln;1(X) :

Die Abbildung Skeln;1(X) [Jn£¢" §i ¥ Skel,(X) ist mit der Aquivalenzrelation
vertraglich, sie faktorisiert deshalb Tiber die Quotienten-simpliziale-Menge und deflniert
somit eine Abbildung Skeln;1(X) Ls,g0¢n InEE" i ¥ Skeln(X). Als Faktorisierung
einer surjektiven Abbildung ist letztere Abbildung ebenfalls surjektiv.

Die Abbildung ist auch injektiv. Denn wenn ein Simplex in J,£ ¢" Dimension
< njl hat, oder Ausartung von einem Simplex dieser Art ist, dann liegt es in @¢"
und ist deshalb schon mit einem Simplex in Skeln;1(X) durch die Aquivalenzrelation
identiflert worden. Wenn andererseits ein Simplex von J, £ ¢" nicht in der Unter-
simplizialen-Menge @¢" liegt, dann hat es in Skel,(X) sicherlich nicht dasselbe Bild
wie irgendein Simplex aus Skeln;1(X), wegen der Eindeutigkeit der Darstellung von
Simplizes von X in der Form \Ausartung eines nicht-ausgearteten Simplexes".

Die Abbildung Skeln;1(X) L[3,20¢n InECE" i1 Skel,(X) ist also bijektiv und,
wie frtiher schon festgestellt, deshalb ein Isomorphismus. —

Die Vertraglichkeit von geometrischer Realisierung mit Aquivalenzrelationen ergibt

Korollar. Sei J, die Menge der nicht-ausgearteten n-Simplizes. Es ist
iSkeln;1(X)j La,gorn InEX" 2 jSkelo(X)j: —

Korollar. jXj ist CW-Komplex, mit n-Skelett jSkel,(X)j.

Letzteres folgt, weil die simpliziale Menge X Quotient von der disjunkten Ver-
einigung
Skelo(X) [ Skely(X) [ Skel,(X) [

ist beztiglich der Aquivalenzrelation, die Skel,(X) mit einer Unter-simplizialen-Menge
von Skeln+1(X) identifiziert, fUr alle n. Wegen der Vertraglichkeit von geometrischer
Realisierung mit Aquivalenzrelationen folgt, da.. jXj Quotientenraum von

jskelo(X)j [ jSkeli(X)j [ jSkel2(X)j [

beztiglich der entsprechenden Aquivalenzrelation ist. —
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Homotopie (bei simplizialen Mengen)

Es geht darum, den Homotopiebegrifi Gber die Konstruktionen

top. Raum Fii¥i isT'% 1 simpliziale Menge 353 TiTATsT 4 top. Raum

zu verfolgen und, spater auch,

simpliziale Menge %iiiii? Kettenkomplex, Homologie :

Eine Homotopie von Abbildungen topologischer Raume ist, nach Deflnition, selbst
eine Abbildung, namlich
F: VE[0;1] ¥ W

wenn V und W die beteiligten topologischen Raume bezeichnen. Durch Ubergang zu
den singularen Komplexen erhalten wir hieraus eine Abbildung von simplizialen Mengen

S(F) : S(V £1[0;1]) i¥ S(W) :
Nun ist aber
S(V £[0;1]) = S(V) £ S([0;1])

(eine Abbildung von r" in den Produktraum V £ [0;1] ist dasselbe wie ein Paar von
Abbildungen r™ ¥V und r"™ ¥ [0;1] ). Und die unerfreulich gro..e simpliziale Menge
S([0;1]) enthalt eine viel schonere kleinere, namlich ¢! . Dies ist die Unter-simpliziale-
Menge des \a—nen singularen Komplexes™; vermoge der Identiflkation [0;1] 2 r?
kann die Inklusion beschrieben werden als

¢t Giiiiiii? S(r)
(fi: [n] 1)) §¢ (fiz r™ 0 rl):
Aus der Homotopie F und der obigen Abbildung S(F) erhalten wir also per Kom-
position eine Abbildung S(V) £ ¢! ¥ S(W),

Inkl.

S(V)E G §iffiT S(V)ES(rY) it SV £[0;1) it

b sw)

Hierbei haben wir den Begrifi des Produktes von simplizialen Mengen verwendet: das
Produkt von X und X! ist, nach Deflnition, die simpliziale Menge

] 3¢ (XEXY, := X, £X! ;

wo die simplizialen Strukturabbildungen komponentenweise operieren.
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Der Ubergang von topologischen Raumen zu simplizialen Mengen vermoge von
X FY S(X)

wird also \Homotopie" respektieren, wenn wir die folgende Deflnition zugrunde legen.

Definition. Seien X und Y simpliziale Mengen. Eine Homotopie von Abbildungen
von X nach Y soll eine Abbildung von simplizialen Mengen sein,

G: XE¢ ju Y.
Und zwar ist G eine Homotopie von go: X ¥ Y zu g;: X ¥ Y, wo g; die
zusammengesetzte Abbildung

X 2 X £¢° il x £et §iifiiy v

bezeichnet, und j; : ¢° ¥ ¢! die beiden Inklusionen.

Bemerkung. Homotopie in diesem Sinne ist i.a. keine Aquivalenzrelation: die
Relation \es gibt eine Homotopie von go zu g;" braucht weder symmetrisch noch
transitiv zu sein (vgl. Ubungen). —

Unter der geometrischen Realisierung geht dieser Homotopiebegrifi in den Tblichen
tiber, d.h. eine Abbildung X £¢ §¥ Y induziert eine Abbildung jXj£j¢tj ¥ jYj.
Das ist ein ganz und gar nicht-trivialer Sachverhalt, er beruht auf dem folgenden Satz.

Satz. FUr jede simpliziale Menge X ist die nattrliche Abbildung
IXECH i1 jXjE£j¢
eine topologische Aquivalenz.

Die in dem Satz genannte Abbildung hat dabei die folgende Beschreibung. Sie
entspricht einem Paar von Abbildungen j X £¢j j¥ jXjund jJXE£¢lj ¥ j¢lij.
Diese beiden Abbildungen sind, nach Deflnition, gegeben durch die geometrische Reali-
sierung der ersten Projektion, X £ ¢! ¥ X, und die geometrische Realisierung der
zweiten Projektion, X £¢! 1 ¢,

Zum Beweis des Satzes mu.. ein spezieller Fall gesondert nachgerechnet werden,
dessen Beweis wir auf spater verschieben.

Lemma. Die nattirliche Abbildung j¢" £ ¢tj §¥ j&"j £ j¢lj ist eine topologische
Aquivalenz.

Beweis des Satzes. Wir benutzen die oben erhaltene Isomorphie
S
x 2 n xn£¢n = >
sowie die Tatsache, da.. die geometrische Realisierung vertraglich ist mit

{ disjunkter Vereinigung
{ Ubergang zu Quotienten ({raumen).
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Es ist
fis

Jis

n xn£¢“:»¢ £ ¢l i

1/

Iy g gl

¢_ |
n(XpECE£¢Y) =,
S XnEjEEG] =,

[

(induzierte Aquivalenzrelation)

(Kompatibilitat mit disj. Verein. und Quot.) =
S
(Lemma) 2 n Xn £ jCNj £ jetj =,
S
(jetj kompakt) 2 (W Xn£je"=,) £ ¢l
2

iXj £jet .

Zu zeigen ist noch, da.. der aus dieser Kette durch Zusammensetzen resultierende
Isomorphismus durch die nattrliche Abbildung gegeben ist, wie behauptet. Nun ist
aber jeder der obigen Isomorphismen vertraglich mit der Projektion zu jXj, deshalb
haben wir ein kommutatives Diagramm

jX%ﬂ:lj T LS f;l)j¢1j

? ?
y y
iXj iiiiiiiigiiiiiil iXj

wo die vertikalen Pfeile von der ersten Projektion induziert sind.
Ahnlich haben wir auch ein kommutatives Diagramm

iX%¢1i iiniaigiiianiiianiii? jXj %j¢1j

5 ?
y y
j¢l ifiiiiiiiiiiiil? jel

wo die vertikalen Pfeile von der zweiten Projektion induziert sind.

Durch die Kombination dieser beiden Diagramme erhalten wir nun ein kommutatives
Diagramm

jX%ﬂ:lj iidiianiinaniinniiii? ij%j¢1j
? ?
y y

Xi£jet gniininiiiiii?  jXj £ jel
in dem der rechte vertikale Pfeil als seine Komponenten die beiden Projektionen hat.
Der rechte vertikale Pfeil ist also die identische Abbildung auf jXj £ j¢tj. Es folgt,
da.. der konstruierte Isomorphismus (der obere waagerechte Pfeil) gleich der durch den

linken vertikalen Pfeil gegebenen Abbildung ist; also gleich der nattrlichen Abbildung,
wie gewtinscht. —
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Zusatz S. 97

Das Diagramm

konstruierter Isomorphismus

| X x Al X| x |AY]
| X| - | X

kann man, etwas formaler, bekommen indem man die eingangs benutzte Kette von
Umformungen noch einmal hinschreibt ; wobei aber A! durch A° ersetzt ist:

| X x A% | = |(Uan><A”/N)><AO|
= |(Un(Xn><A”><A0))/N|
> U Xox |[A" XA /L

Un Xu x [A"] x |A%] /

= (Un Xa x [A"] /) x |A°]

o |X|><|A°|.

112

— was natiirlich nichts anderes ist als eine Folge von Beschreibungen von |X| selbst.
Die Abbildung A — A® gibt dann die (vertikale) Abbildung

X x Al > [ X x A°] = [X|  baw.  |X]|x|AY = |X] x |A?] = |X] .

Ahnlich kann man auch das Diagramm

konstruierter Isomorphismus

X x Al X| x |Al]
A - A

in solcher Weise interpretieren. Man schreibt die obige Kette von Umformungen noch
einmal hin fiir den Fall X’ = AY ; und benutzt dann die Abbildung X — AY.



Beweis des Lemmas. Um einzusehen, da.. j¢" £ ¢1j ji¥ j¢"j £ j¢lj, werden
wir das ‘Prisma’ j&"j £ j¢1j in Simplizes zerlegen (das hei..t, als Simplizialkomplex
darstellen) und anschlie..end uns dann davon Tberzeugen, da.. die simpliziale Menge
¢" £ ¢! in ganz ahnlicher Weise in simpliziale Mengen vom Typ \Standard-Simplex"
zerlegt werden kann.

FUr die Diskussion von Simplizialkomplexen begeben wir uns in einen euklidischen
Raum. Wir identiflizieren also j¢&"j mit einem Simplex in R™ und j¢j mit dem
Einheitsintervall in R!. Das Produkt j¢"j £ j¢lj wird dadurch zu einem Prisma in
RTER?.

Im einzelnen seien dazu vg,Vv1,:::, Vs a—nunabhangige Punkte in R". Die Punkte
(vo;0),:::,(vn;0) und (vo;1),:::, (vn; 1) in R"ER? seien abktirzend mit v, :::,vY
und v¥, :::,v® bezeichnet. FUr jedes i, wo 0 = i = n, ist es nun richtig, da..

VR VLV R Vi

a—n unabhangige Punkte in R" £R?! sind, so da.. also
Si 1= Simp(vy, i, v vl vl

ein a—nes Simplex der Dimension n+1 in R" £R! ist. Dieses Simplex ist enthalten
in dem uns interessierenden Produktraum

P := Simp(vg,:::,vn) £[0;1] ;

denn der Produktraum ist konvex, er enthalt die Punkte v, :::,v?, v @0 v® und
er enthalt damit auch deren konvexe Hille.

Wir werden uns nun davon Uberzeugen, da.. die Simplizes S;j, 0 = i = n, eine
Darstellung von P als Simplizialkomplex geben. Dazu werden wir nachprtifen, da.. die
Vereinigung der S; das ganze Prisma P istund da.. die S; die Durchschnittsbedingung
erftllen (der Durchschnitt von je zweien ist gemeinsame Seite von beiden); tatsachlich
werden wir sehen, da.., ftir i < j, der Durchschnitt von S; und S; dasjenige Simplex
ist, das von der Eckenmenge Vv{, :::, v, v¥, o0, v aufgespannt wird.

Dies sagt insbesondere auch, S; und S;4; trefien sich in einem n-Simplex (n@mlich
dem von v, ::: vl vl oo v aufgespannten), und dieses n-Simplex ist die Seite
mit der Nummer i+1 sowohl von S; alsauch von S;.; (Weglassen von V¥, beziehungs-
weise von VY, ;).

Wir benutzen eine andere Darstellung von Punkten in einem Simplex. N&mlich
zusatzlich zu der Darstellung der Punkte aus Simp(vo, :::,Vvn) in baryzentrischen
Koordinaten, P
f tovo+itt+tvh 2R j t , 0; ti=1g;

haben wir auch eine Darstellung in Form einer aufsteigenden Folge
O=ag=a = (({t ®«a, ® ap+1 =1 :
Die Beziehung ist, da..

Qj+1 = o+ 0+t
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und, demgema..,
h=aja, b=aja, i, th =an+1ian .
FUr die Punkte aus j¢"*1j haben wir die analoge Darstellung als Folgen
0:b0 - bl e ((( = bn+1 - bn+2:1 .
Die i-te Ecke von j¢"*1j, fur 0 = i = n+1, entspricht dabei der Folge
Oe(tte) e l=iit=1l
mit i+1 Nullenund nji+1 Einsen.
Wenn wir also, fir 0 = i = n, eine Abbildung f; : j&"*1j ¥ R" £R?! deflnieren,
O=bp = by = ¢t¢ ® byeg = bpao=1 TFiiiiiil
(b1 ibo) V) +eee+ (bisaibi) Vi + (biszibixe) Vi + 66+ (bnaz ibns1)Vh ;
so gehen die Ecken von j&"*1j unter der Abbildung gerade auf die Ecken von dem
Simplex S;. Das Simplex S; ist also gleich dem Bild der Abbildung f; .

Etwas mi..brauchlich wollen wir weiter f; fUr diese Abbildung schreiben, wenn wir
sie, andererseits, aufiassen als eine Abbildung in den durch das Prisma gegebenen Unter-
raum. Die Abbildung hat dann die Beschreibung?!

fi: je"™ 1 § ¥ Simp(vo, :::,va) £]0;1]

O=bo = by = ¢t ® bnyy = bpez=1 Fiiiiii®
(O:b0°¢¢¢°bi’bi+2°¢¢¢°bn+2:1; 1ibi+1)Z
Man sieht auf diese Weise, da.. das ganze Prisma im Bild der Abbildungen f; ist

(genauer: es ist enthalten in der Vereinigung der Bilder der fj). Denn sei (X;t)
gegeben,

(x;t) = (0=ay = a; = (it ®a, ®=ap+1=1; t):
Es gibt dann ein i soda. aj = 1jt <= aj+1, und (X;t) ist nun das Bild von
0=bhg = by = (¢ ® bpyr; = bpp =1
unter der Abbildung f;, wo
aj J=i
1t j=i+1
Qjj1  J - 1+2:

WoON®

bj:

Das Einsortieren von 1jt in die Folge der a’s geht allerdings nicht in allen Fallen
auf eindeutige Weise. Wenn namlich 1jt = aj+1, dann kann 1 jt sowohl vor als auch

1Denn die folgende Formel sagt z.B., da.. diese Abbildung, gefolgt von der ersten Projektion, die

j{te Ecke auf die j{te Ecke abbildet, wenn j = i; aber die j{te Ecke aufdie (j i 1){te, wenn j >1i.
Das charakterisiert die Abbildung pry —f;j . Ahnlich auch mit der zweiten Projektion.
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nach aj.; einsortiert werden. Die zugehOrige Folge der b’s hat dann die Eigenschaft,
da..

Di+1 = bi+2 :
Diese Eigenschaft charakterisiert die Punkte der (i+1)-ten Seite. Es resultiert, da.. der
Durchschnitt von S; und Sj+; ein Simplex ist, und zwar die (i+1)-te Seite von beiden.

Allgemeiner gilt auch, aus demselben Grund, da.. der Durchschnitt von S; und
S, fur i < j, ein Simplex ist; namlich diejenige Seite, die nicht die Ecken mit den
Nummern i+1 bis j enthalt. Die Punkte darin entsprechen den Folgen der b’s mit
bi+1 =(tt= bj+1 .

Wir haben erhalten, da.. der Produktraum j¢"j £ j&tj ein Simplizialkomplex ist;
und zwar haben wir, schematisch, eine Beschreibung als Verklebekonstruktion

I,_h+1 [rn I,_n+l [I"" 6ee [r” r_n+l

mit n+1 Simplizes r™*1, numeriert von 0 bis n. Dabei sind die beiden Simplizes
mit den Nummern i und i+1 (wo O « i und i+1 « n) entlang ihrer (i+1)-ten Seiten
miteinander verklebt.

Der ersten Projektion j¢"j £j¢lj §¥ j¢"j entspricht die Abbildung auf dem
verklebten Raum, die auf dem Simplex mit der Nummer i gegeben ist durch die Aus-
artungsabbildung r™*1 ¥ " bei der (im Bild) die Ecke mit der Nummer i zweimal
getrofien wird. In der Beschreibung von Punkten durch aufsteigende Folgen entspricht
dies der Abbildung, die aus der Folge

O:bo -bl - (00 -bn+1 'bn+2:1

den Term bj.; wegla.t.

Der zweiten Projektion j&"j£j¢tj j ¥ j¢ij entspricht, analog, eine Abbildung auf
dem verklebten Raum, die auf jedem der Simplizes eine bestimmte Ausartungsabbildung
r"*1 ¥ ! jst. Namlich von dem Simplex mit der Nummer i werden die Ecken mit
den Nummern 0 bis i alle auf die Ecke mit der Nummer 0 in r! abgebildet; und die
restlichen auf die Ecke mit der Nummer 1.

Es bleibt, die analoge Analyse von dem Produkt von simplizialen Mengen, ¢"£¢1,
zu machen. Das ist, seltsamerweise, leichter. Der Trick ist, da.. man diese simpliziale
Menge als den \a—nen singularen Komplex™ von r" £ r' aufiassen kann und da.. man
die \a—nen singularen Simplizes" wieder Tber Ordnungsrelationen beschreiben kann.

Es soll, wie frher auch, [n] die geordnete Menge 0 < ¢¢¢ < ng bezeichnen. Wir
wollen geordnete Mengen jetzt als einen Spezialfall von partiell geordneten Mengen
aufiassen. Das hei..t, es gelten die Tblichen Regeln

a=h;bec =) a=c und a=h;bea (O a=b;

aber es mu.. nicht fUr je zwei Elemente immer eine Relation bestehen.
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Das Produkt [n] £ [1] ist keine geordnete Menge mehr, es ist aber immer noch eine

partiell geordnete Menge; namlich die partiell geordnete Menge der Paare
()); O=ien; O0=j=1;
mit der Anordnung
@) = (%) O i=iundj=j:
Einer ordnungserhaltenden Abbildung [K] § ¥ [n] £ [1] entspricht nun eine Folge
(io;Jo) = (i1;J1) = it = (ikijK)
oder, was ofienbar dasselbe ist, ein Paar von Folgen
o = i1 = il =ik Jo = J1 == jk;

mit anderen Worten: ein Paar von Abbildungen [K] ¥ [n] und [K] ¥ [1].

Wenn wir also mit \Homn, 4" die Menge der ordnungserhaltenden Abbildungen
bezeichnen, so haben wir einen Isomorphismus

Homopg(KI; INTE) iiii® (EE(EH = (E"E£ ¢ :

Der Isomorphismus ist vertraglich mit Rand-Abbildungen (Weglassen von Termen)
und Ausartungs-Abbildungen (Mehrfach-Nennung von Termen). Die simpliziale Menge
¢" £ ¢! haben wir also nun vollkommen beschrieben mit Hilfe von partiell geordneten
Mengen.

Die gewiinschte Beziehung zu simplizialen Mengen vom Typ \Standard-Simplex"
werden wir Tber die Betrachtung von total geordneten Teilmengen von [n] £ [1] be-
kommen; das hei..t, solchen Teilmengen, wo fir jedes Paar von Elementen die Ord-
nungsrelation deflniert ist (anders gesagt, wenn a und b Elemente sind, dann ist es
entweder richtig, da.. a = b oder da.. b = a).

Sei M eine Teilmenge in [n] £ [1]. Wenn M ein Element (i;1) enthalt, dann
sind alle gro..eren Elemente in M ebenfalls von der Art (i%1). Wenn umgekehrt M
ein Element (i;0) enthalt, dann sind alle kleineren Elemente in M auch von der Art
(i%0). Wenn also M eine total geordnete Teilmenge in [n] £[1] ist, so folgt, da.. M
schon ganz enthalten ist in einer Teilmenge der Art

(0;0) < ::: < (i50) < (i;1) < ::: < (n;1):
Wir werden diese Teilmenge aufiassen als das Bild von [n+1] beztiglich einer injektiven
Abbildung g; : [n+1] §¥ [n]£]1].
Wenn nun M sowohl im Bild von g; liegt als auch im Bild von gjo, wo i < i’,
dann ist M notwendigerweise enthalten in der Teilmenge

(0;0) < ::: < (i;0) < (i%1) <::: < (n;1):
Insbesondere liegt M in dem Fall schon im Bild der Inklusion gj—j+1 = Ji+1—i+1,

i+

gi-i+1 - [N] dii

_I’i

' [n+1] i £ :
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Die von der Abbildung g; induzierte Abbildung

Homg g ([K]; [n+1]) iii? Homgq(LKl; [N£[1]) ;
ist injektiv und ist, fUr variables k , mit Rand- und Ausartungs-Abbildungen vertraglich.
Wir haben also eine Inklusion
g ¢ 1 ¢"E¢t:
Wegen der ldentitaten gij—j+1 = gi+1—i+1 Setzen diese Inklusionen sich zusammen zu
einer Abbildung auf der ‘zusammengeklebten’ simplizialen Menge
¢n+1 [q;n ¢n+l [q;n L [q;n ¢n+1 X

das hei..t, derjenigen simplizialen Menge, die aus der disjunkten Vereinigung von n+1
Exemplaren ¢"*1 numeriert von 0 bis n, dadurch entsteht, da.. flr jedes Paar
(i,i+1) (wo 0 =i und i+1 < n) die beiden Unter-simplizialen-Mengen —j+1(¢") in
den durch i und i+1 numerierten Exemplaren ¢"*1 zu identiflzieren sind.

Nun ist es so, da.. jede Abbildung [K] i ® [n] £ [1] faktorisiert als eine Surjektion,
gefolgt von einer Injektion; und zwar in eindeutiger Weise. Deshalb Tbertragt sich
das oben Tber Teilmengen gesagte auch auf Abbildungen. Das Resultat ist, da.. die
Abbildung

¢n+1 [¢n ¢n+l [¢n e [¢n ¢n+1 iii! ¢n£¢1
sowohl surjektiv als auch injektiv, also ein Isomorphismus ist.

Geometrische Realisierung ergibt einen weiteren Isomorphismus
i€ Ganj 20 Geng €™ 0 JE™ [en 1t [en €™ il jE"£¢Y
Seine Zusammensetzung mit dem friher konstruierten Isomorphismus
r Len 0 Len 770 iEEE jEN £jCY
liefert nun den Isomorphismus j¢" £ ¢1j ... j&"j £j¢1j, den das Lemma behauptet.

Der Isomorphismus ist mit den Projektionen zu j&"j und j¢lj vertraglich. Denn
was z.B. die erste Projektion angeht, so wurde frtiher festgestellt, da.. die zusammen-
gesetzte Abbildung

JEM AT JCEjCY iT1ii01111Y JeN
diejenige Standard-Abbildung ist, bei der die i-te Ecke im Bild zweimal getrofien wird.

Bei dem nun konstruierten Isomorphismus von simplizialen Mengen hat die zusammen-
gesetzte Abbildung

n+1 . .ite Inklusion n 1 _ ferste P rojektion n
¢ iiitiiniiii? S £¢° giiiiiiniini? ¢

ofienbar dieselbe Beschreibung.
Der Beweis des Lemmas (und auch der des Satzes) ist damit abgeschlossen. _—"
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Homotopie (bei Kettenkomplexen)

Sei A eine abelsche Gruppe (die \Koe—zienten"-Gruppe). Der Ubergang von einer
simplizialen Menge X zum \ Kettenkomplex von X mit Koe—zienten in A" ist, nach
Deflnition, die folgende Konstruktion. Der simplizialen Menge X ist zugeordnet die
Folge der abel§chen Gruppen

AlXq] = aj Xj | Xi2Xn; a2 A i (endliche Summen (bis auf eine Aq.rel.) )
mit den \Rand"-Homomorphismen @, (oder, kurz, @)
0: AXnl diiiiiii? AlXnjal
kaxe Ridii? i (D" akdit)
Eine Homotopie ftir Abbildungen von simplizialen Mengen, von X nach Y , ist
ihrerseits deflniert als eine Abbildung von (anderen) simplizialen Mengen, namlich als

eine Abbildung F : X £¢! ¥ Y . Sie induziert damit eine Abbildung von Ketten-
komplexen, namlich die Abbildung, die in der Dimension n gegeben ist durch

Fn: AIIXE ¢Yn] = A[Xn £(CY)n] diiiiii? AlYn]

(lineare Fortsetzung der Abbildung F ).

Wir erwarten, da.. wir in dieser Situation die Abbildung E - wieder als Homotopie
interpretieren kdnnen (was immer das hei..en mag), und zwar als eine Homotopie zwi-
schen den beiden Abbildungen (fo)l-und (f1)-

(F: AIX] 2 AIX £¢° §iTiiii! AXEC] i1 AY];

wo fi: ¢° ¥ ¢! die beiden Inklusionen bezeichnet.
Behauptung. Es gibt in dieser Situation eine Folge von Abbildungen

(Pedn - ADXR] i1 AlYn+a]

so da..
O(Pe)n = (il) (PF)nil@ + (f)n i (Fo)n:

Bemerkung. Der Buchstabe P steht fir Prisma. Der Rand von einem Prisma
besteht aus den drei Teilen Deckel, Seite, Boden. Diese drei Teile entsprechen (in
dieser Reihenfolge) den Eintragen f,, P @, fo in der Formel.
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Beweis der Behauptung. FUr jedes n-Simplex x 2 X, haben wir eine Folge von
(n+1)-Simplizes in Xp+1 £ (¢1)n+1, n@mlich
(si(¥); fi); =051 n;

wo fij 2 Homg([n+1]; [1]) diejenige Abbildung bezeichnet, bei der i und i+1 ver-
schiedene Werte annehmen, d.h.

(Diese Simplizes sind die Bilder der nicht-ausgearteten (n+1)-Simplizes von ¢" £ ¢
unter der Abbildung ¢"£¢! ¥ X £¢1, dievon X: ¢™ ¥ X, der charakteristischen
Abbildung des n-Simplexes X, induziert ist.)

FUr spater merken wir an, da.. ein Rand dj(fi;) wieder vom Typ fi; ist, wenn
J - i+1; sonst aber vom Typ fij;1. Allerdings sind zwei extreme Falle von dieser
Beschreibung ein wenig auszunehmen; man hat namlich

Wir deflnieren jetzt

X -
(PE)n(x) 1= (i1)' Frea(si(¥); fiy)
i=0
Dann gilt
. X .
OPen(x) = GO G Faralsi(); fin)
JX X I < <
= + + +
j<i j=i+l =i j=i+l

Unter Benutzung von dj Fh+1 = Fndj (F ist Abbildung von simplizialen Mengen)
und unter Benutzung der Identitaten
djsi = si;2d; wenn j<i,
djsi = sidj;1 wenn j>i+1 und
disi = di+18i = Id
konnen wir dies nun schreiben als die Summe der beiden Terme
X j+i - X j+i -
(I Fn(sizadi(x); fiiga) + () Fa(sidja(x); fii)
j<i j=i+1
und
(i)™ Fn(x; fij;1) + GO Fa(x; fii)
i i
i . . ¢
= Fn(X; fij1) i Fn(X; fin)
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Andererseits ist

> X .
(PE)ni1@(x) = _ (i)' _ (i ! Fa(sidj(x); fij)
< X
= +
J=i J.i+l
> .
(i+1statti) = G ™ FaGsigdi(x); fiig1)
i<i
(j+1statt j ) + GO Fa(sidia(x); i)
j=i+1

Der Vergleich dieser Formeln ergibt

@(PE)n(X) + (PE)n;1@(X) = Fn(X; fiz1) i Fn(X; fin)
= (F)n(¥) i (Fo)n(x) : _——

Den soeben nachgerechneten Sachverhalt nimmt man zum Anla.. flir die folgende

Deflnition.

Definition. Seien C = (fChgnan; @) und C® = (fClgnan; @) zwei Ketten-
komplexe. Sei fo: C ¥ C° eine Abbildung von Kettenkomplexen (d.h. f,@ = @ fp),
und sei f;: C ¥ CU eine weitere. Eine Homotopie von fo zu f; besteht aus einer

Folge von Abbildungen
Dn:Ch il Cy

derart, da.. mit den zusammengesetzten Abbildungen
@Dn: Cn ii

und
Dn;10 : Cp ii@i! Chi1 i

die Beziehung gilt,
@Dn + Dni@ = (fu)n i (fo)n ;
fur alle n. —
Die obige Rechnung kdnnen wir jetzt so formulieren:

Satz. Der Ubergang von simplizialen Mengen zu Kettenkomplexen respektiert
Homotopie von Abbildungen. —
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Wie zu erwarten, ist der Homotopiebegrifi flir Kettenkomplexe so gemacht, da.. gilt:

Satz. Seien fo: C ¥ C" und f;: C ¥ C" Abbildungen von Kettenkomplexen. Es
gebe eine Homotopie D = fD,g von fy zu f;. Die von f, und f; in der Homologie

induzierten Abbildungen (fo): HAC) ¥ HAC® und (f.)—: HAC) ¥ HAC") sind

dann zueinander gleich.
Beweis. Sei
[X] 2 Hn(C) = Kern(Cn i¥ Cn;1) = Bild(Cnet i¥ Cp);

wo X 2 Kern(Cp, i@! Cnh;1) einen Reprasentanten von [X] bezeichnet. Es ist dann
(folAx] = [(Fo)n(X)] (das ist die Deflnition; man prUft nach, da.. diese Deflnition
unabhangig von der Auswahl des Reprasentanten x ist) und @hnlich auch mit ;.
Nach Voraussetzung gilt andererseits

(F)n(X) i (Fo)n(X) = Dnj10(X) + @Dn(X) :
Nun ist Dn;10(x) = 0, weil x 2 Ker(Cn i Cn;1), deshalb

(F)n(X) i (Fo)n(X) = @Dn(x) 2 Bild(Ch,, i¥ C) :

Esfolgt, da.. [f1(X)] i [fo(X)] = [f1(x) i fo(X)] = 0, deshalb (F)AX] = (fo)AX],
wie behauptet. —

Korollar. Eine Homotopie-Aquivalenz von topologischen Raumen induziert Isomor-
phismen der (singularen) Homologiegruppen.

Beweis. Sei f:X ¥ Y eine Homotopie-Aquivalenz. Sei g ein Homotopie-Inverses
zu f. Eine Homotopie von g f zu ldx induziert eine Homotopie von Abbildungen
von simplizialen Mengen,

von S(g) S(f) zu Ildgcxy ;
und damit auch eine Homotopie der induzierten Abbildungen von Kettenkomplexen,
von A[S(9)] A[S(F)] zu ldaisx)]
wo A die zugrundegelegte abelsche Koe—zientengruppe ist. Es folgt,
gf- = ldy (x:a) :

Ahnlich folgt auch, da.. £g- = Idy _¢v.ay. Also ist £- ein Isomorphismus, mit In-
versem g-. —
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Kleine Simplizes

Wichtiges Hilfsmittel ist ein Satz, den wir jetzt formulieren wollen. Er besagt, da.. man,
ohne einen wesentlichen Fehler zu machen, den singularen Komplex eines topologischen
Raumes hauflg durch eine kleinere simpliziale Menge ersetzen kann, die der jeweiligen
Situation besser angemessen ist.

Sei X ein topologischer Raum. Sei O = fO;gi>; eine Oberdeckung von X . Wir
verlangen nicht, da.. die Mengen O; ofien sind. Wir sind vielmehr zufrieden mit der
etwas schwacheren Voraussetzung, da.. das System der ofienen Mengen f(_)igiz. immer
noch eine Uberdeckung von X ist (wo O; den ofienen Kern von O; bezeichnet). Eine
solche Uberdeckung nennen wir zul@ssig.

Ein singulares Simplex f: r™ §¥ X hei.e klein beztiglich O, wenn es mindestens
ein i 2 1 gibt, so da.. das Bild f(r"™) ganz in O; enthalten ist. Ofienbar ist jeder
Rand eines kleinen Simplexes wieder klein, und jede Ausartung ebenfalls. Die beztglich
O kleinen Simplizes bilden also eine Unter-simpliziale-Menge des singularen Komplexes
S(X), die wir mit So(X) bezeichnen wollen.

Satz (Satz Tber kleine Simplizes). Sei O = fO;gi> eine zulassige Uberdeckung von
dem Raum X . Die Inklusion So(X) ¥ S(X) induziert

{ Isomorphismen der Homologiegruppen,
{ Homotopiedaquivalenz der geometrischen Realisierung, jSo(X)j §i¥ jS(X)j:

Den Beweis verschieben wir auf spater. Zunachst befassen wir uns mit Folgerungen
des Satzes.

Satz. Sei X ein topologischer Raum, der topologisch @quivalent ist zu einem endlichen
CW-Komplex. Die nattrliche Abbildung

iIsSXX)j it X
ist eine Homotopieaquivalenz.

Beweis. Wenn X ein Punkt ist, dann ist S(X) die simpliziale Menge ¢° und daher
JjS(X)j ebenfalls ein Punkt. Etwas allgemeiner, wenn X eine disjunkte Vereinigung von
Punkten ist, dann ist S(X) die entsprechende disjunkte Vereinigung von simplizialen
Mengen ¢°, und wieder ist jS(X)j j ¥ X eine topologische Aquivalenz.
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Im allgemeinen Fall sei nun der topologische Raum X auf irgendeine Weise mit der
Struktur eines endlichen CW-Komplexes versehen, dessen Dimension sei n. Wir gehen
induktiv vor und nehmen als Induktionsvoraussetzung an, da.. der Satz flir endliche
CW-Komplexe der Dimension < n bereits bewiesen ist.

Um die gleichzeitige Behandlung mehrerer Zellen zu vermeiden, machen wir die wei-
tere Induktionsannahme, da.. der Satz auch schon flir n-dimensionale CW-Komplexe
bewiesen ist, sofern diese nur weniger n-Zellen haben als X selbst.

Wir schreiben X = X! [sniz D™ (Anheften der \letzten" n-Zelle). Nach der
Induktionsvoraussetzung sind dann

iSexXhj i X' und jS(s"it)j jr¥ snit
Homotopieaquivalenzen. Diese nutzen wir dadurch aus, da.. wir eine geeignete Uber-
deckung von X wahlen.

Seien die Mengen U" und V? deflniert als

Ul = x2Dnﬂ kxk-%“ und V°=.x2D”]| kxk . 3

und U und V in X°[gni2 D" als
U = BildU%) ; Vv = X'[Bild(V? :

Die ofienen Kerne von U und V bilden dann noch eine Uberdeckung von X'[gn:2D",

also ist das Paar fU ; V g eine zulassige Uberdeckung von X . Es ist
. £
UNV o U\Ve Losnite L 5/:

£
Die Inklusion SMit£ 1: §/ i¥ ZD" hat die Homotopie-Erweiterungs-Eigenschaft;

deshalb hat U\V ¥ U sie auch.

Behauptung. Die Abbildungen
iS(U)j it U; js(V)j it V; jS(UNV)j i® U\V
sind samtlich Homotopieaquivalenzen.
Beweis. Das folgt aus der Induktionsvoraussetzung, den Homotopieaquivalenzen
Ujitpt:; X'i7¥TVv; U\V jIgnit.
dem Lemma. Der Funktor Y § ¥ jS(Y)j respektiert Homotopiegaquivalenzen.

(Beweis. Sowohl Y §¥ S(Y) alsauch S(Y) § ¥ jS(Y)j respektieren Homotopie von
Abbildungen.),

und den kommutativen Diagrammen

. Ni iy el
JS(?)()J iiii? X

2

? ?

))y y))
is(V)j iiii? vV ; etc
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Wir wenden jetzt das sogenannte Klebe-Lemma an.

Klebe-Lemma. Sei

KOV
-
KO0 X

Y Thiii A Giii? X
ein kommutatives Diagramm von Abbildungen topologischer Raume. Es gelte

(i) Die Abbildungen A %o X und A %o X' sind abgeschlossene Inklusionen mit der
Homotopie-Erweiterungs-Eigenschaft.

(ii) Die vertikalen Pfeile sind Homotopiedquivalenzen.

Dann gilt, da.. die induzierte Abbildung der verklebten Raume
YIaX i? Y [ao X’

ebenfalls eine Homotopieaquivalenz ist.

I Den Beweis des Klebelemmas verschieben wir auf spater (siehe Anhang).

Die Inklusion U\V j¥ U hat die HEE, und die Inklusion jS(U\V)j i¥ jS(U)j
hat sie auch, weil sie eine zellulare Inklusion von CW-Komplexen ist. Wir kdnnen also
das Klebe-Lemma auf das Diagramm

2

? ?
y y y
U  Thiii U\V iiii? Vv

anwenden, und schlie..en, da...

IS Liscunvyi iS(V)j idiii® U Luw VvV 2 X
eine Homotopieaquivalenz ist.

Wenn wir nun mit O die Uberdeckung fU;V g von X bezeichnen, dann gilt
ofiensichtlich

S(U) Lsw\w) S(V) = So(X)
(ein Simplex ist klein, wenn es entweder in U oder in V liegt, und es kann auch in
beiden liegen), also nach dem \Satz Tber kleine Simplizes"

iS(U) Lsuawv) S(V)i X jS(X)j:
Mit dem kommutativen Diagramm

18(V) Lsqypvy SV iitil 15(X)]
? ?
y> Yy
iISWiLsuawyisMV)i iiti? X
folgt jetzt, da.. jS(X)j i ¥ X Homotopieaquivalenz ist. —
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Korollar. Der Raum Y habe den Homotopietyp von einem CW-Komplex. Die
Abbildung jS(Y)j i ¥ Y ist eine Homotopieaquivalenz.

Beweis. Weil Y 3 ¥ jS(Y)j Homotopieaquivalenzen respektiert, ist es keine Ein-
schrankung der Allgemeinheit, anzunehmen, da.. Y selbst ein CW-Komplex ist. Da
iS(Y)j ohnehin ein CW-Komplex ist, genligt es also (nach dem Whitehead-Satz),
zu zeigen, da.. die Abbildung jS(Y)j i¥ Y Isomorphismen der Homotopiegruppen
induziert (zu vorgegebenem Basispunkt in jS(Y)j ).

(i) Die Abbildung ..njS(Y)j i ¥ ..nY st surjektiv. Denn sei f : S™ ¥ Y ein
Reprasentant. Wegen der Kompaktheit von S" liegt das Bild von f in einem endlichen
Unterkomplex Yo von Y . Nach dem vorigen Satz ist die Abbildung

- S(Yo)j i ¥ .nYo
ein Isomorphismus. Es folgt, da.. [f] im Bild von ..njS(Y)j liegt.

(ii) Die Abbildung .,jS(Y)j i® ..nY ist injektiv. Denn sei g : S"™ ¥ jS(Y)j
Reprasentant eines Elements, und sei h : ST £[0;1] ¥ Y eine Nullhomotopie seines
Bildes. Zunachst liegt das Bild von g in einem endlichen Unterkomplex Z von jS(Y)j.
Wegen der Kompaktheit von Z und von S™£]0; 1] gibt es dann weiter einen endlichen
Unterkomplex Y; von Y , der sowohl das Bild von Z als auch das Bild der Abbildung
h enthalt. Weil Bild(Z) % Y1 ist Z % jS(Y1)j, d.h. g kann aufgefa.t werden als
eine Abbildung S™ ¥ jS(Y1)j. Nach dem vorigen Satz ist ..,jS(Y1)j ¥ .n Y1 ein
Isomorphismus. Nach Konstruktion ist [g] im Kern dieser Abbildung, also trivial, und
folglich somit auch trivial in .njS(Y)j. —
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Relative Homologiegruppen

Um die Folgerungen des Satzes Uber kleine Simplizes flir die Homologie herzuleiten,
brauchen wir noch ein bi..chen mehr Maschinerie. Sei namlich X° Unterraum von X .
Es gibt dann relative Homologiegruppen H,(X; X% A) (wo A eine abelsche Gruppe
bezeichnet, die Koe—zientengruppe ftir die Homologie). Wir werden sehen, da.. wir
diese relativen Homologiegruppen aufiassen kdnnen als ein Ma.. daftir, wie weit die Ab-
bildungen H,(X% A) §¥ H,(X;A) davon abweichen, Isomorphismen zu sein. Tech-
nisch l1auft das auf ahnliches hinaus, wie wir es von den Homotopiegruppen her schon
kennen. Namlich es gibt eine lange exakte Folge

66 i Ha(XSA) i1 HaOGA) i1 HaOGXEA) 58 Hi 1 (XGA) § 1 cee

Es bezeichne C den singularen Kettenkomplex von X mit Koe—zienten in A,
und C° denjenigen von X°. Weil X" Unterraum von X ist, ist (ofiensichtlich) C°
Unterkomplex von C .

Ein Element von H,(X;A) ist eine Aquivalenzklasse [x], wo x eine n-Kette ist
(d.h. ein Element von C,) mit der Bedingung, da.. der Rand trivial ist (d.h., es ist
@x =0).

In Analogie zu der Situation bei den relativen Homotopiegruppen werden wir er-
warten, da.. ein Element von H,(X; X% A) reprasentiert sein soll von einem x 2 Cp,,
dessen Rand nicht unbedingt trivial ist, dessen Rand aber jedenfalls in C{; liegt. Das
ist aber gerade die Bedingung daftir, da.. das von x reprasentierte Element X in der
Quotientengruppe

Cn = Cp=C!,
trivialen Rand hat! (Hier ist, implizit, auch behauptet, da.. die Quotientengruppen Cp
ihrerseits einen Kettenkomplex bilden.)

Das motiviert (zu einem gewissen Grad) die folgende Deflnition.

Definition. Sei X topologischer Raum, X" Unterraum von X . Seien C und
C’ wie oben. Die relativen Homologiegruppen HAX; X" A) sind deflniert als die

Homologiegruppen des Quotientenkomplexes, C = C=C’,

Hn(OGX%A) := Ker(Ch i Chnyi1) = Bild(Chet i3 Cn) :
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Die Situation ist hier also insofern einfacher als bei den relativen Homotopiegruppen,
als die relativen Homologiegruppen wieder deflniert werden kdnnen als die Homologie-
gruppen von einem ganz normalen Kettenkomplex, namlich eben C. Andererseits
wird man in dieser Situation im allgemeinen nicht erwarten konnen, da.. C selbst der
singulare Kettenkomplex eines topologischen Raumes ware.

Die schon erwahnte Tatsache Tber die lange exakte Folge der Homologiegruppen la..t
sich nun einfacher, und allgemeiner, so ausdrticken:

Satz. Sei C ein Kettenkomplex, C° Unterkomplex, und C = C=C° der Quotient.
Es gibt natlrliche \Rand "-Abbildungen

Hn(C) iii? Hn;1(CY;
und die lange Folge
066 § 8 Hn(CY) il¥ Hn(C) if Hn(C) ii¥ Hn;2(CY) i ¥ tee
¢t 50 Ho(CY i® Ho(C) i Ho(C) i? 0
ist exakt.

Beweis. Wir bezeichnen die Rand-Abbildungen in C und C° beide mit @, und die
von C mit @. Wir konstruieren zun@chst die Abbildung

Hn(i) iii? Hnil(Co) :
Sei [X] 2 Ha(C), sei X 2 C,, davon ein Reprasentant. Sei x 2 C, ein Reprasentant

von X. Dann ist

009 = @) = 0;
folglich
@) 2 Cp;1:
Esist @x geschlossen in C!, denn sein Rand kann ebensogut in C berechnet werden,
@(@x) = (@@)x = 0 (weil eben C’ Unterkomplex von C ist | nattirlich sagt diese
Sache, im allgemeinen, nicht, da.. @x auch Rand in C° ware). Das Bild von [X] in
Hn;1(C% wird nun definiert als die von @x reprasentierte Klasse [@X],

-([x]) := [@x] :
Das ist wohldeflniert, denn:

(i) Hat x; die Eigenschaft, da.. X; = X, dann ist [@x;] = [@X] in Hn;1(C%, weil
dann @x j @x; = @(x i X1) sogar Rand in C° ist (denn x j x; 2 C!, weil Xjx; =0).

(ii) Die Konstruktion hangt auch nicht ab von der Auswahl des Reprasentanten X
von [X]. Denn ist Xo ein weiterer Reprasentant, dann gibt es ein ¥ 2 Cp+q1 mit
Xo i X =@y . Folglich, wenn y ein Reprasentant von y ist, dann ist @y = @y, d.h., es
ist @y Reprasentant von Xg j X. Deshalb -([Xo] i [X]) = -([X0 i X]) = [@(@y)]=0.
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Wir kommen nun zum Nachweis der Exaktheit der langen Folge der Homologie-
gruppen.

Exaktheit an der Stelle Hp;1(C". Sei [z] 2 Hn;1(C").

Wenn [z] 2 Bild(-), dann ist (nach Deflnition von -) [z] = [@X] fUr ein x 2 Cp.
Folglich j[z] =[@x] =0 in Hn;1(C).

Umgekehrt, wenn j[z] =0 in Hp;1(C), dann gibt es x 2 C, mit @x = z. Nach
DefInition von - ist dann [z] = -[X], wo X das Bild von x in C, bezeichnet (dies
funktioniert, weil @X =@x =z =0 ist).

Exaktheit an der Stelle H,(C). Sei [X] 2 Hh(C).
Wenn [X] 2 Bild(q), etwa [X] =q[x], wo @x =0, dann ist -[X] = [@x] =[0]=0.

Umgekehrt gelte -[x] = 0. Nach Deflnition der Abbildung - bedeutet dies: Sei
X Reprasentant von [X], und x Reprasentant von X, dann gibt es ein z 2 C! mit
@z = @x. Da x j z nun ebenfalls Reprasentant von X ist, und da @(x j z) =0, folgt
dann [X]=q[x i Z].

Exaktheit an der Stelle H,(C). Sei [X] 2 HL(C).
Wenn [x] 2 Bild(j), etwa [x] =[z],wo z 2 C}, dannist q[x] =[X]=[z] =[0]=0.

Umgekehrt gelte q[x] =[X] =0 in H,(C), d.h., es gibt y 2 C,,+1 mit X =@y. Sei
y Reprasentant von y. Dannist [X] =[x j @y] und X j @y =0, d.h. x j @y 2 C{,.
Folglich [x] =[x i @y] 2 Bild(j). —

Korollar. Sei C Kettenkomplex, C Unterkomplex, und C = C=C’ der Quotient;
sei ebenso D Kettenkomplex, D' % D und D = D=D". Sei C ¥ D eine Abbildung
von Kettenkomplexen mit C° ¥ D, und sei C ¥ D die induzierte Abbildung der
Quotientenkomplexe. Wenn zwei der Abbildungen C ¥ D, C' ¥ D' und C ¥ D
Isomorphismen in der Homologie induzieren, dann auch die dritte Abbildung.

Beweis. Wir behandeln den Fall, wo die beiden Abbildungen C’ ¥ D’ und C ¥ D

Isomorphismen in der Homologie induzieren.

Aus den langen exakten Folgenfiir C° ¥ C ¥ C und D ¥ D ¥ D, zusammen mit
den Abbildungen zwischen den Kettenkomplexen, bekommt man ein Diagramm, von
dem das folgende Diagramm ein Teil ist,

HngC") iiii! Hy(C) iiiit Hngé) iiii? Hni,B(C") iiii! Hniy(C)
5 ? 2 2 5
y y y y y
Hna(DY iiii? Hn(D) iiii? Hn(D) iiii? Hni1(D") iiii? Hn;1(D)

Dieses Diagramm ist kommutativ: Die Behauptung ist klar (oder?) fOr das erste,
zweite und vierte Teilquadrat. FUr das dritte Teilqguadrat mu.. man sich anhand eines
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Nachprtifens der Deflnition der Abbildung - von dieser Tatsache Tberzeugen; diese
Nachprtfung lassen wir hier weg | schwer ist sie nicht.

Aufgrund der Hypothese, da.. C° ¥ D' und C ¥ D Isomorphismen in der Ho-
mologie induzieren, kdnnen wir das Flinferlemma anwenden. Das Ftinferlemma ergibt,
da.. auch die Abbildung H,(C) ¥ Hn(D) ein Isomorphismus ist.

Die anderen beiden Falle des Korollars gehen analog. —

Mit Hilfe der relativen Homologiegruppen kdnnen wir den wichtigen Ausschneidungs-
Satz nun formulieren.

Satz. Sei X topologischer Raum, X% % X . Sei Y ein Unterraum von X°, so da.. gilt
Y % X" (der Abschlu.. von Y ist enthalten im ofienen Kern von X'). Dann ist die
von der Inklusion induzierte Abbildung der relativen Homologiegruppen

HaX i Y; XPiY) i¥ Ha(X XY
ein Isomorphismus, ftr alle n (und far beliebige Koe—zienten).

Beweis. Wir zeigen, da.. diese Homologiegruppen aus ein- und demselben Ketten-
komplex berechnet werden konnen. Dazu ersetzen wir zunachst den Kettenkomplex
von X durch einen kleineren, mit Hilfe des Satzes Tber kleine Simplizes. Sei namlich
O die Uberdeckung von X, bestehend aus X" und X% := X j Y . Wegen der Vor-
aussetzung Y % X ist diese Uberdeckung zulassig in dem Sinn, da.. auch £X'; X%g
noch Uberdeckung von X ist. Also, wenn Co(X) und C(X) die Kettenkomplexe
der simplizialen Mengen So(X) und S(X) (mit Koe—zienten in einer vorgegebenen
abelschen Gruppe A) bezeichnen, dann induziert nach dem Satz tiber kleine Simplizes
die Inklusion
Co(X) iiii? C(X)
einen Isomorphismus der Homologiegruppen. Nach dem vorstehenden Korollar induziert
damit auch
Co(X)=C(X") i C(X)=C(X")

einen Isomorphismus der Homologiegruppen, d.h., die H,(X; X% berechnen sich aus
dem Kettenkomplex Co(X)=C(X").

Andererseits berechnet sich Hno(XiY; X"iY) = Ha(X": X" \ X" aus dem
Kettenkomplex C(X®)=C(X"\ X"). Der Satz folgt daher mit:

Behauptung. Die nattirliche Abbildung
CX")=C(X"\X") ji? Co(X)=C(X")
ist ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Deflnition von Co(X) sind die erzeugenden Simplizes diejenigen, welche
entweder in X liegen oder in X' (oder eventuell auch in beiden). Die ersteren werden
getrofien, die letzteren sind systematisch zu vernachlassigen (Quotientenbildung nach

114



dem Unterkomplex C(X") ), die Abbildung ist also surjektiv. Andererseits ist die Ab-
bildung auch injektiv, denn erstens ist C(X") ¥ Co(X) injektiv, und zweitens, wenn
eine Kette aus C(XY) in Co(X) zu vernachlassigen ist, dann liegt sie in C(X"), also
insgesamt in C(XY)\ C(X") = C(XU\XY. —

Mit Hilfe der bereitgestellten Hilfsmittel kann man viele Homologiegruppen direkt
ausrechnen.

Zur Erinnerung. Sei X topologischer Raum, und X® % X . Sei @&hnlich Y’ % Y .
Sei X ¥ Y eine Abbildung mit X" ¥ Y% Dann gilt (als Konsequenz aus dem
Ftnferlemma): Wenn zwei der Abbildungen

HAX")  HAY") ; BAX) ¥ HAY); HAXGXY) ¥ HAY; YY)
(Koe—zienten in A) Isomorphismen sind, dann auch die dritte. Speziell ist dies sicher

der Fall, wenn X° ¥ Y? ynd X ¥ Y Homotopieaquivalenzen sind. Wir bezeichnen
dies als die Homotopie-Eigenschaft.

Als nachstes notieren wir eine relativ triviale Reduktion des Berechnungsproblems
ftr Homologiegruppen: Wenn ein Raum eine disjunkte Vereinigung ist, dann kann man
seine Homologie in sehr direkter Weise beschreiben durch die Homologie der Kompo-
nenten; namlich als die direkte Summe der Homologie der Komponenten. Einzelheiten
sind durch die folgende Bemerkung gegeben.

Bemerkung. Sei X topologischer Raum, seien f)ggsz die Weg-Zusammenhangs-
Komponenten von X (oder etwas allgemeiner: X = i Xis Xi\Xj =; wenn i &j,
und jedes X; ist Vereinigung von Weg-Zusammenhangs-Komponenten von X'). Dann
gilt L

j23 Hn(Xj;A) i1 Ha(XA)

L
fir alle n und alle abelschen Koe—zientengruppen A; dabei bezeichnet \ " die
direkte Summe. Ebenso, wenn X' % X, dann ist auch

LJ-ZJ Ha(Xj: X N X5 A) i1 Ha (X X% A)
Beweis. Ein Simplex ist weg-zusammenhangend, deshalb liegt jedes singulare Simplex
ganz in einer Weg-Zusammenhangs-Komponente. Also ist
S(4) 2 55 80%)
Deshalb qilt ftir die Kettenkomplexe (mit Koe—zienten in A)
C(X) = Lj2J CXj) ;
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und ftir die Homologiegruppen,

i L ¢— L L ¢
Hn(X) = Ker ;Cn(Xj) ¥ jCnji(Xj)  Bild —jCrri(Xj) T Cn(X;j)

L i C—-L ¢
2 T Ker Cn(Xj) ¥ Cnja(Xj) ; Bild" Cnae1(X) ¥ Cn(X;)

L i . ¢
2 i Ker(:::)=Bild(:::)

_
= an(Xj)Z
Speziell, weil
%
H(tA)» lM)/A\ , =
n{Pt; - 0 ; n>0
folgt
0
AOA'A pon=

0. — | . PO

Als nachstes haben wir die folgende einfache Berechnung.

Satz. Seien X, j 2 J, die Weg-Zusammenhangs-Komponenten von X . Es ist

L L
HoOXA) 2 Ho(Xj; A) 2 ,0A 2 Al

Beweis. Es ist noch zu zeigen: Wenn Y weg-zusammenhangend ist, dann ist
Ho(Y ;A) 2 A. Das ist aber klar, denn die Erzeugenden (Tiber A) von Co(Y;A) sind
die Punkte y 2 Y . Zu je zwei Punkten yg; y1 gibt es einen Weg, der sie verbindet;
das davon reprasentierte Element in C1(Y ; A) hat als Rand die Difierenz yq j y1, des-
halb ist [yo i y1] = 0; das hei.t [yo] = [y1]. Ho(Y;A) ist also ein Quotient von A.
Dieser Quotient ist A selbst. Denn dies ist richtig im Fall Y = pt., und deshalb auch
allgemein, weil pt. ein Retrakt von jedem nicht-leeren Raum Y ist. —

Satz. Sei m>0 und n>0. Esist %

_ A ; n=m
Hn(S™ A) 2 Hn(D™; S™Mit; A) 2

0 ; n&Em:

Beweis. Wir fassen D™ als Unterraum von S™ auf, und zwar als die stidliche Halb-
kugel. Bezeichne x den Nordpol und y den Stdpol. Die Homotopieaquivalenzen
SMil §¥ SMifx;yg und D™ j¥ S™jfxg induzieren einen Isomorphismus (wir
lassen die abelsche Gruppe A in der Notation fort)

Ha(D™ S™Y) §ii® Hn(STifxg; S™Mifxyg):
und der Ausschneidungssatz gibt einen weiteren Isomorphismus
Hn(SMifxg; STifxyg) iii® Hna(S™;SMifyg):
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Ferner gilt
Hn(S™; S™ifyg) Tiii Hna(S™;fxg):
Die lange exakte Folge fUir das Paar fxg % S™ ist

tee @ Hy(fxg) ¥ HA(S™) ¥ HL(S™;fxg) ¥ Hp;a (Fxg) B 6ce

q q
0 0

606 ¥ Hy(Fxg) ¥ Hi(S™) ¥ Hy(S™M;fxg) ¥ Ho(fxg) ¥ Ho(S™) ¥ 0

g
0

Also ist H,(S™) ¥ H,(S™;fxg) ein Isomorphismus flir n , 2, und jedenfalls injektiv
fir n=1. Es ist aber auch surjektiv fir n =1, da Ho(fxg) ¥ Ho(S™) injektiv ist.

Aus dem Isomorphismus Hn(S™) 2 H,(D™;S™il) fir m; n > 0 erhalten wir
induktiv eine Berechnung tTiber die lange exakte Folge flir das Paar S™il % D™,

t6¢ X Ho(D™) ¥ Hp(D™;SMil) ¥ Hyp,(S™il) ¥ Hy,y (DM) 1 e

q q
0 0
t6¢ ¥ Hy(D™M) ¥ Hy(D™;SMil) ¥ Ho(SMil) ¥ Ho(D™)
q
0

Namlich,
Hi(D™;SMi%) 2 Ker(Ho(S™#*) ¥ Ho(D™))

Ker(A i1 A)=0 ;oowenn m , 2
Ker(A"ATA) 2 A ; wenn m=1

(wo A" A T A die Abbildung a = a’ j¥ a+a’ bezeichnet) und, fir n , 2,

Ha(D™; 8™ 2 Hpy(STHY) —
Korollar (Satz von der topologischen Invarianz der Dimension). Seien U % R™ und
V % R" ofien und sei U topologisch aquivalent zu V . Dann ist m=n.

Beweis. Sei u2 U, sei v sein Bildpunkt unter einer topologischen Aquivalenz. Dann
Hj(U; Uju) ... Hj(V;Viv),; fauralle j:
Nach dem Ausschneidungssatz ist ersteres isomorph zu
Hj(R™ R™ju) 2 H;(D™; s™iY);

und letzteres entsprechend, mit n statt m. Nach dem Satz folgt m =n. —
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Zellulare Homologie

Die Berechnung der Homologie eines Simplizialkomplexes Tber den simplizialen Ketten-
komplex hat eine Version ftir CW-Komplexe. Die Verallgemeinerung ist gegeben durch
den sogenannten zellularen Kettenkomplex.

Satz. Sei X ein CW-Komplex. Bezeichne J, die Indexmenge fur die n-Zellen. Die
Homologie von X (mit Koe—zienten in einer abelschen Gruppe A) ist berechenbar
aus einem Kettenkomplex, dessen n-te Kettengruppe zu A[Jn] isomorph ist.

Korollar. Sei X endlicher CW—Komp)I%x. Die Wechselsumme
“X) = (iD)" #(n)
ist eine Invariante des Homotopietyps (und insbesondere eine topologische Invariante).

Beweis. Wenn man flir A einen K)ﬁéoer nimmt, dann liefert eine bekannte Rechnung
“X) = (iD" dimH(X; A)
Die H,(X;A) sind alle Homotopie-invariant; also auch dieser Ausdruck. —

In manchen Fallen liefert der Satz sogar eine Berechnung der Homologie, ohne
da.. man auch nur den Randoperator ausrechnen mu..te. Denn es kommt vor, da.. der
Randoperator aus banalen Grtinden null ist (wenn namlich entweder Quelle oder Ziel
der Abbildung jeweils trivial sind).

Beispiele. 1) Ist X CW-Komplex mit Zellen nur in geraden Dimensionen, so folgt
Hn(X;A) = Aldn]:

Dieser Sachverhalt liegt zum Beispiel vor bei CP", dem komplexen projektiven Raum,

CP™ 2 (C"*1;f0g)=C". Wie wir ohne Beweis anftihren wollen, so hat dieser Raum

eine Zellenstruktur mit genau einer Zelle in jeder geraden Dimension von 0 bis 2n.

2) Die m-dimensionale Sphare S™ hat eine Struktur als CW-Komplex mit einer

0-Zelle und einer m-Zelle,
%o

#(Jy) = 1;, n=0m
"7 0; sonst.
Fur m , 2 folgt also wieder auf die besonders schnelle Art,
P A ;o n=0;m
Hh(S™;A) =2
0; sonst.
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Was den Beweis des Satzes angeht, so haben wir als erstes das Problem, den zel-
lularen Kettenkomplex Tberhaupt zu deflnieren. Insbesondere mtissen wir sagen, was
der Randoperator in dem zellularen Kettenkomplex sein soll. In dem (Spezial-) Fall
von Simplizialkomplexen gentigte seinerzeit die Angabe einer einfachen Formel. Hier
werden wir aber auch fUr die Deflnition schon Maschinerie heranziehen mussen.

Als Hilfsmittel brauchen wir eine Variante der langen exakten Folge eines Paares
von Raumen. Es handelt sich dabei um die lange exakte Folge eines Tripels, die jetzt
beschrieben werden soll. Unter einem Tripel wird dabei eine Folge von Raumen und
Inklusionen verstanden, Y% % Y% % Y .

Die Inklusion von Raumpaaren (Y% Y®) % (Y;Y %) gibt eine induzierte Abbildung
in der Homologie, Ha(Y% Y™ ® H,(Y;Y®). Und die Inklusion von Raumpaaren
(Y:Y ) % (Y;Y?) gibt ebenfalls eine induzierte Abbildung, Ha(Y;Y®) ¥ H,(Y;Y9).
Schlie..lich definieren wir noch eine Rand-Abbildung Hn(Y;Y") ¥ Hn;1(Y%5Y®) als
die zusammengesetzte Abbildung (eine Rand- und eine Inklusions-Abbildung)

Ha(Y;Y?D) G0 Ho;o (YD) 0¥ Ho o (YSYD)
(hier, wie auch im folgenden, unterdrticken wir die Koe—zientengruppe in der Notation).

Bemerkung. Sei Y®% Y "% Y ein Tripel von Raumen. Die Folge
i Ha(YSY™) 38 HA(Y D) 68 Ha(;Y") 8 Hopa(Y%hY™) 58
ist exakt.

Beweis. Bezeichne C den singularen Kettenkomplex von Y , seien C° und C¥ ent-
sprechend. Man bildet die (Quotienten-) Kettenkomplexe C°=C%® und C=CY. Aus der
Inklusion von Kettenkomplexen

C'=C" % c=C”

bekommt man, wie Tblich, eine lange exakte Folge von Homologiegruppen,

i1 Hn(C'=C") i® Hp(C=C") i¥ Hn((C=C")=(C'=C")) i® Hn;1(C'=C") it
Das ist schon die behauptete Folge: die Identiflkation mit den Homologiegruppen der
obigen Folge ist in zwei Fallen deren Deflnition, im dritten Fall kommt sie daher, da.. die
Abbildung

c=C’ jr (c=c")=(c'=Cc")
ein Isomorphismus ist (die Abbildung ist ofiensichtlich surjektiv und J eigentlich auch

ofiensichtlich ]| injektiv). Auch ftir zwei von den drei Abbildungen ist es klar, da.. es
sich um die richtigen handelt. Bei der dritten, der Rand-Abbildung

- Ha((€C=C")=(C'=C")) i ¥ Hn;1(C"=C™);
schauen wir genauer hin. Die DefInition von - lautete: zu [X] 2 H,((C=C%)=(C’=CY))
wahle man einen Reprasentanten X, man lifte diesen zu C=C%, (etc.). Nun kann man
aber ebensogut weiterliften zu C , das \etc." liefert dann ein Element in Hy;1(C") (dies
ist die Deflnition der Rand-Abbildung in der langen exakten Folge ftir C’ % C). Das
Rtckgangigmachen der zusatzlichen Liftung schlie..lich bedeutet, da.. man das erhaltene
Element in Hp;1(C") ersetzt durch sein Bild-Element in Hy;1(C'=C"). ——
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FUr den zellularen Kettenkomplex kdnnen wir nun die Deflnition angeben. Diese
mag auf den ersten Blick recht verblTfiend aussehen, da die ‘Kettengruppen’ selbst als
singulare Homologiegruppen beschrieben werden. Namlich flir den CW-Komplex X ist
die n-te zellulare Kettengruppe mit Koe—zienten in A deflniert als

€n(X;A) 1= Hp(X"; XML A)
(wo X™ das m-Skelett von X bezeichnet). Und die Rand-Abbildung

€n(X;A) ! Chi10CA)

ist deflniert als die Rand-Abbildung in der langen exakten Folge ftir das Tripel X™i2 %
XNilog, X"; das hei.t, als die zusammengesetzte Abbildung

Ha(XM XML A) 58 Hyp (XML A) 51 Hy (XL X2 A)
Die verlangte Identitat ftir Kettenkomplexe, & = 0, ist gultig, weil die Komposition
CaOGA) Y Cnii(GA) i Cny2(XiA)
nach ihrer Deflnition eine Komposition von Abbildungen ist, bei der die Teilfolge
Hnit(X" 5 A) G0 Hypo(XPEEXME2A) G0 Hp o (XNi2A)

beteiligt ist. Diese Teilfolge ist aber auch Teil der langen exakten Folge ftir das Paar
XNi2 o XNil  Also ist die Komposition schon dieser beiden Abbildungen gleich null.

Wir Tberlegen uns sogleich, da.. wir, erstens, die Kettengruppen recht gut kennen
und da.., zweitens, der Kettenkomplex die gewlinschte Homologie hat. Die Inklusion

XNil 5§ X" j Mittelpunkte der n-Zellen
ist eine Homotopie-Aquivalenz, deshalb
Hi (X" XNty = H (X" X" j Mittelpunkte der n-Zellen) ;

was, nach dem Ausschneidungs-Satz, angewandt auf die ofiene Uberdeckung von X",

- S ¢ -
' j23,, ofiene n-Zelle(n) ; ! X" j Mittelpunkte der n-Zellen ;
wiederum isomorph ist zu

i S . S . . ¢
Hi 2o, ofiene n-Zelle ; 23, ofiene n-Zelle j Mittelpunkt

L -
23, HK(D"; D" i Mittelpunkt) :

und, wieder nach der Homotopie-Eigenschaft, weiter isomorph zu
L L ]
23, Hk(D"; D" j Mittelpunkt) 2 . H(D"; S"it):
Insbesondere ist also

L
€n(GiA) = Ha(X™XMILA) 2 0 A 2 Al
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und
Hi(X™; X"i11:A) = 0; wenn k&n:

Aus letzterem folgt allgemeiner
Lemma. Hi(X™; X™M;A) =0; wenn k>n oder ke m:

Beweis. (Induktion Uber njm). Der Induktionsanfang njm = 1 wurde gerade
eben gemacht. FUr den Induktionsschritt betrachtet man einen Abschnitt in der langen
exakten Folge des Tripels X™ % XMil % X", namlich

Hi (XM X)) 58 Hi(X™ X™) G 8 H (X XN

Der Term links ist dann null nach Induktionsvoraussetzung, und der Term rechts ist
auch null, wie wir wissen. Es folgt, da.. der Term in der Mitte ebenfalls null ist. _—

Anfangs- und End-Term der exakten Folge
Hpeg (XTI XNH0) 58 H (X)) § 1 H (X)) § 1 H (XNt )y
sind, nach dem Lemma, gleich null, sobald q , 1. Also hat man Isomorphismen
Ha(X™) i Ha(X™2) i et §i® Ha(OX™ ) 3§y e
Hieraus folgt weiter, da.. man auch einen Isomorphismus
Ha(X™) iii¥® Ha(X)
hat.

Beweis. Jedes singulare Simplex in X liegt in einem der Skelette XP (ein Simplex
ist kompakt). Eine singuldre Kette ist eine endliche Summe von singuldren Simplizes.
Wenn also x singulare Kette in X ist, so gibt es ein p, so da.. x schon eine sin-
gulare Kette in XP ist. Angewandt auf einen Reprasentanten von einem Element von
Hn(X), zeigt dies, da.. das fragliche Element im Bild von H,(XP) liegt, ftir gentigend
gro..es p; nach dem obigen liegt es dann aber auch im Bild von H,(X"*1). Das zeigt
die Surjektivitat der Abbildung. Die Injektivitat sieht man, seltsamerweise, genauso.
Denn sei [x] ein Element von H,(X"*1), dessen Bild in Hn,(X) trivial ist. Sei X’
Reprasentant von [x’]. Dann gibt es eine Kette y in X, deren Rand die Kette x? ist
(wegen der vorausgesetzten Trivialitat des Bildes von [x°]). Nach der obigen Betrach-
tung gibt es nun ein p, so da.. die Kette y schon in XP liegt. Das hei..t aber, da.. x°
schon Rand in XP ist, da.. also das Bild von [x'] in H,(XP) schon null ist. —

Auch Anfangs- und End-Term der exakten Folge
Ha (X% X9T) § 8 Ha (X5 X9 31 H (XM XY) § 8 Hopa (X9 X9
sind, nach dem Lemma, gleich null, sobald q = nj2. Also hat man Isomorphismen

Hn(X™) = Hn (XM XD G Ha (X XO) i cee i1 Ha(X" X2
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Insgesamt hat man damit einen Isomorphismus
Hn(X) 2 Hp(X"; X"12)

Den Term H,(X"*1; X"i2) kdnnen wir nun in Beziehung setzen zu der n-ten Ho-
mologiegruppe des Kettenkomplexes € . Das geht in zwei Schritten.

Als ersten Schritt betrachten wir die lange exakte Folge der relativen Homologie-
gruppen fir das Tripel X"i2 % X"il % X" . Sie hat als Abschnitt die exakte Folge

Ha(XMTHXM12) G 8 Hy (XY XMH2) G 8 Hy (XY XM G Hy o (XM XNE2)
Der erste Term H,(X"il; X"i2) in der Folge ist null (das Lemma), also schlie..en wir,

da. der zweite Term, H,(X";X"i2) erstens Untergruppe von Hp,(X"; X"il) ist,
und zweitens gerade gleich ist zu der uns interessierenden Untergruppe Ker &, ,

] i . ] S, 0
Ha(X™ XM12) 2 Ker' Ha(X™ X 1) 1 Hypo (XT3 XM12) 7

Als zweiten Schritt betrachten wir die lange exakte Folge der relativen Homologie-
gruppen ftir das Tripel X"i2 % X" % X"*1 . Sie hat als Abschnitt die exakte Folge

Hoer X" XM G 8 HA (XM XME2) 38 Hp (XM XNE2) 510 H (XM X
Der zweite Term in der Folge, H,(X"; X"i2)  ist gleich der Untergruppe Ker @, von
Hna(X™; X"i1)  wie wir gerade gesehen haben. Das macht es plausibel, da.. wir, bis
auf die Restriktion des Ziels, die erste Abbildung in der Folge mit der Abbildung &.+1
identiflzieren kdnnen. Das ist auch richtig. Denn eine der Moglichkeiten, die Rand-
Abbildung Hp+1 (X", X") ¥ H (X", X"i1) zu deflnieren, war ja, die zusammen-
gesetzte Abbildung

Hnet (XM XT) 8 Ha(X™) i 8 H (X XM
zu nehmen. Nun ist es so, da.. die zweite dieser Abbildungen auch als eine Komposition
Hn(X™) i ¥ Ha(X™ X"#2) j 8 Ha (X" XM
geschrieben werden kann. Deshalb kann @..1 ebenfalls als eine Komposition
Hner (XM XM § 8 Ha (XM XME2) 41 Hy (X, XN
geschrieben werden; wo, wie wir schon wissen, die zweite Abbildung gleich der Inklusion
von Ker@, in H,(X"; XMil) jst.

Der letzte Term in dem obigen Abschnitt, H,(X"*1;X"), ist null (wieder das
Lemma). Wir haben den Abschnitt damit identiflziert zu einer exakten Folge

Hne (X7 XM G ETTY Ker@, i Ha(X™1X"12) it 0

Wir haben damit gezeigt, da.. die n-te Homologie des zellularen Kettenkomplexes iso-
morph ist zu H,(X"*1; X"i2) und damit auch, wie wir schon wissen, zu Hn(X) .
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Unterteilung

Um den \Satz Tber kleine Simplizes" zu beweisen, brauchen wir einen Trick, der darin
besteht, da.. man Simplizes in systematischer Weise durch kleinere ersetzen kann. Diese
Ersetzung geht durch Unterteilung: Aus einem einzigen Simplex werden plotzlich ganz
viele, aber (und das ist gerade der Witz) jedes einzelne dieser neuen Simplizes ist ‘kleiner’
als das, von dem wir ausgegangen sind.

Es gibt viele Moglichkeiten der Unterteilung. Welche man benutzt, ist letztlich nicht
wichtig, solange die Methode nur funktioniert. Wir verwenden hier die sogenannte
baryzentrische Unterteilung, weil diese sich (relativ) am einfachsten beschreiben Ia. t.

In einem a—nen Simplex ist der Baryzenter (= Schwerpunkt) deflniert als das arith-

ist der Baryzenter also der Punkt
X 1

n+1

Vi .

i=0
Die baryzentrische Unterteilung des n-Simplexes r" ist nun ein gewisser geordneter
Simplizialkomplex, den wir mit U-r" bezeichnen wollen. Ein k-Simplex von U-r" ist,
nach Deflnition, gegeben durch eine strikt aufsteigende Folge von Seiten von r", k+1
an der Zahl. Das k-Simplex hat als Ecken die Baryzenter der fraglichen Seiten.

Beispiele. Wir bezeichnen die Ecken von r" mit den Zifiern von 0 bis n, und wir
bezeichnen eine Seite von r" durch die Angabe derjenigen Ecken, die sie enthalt.

1) U-r! hat drei 0-Simplizes fOg, flg, f0;1g (die Baryzenter der beiden 0-dimensi-
onalen Seiten und der einen 1-dimensionalen Seite) und zwei 1-Simplizes f0g %. f0; 1g
und flg % f0; 1g.

2) U-r? hat sieben 0-Simplizes, zwolf 1-Simplizes und sechs 2-Simplizes. Beispielsweise
sind fOg % f0;1g % f0;1;2g und flg % f0;1g % f0;1;2g zwei von den 2-Simplizes,
und diese beiden haben als gemeinsame Seite das 1-Simplex f0;1g % f0;1;2g.

Die explizite Benennung der Dinge ist etwas aufwendig. Als Alternative geben wir
deshalb auch eine (weniger explizite) induktive Beschreibung. Dabei wird die folgende
Konstruktion benutzt.
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Sei K ein geordneter Simplizialkomplex. Ihm zugeordnet ist ein neuer geordneter
Simplizialkomplex cK, der Kegel Tber K mit Kegelpunkt c¢. Dieser hat, nach Deflni-
tion, die folgende Beschreibung. cK enthdlt K und den Kegelpunkt c. Die Tbrigen
Simplizes von c¢K sind in 1:1 Beziehung zu den Simplizes von K. Und zwar, zu einem
Simplex x von K, von der Dimension n, enthalt cK ein Simplex cx von der Dimen-

(in dieser Reihenfolge | die neue Ecke, c, ist die mit der hochsten Nummer). Die sim-
pliziale Struktur ist so, da.. dj(cx) =cdj(x), fir O = i « n, wahrend dn+1(cX) = X.

Wir beschreiben die baryzentrische Unterteilung mit Hilfe der Kegel-Konstruktion.
Dem Simplex r"™ soll ein geordneter Simplizialkomplex U-r"™ zugeordnet werden, der
wieder das Simplex r" als unterliegenden topologischen Raum hat; und zwar soll das
in der Weise geschehen, da.. die Konstruktion mit Seiten-Inklusionen vertraglich ist:
U-r" soll fiir jede Seite von r" die baryzentrische Unterteilung dieser Seite als einen
Unterkomplex enthalten.

Per Induktion nehmen wir an, da.. U-xr™ schon konstruiert ist flir m « nj1. Dann
setzen sich die Unterteilungen der Randseiten von r" zusammen zu einer Unterteilung
des Randes, die wir mit U@r" bezeichnen. U-r" wird jetzt deflniert als flU@r" ;
der Kegel Gber U@r"™ mit Kegelpunkt fl (der Baryzenter).

Die Konstruktion beinhaltet eine kanonische Abbildung (einen Isomorphismus)
Real(Ur") j¥ r"

denn wenn ein Simplex in U-r" nicht schon selbst im Rand U@r"™ liegt, dann ist es
entweder der Kegelpunkt (der Baryzenter) oder es ist aufgespannt von einem Simplex
im Rand zusammen mit dem Baryzenter. Der erhaltene Isomorphismus ist vertraglich
mit Seiten-Inklusionen: das Diagramm

R anil T | nil
eaI(Lg)r ) diii r
? ?

Real(U-—i) y Y-i
Real(Ur") jiiii? r"

ist kommutativ (ftr 0 = i = n).

Wir kommen nun zu dem Unterteilungs-Trick. Er besteht in der Angabe einer Ab-
bildung
Unt: Real (S(X)) i ¥ Real(S(X));
wo X einen topologischen Raum bezeichnet, S(X) dessen singularen Komplex, und
Real (S(X)) schlie..lich die geometrische Realisierung davon im Sinne von ¢-Mengen
(diejenige Version von geometrischer Realisierung, bei der nur die Rand-Abbildungen,
dagegen nicht die Ausartungs-Abbildungen verwendet worden sind).
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Es war S(X), deflniert als die Menge der Abbildungen f : r™ ¥ X, wo die
Rand-Abbildung di : SCX)n ¥ S(X)n;1 dem T die zusammengesetzte Abbildung

1 i f

rit i or" Y X

zuordnet (Komposition mit der Inklusion der i-ten Seite). Die Aquivalenzrelation \ > *
in der Deflnition von
S
Real(S(X)) := aSXK)hEFr"=»

sagte, da.. flir jedes f und jedes i die Seite FFg£ —(r"it) von ffg£ r" zu identi-
flzieren ist mit dem Simplex fd;(f)g £ r"il.

Jedes T 2 S(X), bestimmt eine Abbildung f: r" ¥ Real (S(X)). Das ist eine
etwas tautologische Konstruktion,

S S
r"m 2 figer” % L,SX)nEr" i¥ SX)n£ r"=» = Real(S(X)) :

Mit Hilfe der baryzentrischen Unterteilung bekommen wir von dieser Konstruktion eine
interessante Variante. Mit dem obigen Isomorphismus Real (U-r") 2 r" haben wir
namlich die zusammengesetzte Abbildung

Real(Ur"™) jii* r" iii? X ;

und die kdnnen wir nun um-interpretieren: Durch Einschranken der Abbildung auf die
diversen Simplizes in dem Simplizialkomplex U-r™ erhalten wir ein kompatibles System
singularer Simplizes; mit anderen Worten, wir erhalten eine Abbildung von ¢-Mengen,
Ur" 1 S(X). Die geometrische Realisierung ergibt hieraus eine Abbildung

f: r"2Real(U+") i Real(S(X)) :

Die Konstruktion ist mit der Inklusion von Seiten vertraglich: es ist

?——i = f——:

Das liegt daran, da.. U-r" als einen Unterkomplex die baryzentrische Unterteilung der
i-ten Seite enthalt. Wir konnten das auch formulieren als

T = di(F);
daja dij(f) = f-— (nach Deflnition).

Die Konstruktion deflniert eine Abbildung
S
nSXOnEr" i1 Real(S(X)) ;

namlich auf ffg£ r" gerade die Abbildung . Wie gerade notiert, ist diese Abbildung
mit der Aquivalenzrelation \ » " vertraglich, sie induziert deshalb eine Abbildung

Unt: Real(S(X)) i ¥ Real(S(X)):
Die Abbildung ist nicht die Identitat. Sie ist aber dazu homotop, wie der folgende Satz

prazisiert.
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Satz. Es gibt eine Abbildung
F : Real(S(X)) £]0;1] ji?* Real(S(X))
mit F " Real(S(X))£0 = Id und F H Real (S(X))£1 = Unt.
Beweis. Per Komposition mit der Quotienten-Abbildung
Sn SX)nEr"£[0:1] ii¥ Real(S(X))£]0;1]
entspricht die gesuchte Abbildung F einer Abbildung
Sn SX)nEr"£][0;1] ji¥? Real(S(X));

die mit der induzierten Aquivalenzrelation vertraglich ist. Um eine solche Abbildung
anzugeben, gentigt es, jedem f: r™ ¥ X eine Abbildung

. r"£[0;1] i? Real(S(X))

zuzuordnen mit H B H _
fl(r"e£0) = f; fI(r£1) = f
und

- (- £1dpyy) = £
Die letzte Gleichung ist gerade die geforderte Vertraglichkeit mit der induzierten Kqui-
valenzrelation. Die ersten beiden Gleichungen sagen, da.. diese Homotopie von der iden-
tischen Abbildung (Zusammenkleben der T) zu der Abbildung Unt (Zusammenkleben
der ) geht.

Die Konstruktion der Abbildung # ist ganz ahnlich zu der von der Abbildung . Der
wesentliche Schritt besteht darin, zunachst eine geeignete Unterteilung von r" £ [0; 1]
anzugeben; wir bezeichnen diese mit B(r" £]0;1]).

Diese Unterteilung soll eine Art Interpolation sein zwischen der baryzentrischen Un-
terteilung einerseits und dem \Nichts-Tun™ andererseits. Das hei..t, wir suchen einen
Simplizialkomplex, dessen unterliegender Raum das Prisma r" £ [0;1] ist; wo der
Deckel des Prismas, r"™ £ 1, unterteilt sein soll als die baryzentrische Unterteilung
von r"; wo hingegen der Boden r™ £ 0 nicht weiter unterteilt sein soll (es soll der
Simplizialkomplex sein, der nur aus dem Simplex r" und seinen Seiten besteht).

Da wir ohnehin darauf Wert werden legen mtssen, da.. die Konstruktion mit den
Seiten-Inklusionen vertraglich ist, bietet sich folgendes induktive Vorgehen an.
I Ober der i-ten Seite ist das Prisma —i(r"i1)£[0; 1] unterteilt als 8(r"it £]0;1])
(die Induktionsvoraussetzung sagt uns, wie).
| Der Boden r"™ £0 ist nicht unterteilt.

Aus den vorstehenden Speziflkationen erh@lt man einen Simplizialkomplex mit unter-
liegendem Raum r" £0 [ @r" £[0;1]. Das ganze Prisma r" £ [0;1] wird jetzt
trianguliert als der Kegel Uber diesem Simplizialkomplex, wobei der Kegelpunkt der
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Baryzenter des Deckels r"™ £1 ist. Speziell wird der Deckel ¥™ £1 also baryzentrisch
unterteilt.

Der Rest des Arguments geht nun wie vorher auch. Wir benutzen den Isomorphismus
Real(8(r" £[0;1])) = r" £]0;1]
um eine Abbildung zu deflnieren
Real @(r"£[0;1])) iii? r"£[0;1] idi? r" i
Durch Einschranken der Abbildung auf die diversen Simplizes in dem Simplizialkomplex
B(r" £]0;1]) erhalten wir ein kompatibles System singularer Simplizes. Mit anderen

Worten, wir erhalten eine Abbildung von ¢-Mengen, B(r" £[0;1]) ¥ S(X). Die
geometrische Realisierung ergibt hieraus die gewlinschte Abbildung

£: r"£00;1 2 Real(®(r" £1[0;1])) ii? Real(S(X)) : —

Bemerkung. Es sei O = fOjgj25 eine zuldssige Uberdeckung von dem Raum X

(das hei..t, das System der ofienen Kerne f(_)j gj2g ist immer noch eine Uberdeckung).
Es gilt dann: Die Abbildung Unt: Real (S(X)) ¥ Real (S(X)) respektiert kleine Sim-
plizes in dem Sinne, da.. Unt(Real (So(X))) % Real (So(X)). Ahnlich respektiert die
Homotopie von der Identitat zu der Abbildung Unt ebenfalls kleine Simplizes in dem
Sinne, da.. Bild(Real (So(X)) £ [0;1]) % Real (So(X)). | Das ist klar, denn wenn
f:r" ¥ X klein beztiglich O ist, so hei..t das, da.. es ein j gibt mit f(r") % O; ;
ofiensichtlich gilt dann ftir jedes der Simplizes, die in die Deflnition von £ bzw. von £
eingehen, ebenfalls, da.. sein Bild ganz in O; enthalten ist.

Da.. die Unterteilungs-Abbildung Simplizes verkleinert, prazisiert nun folgender Satz.

Satz. Sei X topologischer Raum, sei O eine zulassige Uberdeckung von X . Zu jedem
singularen Simplex f: r" ¥ X existiert eine natlirliche Zahl k, so da.. die k-fache
Wiederholung der Unterteilungs-Abbildung das Bild f(r") % Real (S(X)) klein macht
in dem Sinne, da..

(Unt —¢¢t—Unt) (F(r")) % Real (So(X)) :
i i1

i ki=2

Beweis. Die Behauptung des Satzes ist gleichbedeutend mit folgender Behauptung:
Sei O = ffil(0j)gj= die induzierte Uberdeckung von r™. Dann gibt es ein k,
so da.. jedes Simplex der k-fachen baryzentrischen Unterteilung von r" ganz in einer
Menge dieser Uberdeckung enthalten ist.

Dazu wird es gentligen, zu zeigen, da.. eine Zahl a < 1 existiert mit der folgenden
Eigenschaft: Sei 8" irgendein a—nes n{Simplex innerhalb von r" (z.B. r" selbst
oder ein n{Simplex einer Unterteilung davon). Es ist dann richtig, da.. jedes Simplex
der baryzentrischen Unterteilung von 8" einen Durchmesser

= at(Durchmesser von 8")
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hat. ]| Denn per Induktion folgt ja hieraus, da.. jedes Simplex der k{fachen bary-
zentrischen Unterteilung von r" einen Durchmesser

= a¥¢(Durchmesser von r")

hat, und man braucht nun k nur noch so zu wahlen, da.. diese Zahl kleiner wird als die
Lebesgue{Zahl der ofienen Uberdeckung ff i1(0j)gj2g von rn.
Wir werden zeigen, da.. =2 eine solche Zahl a ist. Zunachst ist klar, da.. die

+
maximale Distanz innerhalbnvoln einem a—nen Simplex immer von einem Paar von
Ecken angenommen wird. Es wird also gentigen, die maximale Distanz zweier Ecken
des Unterteilungs-Simplexes zu untersuchen. Diese Ecken nun sind samtlich Baryzenter
von Seiten (inklusive der Ecken von 8"). Wenn beide Ecken in @8" liegen, so ist man
per Induktion fertig, weil
(nil) _ n .
(njl)+1 n+1°
Es gentigt also, den Fall zu betrachten, wo eine dieser Ecken der Baryzenter von 8"
ist. Wiederum ist nun klar, da.. die maximale Distanz zum Baryzenter innerhalb 8"

von einer Ecke von 8" angenommen wird. Es gentigt also, die Distanz vom Baryzenter

zu einer Ecke von 8" abzuschatzen. Seien vg;:::;vy die Ecken. Sei vj, die, von der
die Distanz zum Baryzenter abzuschatzen ist, dann ist
kv-'X 1 vik = k 1 (Vig i Vi) K
io 1 ) n+1 i - n+1 o ioc 1 Vi
i=0 i6&ip

1 sup kvi, i vik

Wir kBnnen nun zeigen
Satz. Die Inklusion Real (So(X)) i ¥ Real (S(X)) ist eine Homotopiegaquivalenz.

Beweis. Dies ist eine zellulare Inklusion von CW-Komplexen. Deshalb konnen wir
folgendes Kriterium anwenden, das wir in Zusammenhang mit dem Whitehead-Satz
kennengelernt haben (\Formulierung des Whitehead-Satzes ohne Homotopie-gruppen™):
Es gentigt, zu zeigen, flir jedes m und jede Abbildung

g: D™ j¥ Real(S(X))

mit g(@D™) % Real (So(X)) existiert eine Homotopie, relativ @D™, zu einer Abbil-
dung mit Bild in dem Unterkomplex Real (So (X)) . Wil die Inklusion @D™ ¥ D™ die
HEE hat, konnen wir das Kriterium noch ein bi..chen abschwachen. Namlich es gentigt,
eine Homotopie zu fInden von g zu einer Abbildung mit Bild in Real (So (X)) derart,
da.. die auf @D™ eingeschrankte Homotopie ganz in dem Unterraum Real (So(X))
verlauft.

Eine solche Homotopie erhalten wir aus dem vorstehenden Satz. Namlich g(D™)
ist kompakt und ist deshalb enthalten in einem endlichen Unterkomplex des CW-
Komplexes Real (S(X)); das hei..t, es ist enthalten in der Vereinigung der Bilder von
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endlich vielen singuldren Simplizes in Real (S(X)), etwa fo;:::;f,. Nach dem vor-
stehenden Satz existiert deshalb eine Zahl

k = max k(fj)
O=i=p

so da...
Untk(@(D™)) % Real (So(X)) :

Die Homotopie von Unt® zur identischen Abbildung hat die Eigenschaft, da.. ihre
Einschrankung auf Real (So(X)) ganz in Real (So(X)) verlauft. Sie induziert deshalb
eine Homotopie der gewtlinschten Art von g. —

Bemerkung. Eigentlich ist dieser Satz nicht genau das, was wir wollen. Wir mochten
namlich wissen, da.. die Inklusion jSo(X)j i¥ jS(X)j eine Homotopieaquivalenz
ist. Das vorstehende Argument 3.t sich auf diesen Fall nicht Tbertragen, weil die
baryzentrische Unterteilung nicht mit den Ausartungs-Abbildungen vertraglich ist (im
Gegensatz zu ihrer Vertraglichkeit mit Rand-Abbildungen). Wir behelfen uns bei dieser
Kalamitat mit einem indirekten Vorgehen. Wir werden namlich spater zeigen: FUr jede
simpliziale Menge Y ist die nattrliche Abbildung Real(Y) ¥ jY j eine Homotopie-
aquivalenz. Wenn wir dieses Resultat mit dem obigen Satz kombinieren, werden wir
wissen, da.. in dem Diagramm

Real (So(X)) iiii® Real(S(X))
.3 3.
Yy Yy
i1So(X)j diii?  jS(X)j
drei der Pfeile Homotopieaquivalenzen sind (wie angedeutet), und da.. somit die restliche
Abbildung, jSo(X)j i¥® jS(X)j, ebenfalls eine Homotopieaquivalenz sein mu... —"

129



Ketten-Unterteilung

Sei X ein topologischer Raum, S(X) sein singularer Komplex, und C(X) der singul@re
Kettenkomplex (mit Koe—zienten in einer abelschen Gruppe A),

CX)n 1= AIS(X)n] :
(Per linearer Fortsetzung sind die Rand-Abbildungen d; zu A[S(X)n] 'r_‘e\[S(X)n 1]

erweitert; der Rand-Operator @ ist deflniert als die Wechselsumme @ =  (j1)'d;.)

Die neulich diskutierte baryzentrische Unterteilung ordnet einem singularen Simplex
f: r" ¥ X andere singulare Simplizes derselben Dimension zu, namlich solche, wo
die Abbildung sich schreiben Ia..t als eine Komposition

f
i

r Y Real(Uar™) 2 " i X

wobei \Inkl." die Inklusionsabbildung von einem der Simplizes in dem Simplizialkom-
plex U-r" (baryzentrische Unterteilung) bezeichnet.

Satz. Es gibt eine Unterteilungs-Abbildung u : C(X) §¥ C(X) und eine Ketten-
homotopie D von der identischen Abbildung zu der Abbildung u,

@D+D@ = I1dju; D:CX)ni? CX)p+1; N=0;1;:::;

wobei folgenqg,s gilt: Sei x = (f: r"™ ¥ X)) ein erzeugendes Simplex in C(X),. Dann
ist u(xX) =  8gj, wo gi die endlich vielen Simplizes

1 Real(U+™) 2 "

~ P
durchlauft. Ahnlich auch D(xX) = = 8h;, wo h; die endlich vielen Simplizes

|
r' i

Y Real B(r"£[0:1])) 2 r"£[0:1] i3 " i1 X

durchlauft.

Dabei ist B(r" £]0;1]) der ebenfalls neulich diskutierte Simplizialkomplex (eine
Unterteilung von r" £][0;1]), der zwischen der baryzentrischen Unterteilung von r"
einerseits und der \Unterteilung Nichts-Tun" andererseits interpoliert.

Beweis des Satzes. Die Konstruktion erfolgt induktiv; namlich per Induktion Tber
die Dimension n. Das induktive Vorgehen enthebt uns, teilweise, der Notwendigkeit,
die Dinge im Detail benennen zu mussen; insbesondere, die vorkommenden Vorzeichen
wirklich alle hinzuschreiben.
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Es sei also induktiv angenommen, da.. u und D auf den Ketten bis zur Dimension
njl schon konstruiert sind und da.. sie die beschriebenen Eigenschaften haben. Unter
dieser Voraussetzung werden wir u und D nun flir n-Ketten konstruieren.

Wegen der Linearitat der Abbildungen wird es gentigen, die Werte der Abbildungen
u und D auf einem erzeugenden Simplex (f : r™ ¥ X) anzugeben; und in diesem
Fall die behaupteten Identitaten dann auch nachzuprtfen.

Eine weitere Vereinfachung kommt dadurch zustande, da.. wir die NatOrlichkeit der
Abbildungen u und D ausnutzen. Diese besagt (wie Ublich), wenn q: X ¥ Y eine
Abbildung von topologischen Raumen ist, dann sind die entstehenden Diagramme

CROn iifil CEOn  Cn iifi¥ COYnut
? ? 5 5
y& Y4 V4 v 4

C(Y)n iiii? C(Y)n CY)n 151" CY)net

kommutativ. Nachtraglich verscharfen wir die Aussage des Satzes nun so, da.. sie die
Nattrlichkeit beinhaltet; diese ist somit auch Teil unserer Induktionsvoraussetzung, und
die Konstruktion im Induktionsschritt wird so sein, da.. sie die NatUrlichkeit mitliefert.

Das erzeugende Simplex (f: r™ ¥ X) (auf dessen Behandlung wir uns ja schon

zurlickgezogen haben) liegt im Bild der Abbildung

L C(r" it C(X);
es ist das Bild des singularen Simplexes in C(r"™),, das gegeben ist durch die identische
Abbildung, Id: r™ ¥ ",

Es wird deshalb nun gentigen, die Werte der Abbildungen u und D fUr dieses eine
Simplex (Id : ¥ ¥ r™) anzugeben. Denn per Nattrlichkeit (die wir jetzt fordern)
erzwingt das den Wert

u(f: r" 1 X) = £(u(lden)) ;

und die NatUrlichkeit, allgemein, ist eine automatische Konsequenz: fir g : X ¥Y
ist

gAu(f: r" 1 X)) = g£Au(ldn))
=u@f: r" ry)
= u(gAf: r" 1 X)) :

Ftr D argumentiert man entsprechend. Und schlie..lich wird auch (wiederum wegen
der NatUrlichkeit) die Beziechung D@ + @D = Id j u schon ganz allgemein gelten,
sobald sie in dem einen Fall von dem singuldren Simplex Id: r™ ¥ r" etabliert ist.

Innerhalb von einem euklidischen Raum, und speziell deshalb auch innerhalb von dem
Standard-Simplex r", ist es sinnvoll, von einem a—nen singularen Simplex zu reden.
A—ne singuldre Simplizes sind leicht zu beschreiben: man braucht nur anzugeben, was
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die Bilder der Ecken sind. Mit ihrer Hilfe werden wir die Abbildungen u und D in
dem relevanten Spezialfall jetzt angeben.

plex = r™ ¥ " mit (vi) =wj, wo v;j die i-te Ecke von r™ bezeichnet. Es ist
z.B. in dieser Notation

i=0
wo, wie sonst auch, die Notation \ w; " bedeutet, da.. w; weggelassen sein soll. Be-
zeichne fl den Baryzenter von r". Wenn C°%r") den Unterkomplex der a—nen
singularen Simplizes in C(r"™) bezeichnet, so kbnnen wir, in jeder Dimension m, eine
Abbildung
fl: C'r"m i? C(rM)ms1
deflnieren (\Kegel mit Kegelpunkt fl ") durch lineare Fortsetzung, ausgehend von

Es ist dann

wegen

i=0
Wir deflnieren nun
u(lden) = (D" flu@(den))

und
D(Idyn) := (i D" fi(ldyn § DO(Idyn)) :

Aufgrund der Induktionsvoraussetzung handelt es sich bei u(@(ldyn)) um eine
Linearkombination (mit Vorzeichen) der u(-i(r™i')), und jedes von diesen wiederum
ist eine Linearkombination (wieder mit Vorzeichen) der (nj1)-Simplizes in der bary-
zentrischen Unterteilung von r"il. Deshalb ist u(@(ld,n)), bis auf geeignete Vor-
zeichen, gerade die Summe der (nj1)-Simplizes in der baryzentrischen Unterteilung
von @(ldyn). Es folgt deshalb aus der Deflnition, da.. u(ldyn), bis auf geeignete
Vorzeichen, die Summe der n-Simplizes der baryzentrischen Unterteilung von r" ist.

Ahnlich klart man auch, was es mit D(ld,) auf sich hat.

Wie oben festgestellt, ist
efl(ldyn) = (i)™ (dyn) + fl@(1dyn)
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und
efl(D@(Idyn)) = (i1)™H(DE@(Idyn)) + flO(DA(Idn)) :

Deshalb folgt
@D(Idyn) = (FiD"OAI(Iden) i (i D"TEAI(DE(Idyn))
= (Iden) + (i )"HO(Iden) § DO(Iden) i (§i1)"HI@DO(Idn)
oder, was dasselbe besagt,
(@D +D@)(Idyn) = (Idpn) + (i D" HI@Uden) § (i 1)"HIEDEOId ) :
Nach der Induktionsvoraussetzung gilt nun (da @(ld,~) kleinere Dimension hat)
0D(@(ldyn)) = (Id j u i D@) (€(Idyn)) :
Es folgt, da.. (@D + D@)(Id,n) gegeben ist durch
(Iden) + (G DI n) § (G D"HI(0(den) § u@(lden) § DEA(Ien) )
oder, was nach Kirzen dasselbe ist,
(Idyn) + (D" Hlu@(ldyn) = (Idgn) § u(ldyen) :

Das hei..t, wir haben die Beziehung @D +D@ = Id j u flr das spezielle Simplex (Idyn)
nun nachgeprtft | wie wir zu tun hatten.

Nachzuweisen ist auch, da.. u eine Kettenabbildung ist, @u = u@ . Wieder gentgt
es hier, diesen Nachweis ftir den ganz speziellen Fall der Kette (ld,n) zu erbringen.
Die obige Beziehung zwischen @ und fl, angewandt auf die Deflnition von u, liefert

Qu(lden) = (iD)"@flu@(lden)
= (iD"fleud(lden) + GD"GDC DT UE(Iden)
Der zweite Term im letzten Ausdruck ist das, was wir wollen, u@(ld,n). Der erste

Term ist null; denn nach Induktionsvoraussetzung ist u schon Kettenabbildung in der
Dimension njl, der Term ist also gleich flu@@(ld,n) . —

Seinun O eine zulassige Uberdeckung von X . Bezeichne Co(X) den Unterkomplex
der beztiglich O kleinen Simplizes in C(X); also Co(X)n = A[So(X)n].

Satz. Zu jeder Kette z 2 C(X), existiert eine nattirliche Zahl k mit u®(z) 2 Co(X).

Beweis. z ist endliche Linearkombination von singularen Simplizes, etwa
P
zZ = aiXi; Xi2S(X)n:
FUr ein singulares Simplex x ist u’(x) die Summe (mit geeigneten Vorzeichen) von

den n-Simplizes in der “-fachen baryzentrischen Unterteilung von Xx. Zu Xx; existiert

deshalb eine Zahl k; mit
Ui (xi) 2 So(X) :

Wir nehmen k = max k; . —
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Satz. Die Inklusion Co(X) ¥ C(X) induziert Isomorphismen der Homologiegruppen.

Beweis. Wir haben eine Kettenhomotopie D von der identischen Abbildung zu der
Unterteilungs-Abbildung u konstruiert. Hieraus erhalten wir eine Kettenhomotopie
D& von der identischen Abbildung zu der k-fachen Iteration uK. Denn es ist

Id j uk = u(ldju) = u' (D@ +@D) = (u'D@+@u'D) ;
i=0
. K) . Pkil i : H H k
deshalb ist D® := " <1 u'D eine Kettenhomotopie von der Identitat zu u¥,

@aD® + DM = Id j uk:

Wir zeigen nun, da.. die Abbildung H,(Co (X)) ¥ HL(C(X)) erstens surjektiv und
zweitens injektiv ist.

(i) Sei [z] 2 HA(C(X)). Sei z eine reprasentierende Kette von [z]; die Kette z ist
ein Zykel, @(z) = 0. Wie oben gesehen, existiert flr die Kette z nun eine Zahl k mit
u*(2) 2 Co(X)n :

Es ist dann [z] = [uX(z)]. Denn die Difierenz der Zykel z und u®(z) ist ein Rand,

2iuk@) = (@D® +D®p)(z) = DY) :

(i) Sei [z] 2 HLR(Co(X)). Wenn das Bild von [z] in Ha(C(X)) gleich null ist, so
existiert ein 'y 2 C(X)n+1 mit @y = z. In dieser Situation kdnnen wir, wie oben
gesehen, ein “ finden, so da.. u'(y) 2 Co(X)n+1 . Es ist dann

Zi@U(y) = 0y iu(y) = eDO +eD?)(y) = epVa(y) = eD(2) :
Also
z = @DO(@2) + 0u'(y):
Auf der rechten Seite ist nun der Term u’(y) klein, nach Konstruktion. Der Term
DO)(z) ist klein, weil die Abbildungen D und u Kkleine Ketten respektieren, und
somit die Abbildung D) ebenfalls. Wir haben also eingesehen, da.. z der Rand von

einer kleinen Kette ist. Folglich ist das von z in H,(Co (X)) reprasentierte Element
gleich null. —
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Vergleich von Realisierungen

Sei Y simpliziale Menge. Es gibt zwei Moglichkeiten der geometrischen Realisierung:
I ohne Bertcksichtigung von Ausartungen, Real(Y), und
I mit Berticksichtigung von Ausartungen, jYj.

Satz. Die kanonische Abbildung Real(Y) §¥ jYj ist eine Homotopieaquivalenz.

Dies ist insofern flir uns interessant, als es eine bisher ofien gelassene Licke fillt,
namlich

Satz. Sei X topologischer Raum, und O zulassige Uberdeckung. Die Inklusion
1So(X)j i ¥ j(S(X))]

ist eine Homotopieaquivalenz.
Beweis. Wir haben ein kommutatives Diagramm

Real (So(X)) iiii? Real(S(X))
? 2?
Yy Yy
iSo(X)j qiii?  JS(X)]
in dem die vertikalen Pfeile nach dem obigen Satz Homotopiegaquivalenzen sind, und wir
wissen schon, da.. Real (So (X)) ¥ Real (S(X)) eine Homotopieaquivalenz ist. —

Um den Satz Tber die Abbildung Real(Y) ¥ jYj zu beweisen, betrachten wir drei
Falle in wachsender Allgemeinheit.

1) Der Spezialfall Y = ¢" (= Standard-n-Simplex).

2) Der Spezialfall eines endlich-dimensionalen Y (wir sagen: Y hat Dimension <« n,
wenn jedes Simplex der Dimension > n ausgeartet ist).

3) Der allgemeine Fall.

Wir behandeln diese Falle in umgekehrter Reihenfolge in der Weise, da.. wir zuerst den
3. Fall auf den 2. zurtickfihren, dann den 2. auf den 1.; zum Schlu.. behandeln wir den
ersten Fall.
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Reduktion von Fall 3 auf Fall 2. Bezeichne Skel,(Y) die Unter-simpliziale-

Menge n-Skelett von Y (ein Simplex von Y st in Skel,(Y) genau dann, wenn es

Ausartung eines Simplexes der Dimension = n ist).

Lemma. Wenn Real (Skel,(Y)) i’! jSkel(Y)j fur alle n, dann Real(Y) i’! jYj.
Das ist ein Spezialfall von der folgenden Bemerkung.

Bemerkung. Seien V und W CW-Komplexe mit V = Sn Vo, W= Sn W, , wobei
Vo % V1 %o i1, Wo % W1 % :::, und wo V, und W, jeweils Unterkomplexe (nicht
notwendig Skelette) sind. Sei V ¥ W eine zellulare Abbildung mit V, ¥ W, . Wenn
Vi i,! W, fUir alle n, dannistauch V @ W eine Homotopieaquivalenz.

Beweis. Bezeichne Z den Abbildungs-Zylinder der Abbildung V ¥ W ; dies ist ein
CW-Komplex (da die Abbildung V ¥ W als zellular vorausgesetzt wurde). Bezeichne
Zn den Abbildungs-Zylinder der Abbildung V, ¥ W, ; dies ist ein Unterkomplex von
Z , die Z, bilden eine aufsteigende Folge von Unterkomplexen, und ihre Vereinigung
istganz Z.

Aufgrund der Hypothese wissen wir, da.. jede der Inklusionen V, ¥ Z, eine Ho-
motopiedquivalenz ist. Wir wollen zeigen, da.. die Inklusion V ¥ Z ebenfalls eine
Homotopieaquivalenz ist.

Wir benutzen: Eine Inklusion X ¥ X° von CW-Komplexen ist Homotopie-
aquivalenz genau dann, wenn fUir jedes m und jedes kommutative Diagramm

L
@D} iiii? >,§
? ?
Yy y
D™ i1i? X

eine Homotopie, relativ @D™, von T zu einer Abbildung mit Bild in X existiert. Sei

D™ iii? V
@,) iiii

2
? ?
Yy y
D™ iii! Z

ein solches Diagramm. Nun ist f(D™) kompakt und daher, wie wir wissen, schon ent-
halten in einem endlichen Unterkomplex von Z . Da Z die Vereinigung der aufsteigen-
den Folge von CW-Komplexen Z, ist, folgt, da.. ein k existiert mit £(D™) % Zj .
Wir haben deshalb ein kommutatives Diagramm

2 )
? ?
b Yy
m -..f.|

D™ jiii? Zk

und die gewtinschte Deformation von f existiert nach der Voraussetzung, da.. Vi ¥ Zy
eine Homotopieaquivalenz ist. —
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Reduktion von Fall 2 auf Fall 1. Diese ist gegeben durch

Lemma. Wenn Real (¢™) i’! j&€™Mj flralle m, dann Real (Skel,(Y)) i ¥ jSkela(Y)j
ftir alle n.

Beweis (durch Induktion nach n). Es ist
Skeln(Y) 2 Skeln;1(Y) [3,g0¢n Jn £ €7 ;

wo Jn, die Indexmenge fUir die nicht-ausgearteten n-Simplizes von Y " bezeichnet. Nun
ist sowohl Real(:::) als auch j:::j vertraglich mit Verklebung; d.h., es ist

Real (Skeln(Y)) 2 Real(Skeln;1(Y)) [Rreal@ngoen) Real(Jn £ ¢7)

und ahnlich ftr jSkel,(Y)j. Das zeigt, da.. Real(Skel,(Y)) ¥ jSkel,(Y)]j die Ab-
bildung der verklebten Raume ist, die gegeben ist durch das Verklebediagramm

Real (Skeln;1(Y)) "iiii Real (.Jq)£ @c¢™ jiii? Real (‘Jg’E cn)
3 3 5
Yy y y
iSkeln;1(Y)j  Tiiii JIn£0C")  iii? jIn£C"j
Um einzusehen, da.. Real (Skelh(Y)) ¥ jSkel,(Y)]j Homotopieaquivalenz ist, gentigt

es demnach (wegen des Klebelemmas) sich zu Tberlegen, da.. die drei vertikalen Pfeile
in dem Diagramm Homotopieaquivalenzen sind.

FUr den linken und den mittleren Pfeil gilt dies nach Induktionsvoraussetzung, weil
Skeln;1(Y) und @¢" die Dimension = njl haben (also gleich ihrem (n j1)-Skelett
sind). Den rechten Pfeil betrefiend merken wir an, da.. sowohl Real(:::) alsauch j:::]j
mit disjunkten Vereinigungen vertraglich sind. Deshalb ist der rechte Pfeil disjunkte
Vereinigung von Abbildungen Real(¢™) ¥ j¢&"j, und die sind ja, nach der Voraus-
setzung dieses Falles, ebenfalls Homotopieaquivalenzen. —

Behandlung von Fall 1. Um zu zeigen, da.. Real(¢") ¥ j¢"j Homotopie-
dquivalenz ist, gentigt es, zu zeigen, da.. beide Raume zusammenziehbar sind (d.h.,
den Homotopietyp von einem Punkt haben).

Lemma. j¢"j * pt.
Beweis. j¢"j 2 " :

Lemma. Real(¢") ~ pt.

Beweis. Dies ist etwas komplizierter. Es ist z.B. nicht richtig, da.. Real(¢°) ein
Punkt ware; Real (¢°) ist im Gegenteil ein recht gro.er CW-Komplex (es gibt je eine
Zelle in jeder Dimension). Im Fall von Real (¢°) ist es noch mdglich, den Homotopietyp
gewisserma..en \auszurechnen" (dies war Gegenstand einiger Ubungsaufgaben), im all-
gemeinen Fall ist dies Verfahren aber nicht sehr praktikabel. Wir benutzen stattdessen
den folgenden Satz.
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Satz. Sei Z eine €¢-Menge. Hinreichend daftir, da.. Real(Z) ~ pt., ist folgendes:
Kriterium. Es gibt eine Folge von Abbildungen Hy, @ Zy ¥ Zj4q mit
diHn = Hpnj;a1di; fir O=iem; und dm+r Hm = 1dz,, ;
und es gibt eine Ecke b2 Zy, so da.. fur alle m und alle z 2 Z, gilt
b = (do)™"'Hm(z) (= letzte Ecke von Hm(z)) :

Beweis. Wir zeigen, es gibt eine Homotopie
F: Real(Z)£10;1] i ¥ Real(2)

von der identischen Abbildung auf Real (Z) zu der konstanten Abbildung mit Wert b.
Nach der Deflnition von Real (Z2),

S
Real(Z) = mZmErm=»;
gentigt es, zu zeigen, es gibt eine Abbildung
_ S S
F: mZnhEr"£[0;1] i¥ wWZmETrm;

die mit der induzierten Aquivalenzrelation vertraglich ist, und die gewisse weitere Eigen-
schaften hat. Die Abbildung F wird deflniert als die disjunkte Vereinigung von Ab-
bildungen

Fm: ZnErm™£[0;1] ij?! Zms1 £rm+t;

und zwar ist die Abbildung der Indexmenge Z,, ¥ Zn+1 gegeben durch die Abbildung
Hn des Kriteriums, und im Tbrigen ist

hm: rME£[0;1] 1 rM™*!
eine (kanonische) Abbildung mit
AmjrmEe0 = —m+1 (Seiteninklusion, die die letzte Ecke meidet)
hmjrm£1 = (=)™ (r° (konstante Abbildung in die letzte Ecke);

wobei diese Abbildung eindeutig festgelegt ist durch die Forderung, da.. sie linear ist auf
jedem der Simplizes der kanonischen Simplizialzerlegung von r™ £]0; 1] . FUr variables
m sind die Abbildungen hy, vertraglich mit Seiten-Inklusionen, es gilt namlich

hm - i £1ldp1y) = =i —hmj1; fir O=iem:

Zusammen mit der vorausgesetzten Beziehung di Hn = Hm;1di (fir 0 = i = m) gibt
das die geforderte Vertraglichkeit der Abbildung F mit der induzierten Aquivalenz-
relation. Denn sei z 2 Z,,, x 2 r™il und t 2 [0;1]. Die Aquivalenzrelation auf

- m Zm £ r"m£]0;1] sagt, da..
(di(Z); X; t) » (z; _i(X); t) :

138



wir muissen also nachprtifen, da.. auch die Bilder dieser beiden unter der Abbildung F
zueinander aquivalent sind. Das ist aber der Fall: diese Bilder sind gegeben durch

(Hm;i1(di(2); hm;ia(x 1)) = (di(Hm(2)); hm;ii(X;1))
einerseits und
(Hm(@); hm(=i(x);1)) = (Hm(2); -i(hm;1(x; 1))

andererseits. F induziert also eine Homotopie F , wie gewtlinscht. Die Homotopie F
geht von der identischen Abbildung, wegen

ZEr"£0 iii? Hn@E-ma(r™) » dnaHn@EX™ (= z£r™);
zur konstanten Abbildung mit Wert b, wegen

ZEYr™£1 iii? Hm@) £ )™Hr°% » ([do)™" *Hm@)E£r° (= bEYr?):

—
Aufgrund dieses Satzes ist Real(¢™) ~ pt., denn
Behauptung. <" erflllt das Kriterium.
Beweis. Die Ecken von ¢" sind 0;1;:::;n 2 (¢M)g. Als b nehmen wir die letzte
Ecke, n. Die Abbildung
Hm : Home([m]; [n]) iii? Home([m+1]; [n])
(f:[m] ¥ [n]) Fii® (F:[m+1] ¥ [n])
ist deflniert als
f'G) = f(i); fariem; und f'(m+1) = n:
Da.. das System fH,,g die geforderten Bedingungen erfTllt, ist klar. —
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Anhang: Klebelemma

Es soll das Klebelemma bewiesen werden. Es gibt dazu verschiedene Methoden. Wir
gehen hier so vor, da.. wir eine bestimmte Beziehung benutzen (der folgende Satz)
zwischen Homotopieaquivalenzen einerseits und Deformationsretrakten andererseits.

Ein \Deformationsretrakt™ (oder, wie es manchmal auch in der Literatur hei..t,
\starker Deformationsretrakt™) soll hier das folgende bedeuten. Sei X Unterraum von
X', Wir sagen, X ist Deformationsretrakt von X°, wenn es eine Homotopie, relativ
zu X, gibt, von der identischen Abbildung auf X' zu einer Abbildung von X" nach
X (letztere Abbildung ist dabei notwendigerweise eine Retraktion).

Etwas detaillierter (und formaler) lauft dies auf das folgende hinaus. Bezeichne
i: X § X° die Inklusionsabbildung. X ist Deformationsretrakt von X', wenn eine
Abbildung r: X° ¥ X existiert, mit r—i = ldx , und wenn ferner eine Homotopie
zwischen der Abbildung i-r und der identischen Abbildung auf X° existiert, wobei
diese Homotopie auf dem Unterraum X konstant sein soll.

Unter dem Abbildungszylinder Z(f) einer Abbildung f : X ¥ Y soll, wie Tblich,
der Raum

Z(f) = X£[0;1] [xe£1 Y :

verstanden werden.

Satz. Sei f:X ¥ Y eine Abbildung, Z(f) ihr Abbildungszylinder. Es gilt:
(i) Die Inklusion X ¥ Z(f) hat die HEE (Homotopie-Erweiterungs-Eigenschaft).

(ii) Wenn f: X ¥ Y Homotopieaquivalenz ist, dann ist X Deformationsretrakt von
dem Abbildungszylinder Z(f) (und, nattrlich, umgekehrt).

Den Beweis geben wir spater. Wir bendtigen auch einige einfache Tatsachen, die wir
jetzt als Bemerkungen formulieren.
Bemerkung (1). Sei A Deformationsretrakt von X . Sei A ¥ B eine Abbildung.
Dann ist B Deformationsretrakt von X [a B.
Beweis. Wir nehmen die induzierte Deformation
X[aAaB)EI 2 XEI [aeg1 BEI ¥ X [o B
wo zur Abktirzung | =[0;1]. —
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Bemerkung (2). Sei A abgeschlossener Unterraum von X, sei A ¥ B eine Ab-
bildung. Wenn A ¥ X die HEE hat, dann auch die Inklusion B ¥ B [a X.

Beweis. Wie wir uns frGiher Tiberlegt haben, so ist die HEE von A ¥ X dquivalent
dazu, da.. eine Retraktion

XEL i AEIl [ago X£0
existiert. Wir nehmen die induzierte Retraktion

(B [a X) £
2 BEI [ag1 XEI ji?! BEI [ag1 (A£1 [ag0 X£0)
® BEI [aco XE0
2

BEI [BEO (B[AX)EOZ —

Bemerkung (3). Sei A abgeschlossen in X . Wenn A ¥ X die HEE hat, dann ist
AE£1 [ago X £0 Deformationsretrakt von X £1 .

Beweis. Sei % : X E1 ¥ A£1l [asgo X £0 eine Retraktion. Indem wir % als
Abbildung nach X £1 aufiassen, kdnnen wir schreiben % = (%1;%) . In Abhangigkeit
von dem Parameter t 2 [0;1] deflnieren wir eine Abbildung
Re: XEI i1 XEI
(x;8) §Y (ha(x;st); (Lit)s+tehp(x;s)) :

Dann gilt
Ro(X;s) = (m(x;0);8) = (X;9) ;
R1(X;s) = (W (X;9); M2(X;8)) = %(X;S) ;
Re(x;0) = (h1(x;0); th2(x;0)) = (x;0);
und, fiir a2 A,

Re(@;s) = (k(asst); (Lit)s+the(a;s)) = (& (Lit)s+ts) = (&59) :
Diese Beziehungen zeigen, da.. t @ R¢, t 2 [0;1], eine Deformationsretraktion von
X £1 inden Unterraum A£1 [ago X £0 ist. —
Ein Spezialfall des Klebelemmas. Sei A % X abgeschlossener Unterraum mit
der HEE. Sei fi: A ¥ A eine Homotopieaquivalenz. Die induzierte Abbildung
X i A A X

ist ebenfalls eine Homotopiedaquivalenz.
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Beweis. Es gentligt zu zeigen, da.. die Inklusion von X in den Abbildungszylinder
Z (") eine Homotopieaquivalenz ist. Es ist

Z() = XEI [xe1 A'[a X
XEI [xe1 X) [a A" 2 X £ [ag1 A
2 X£1 [ag1 AEI [ag1 A
2 XEIl [as1 Z(fi)
Nach Bemerkung (3) ist A£1 [ago X £ 0 Deformationsretrakt von X £ 1. Mit
Bemerkung (1) folgt daher, da..
XE0 [ago Z(fi) 2 (XE£0 [ag0 AETD) Lasr Z(fi)

Deformationsretrakt ist von

1/

X £E1 [AEI Z(fl) = Z(,):

Nach dem oben angegebenen Satz ist A £0 Deformationsretrakt von Z(fi). Erneute
Anwendung von Bemerkung (1) ergibt daher, da.. X £0 Deformationsretrakt ist von
X E£0 [ago Z(fi). Es folgt, da.. X £0 Deformationsretrakt ist von Z(7), und der
Spezialfall des Klebelemmas ist beweisen. —

Der allgemeine Fall des Klebelemmas. Seien A ¥ X und A’ ¥ X' abge-
schlossene Inklusionen mit der HEE. Sei

Y Tiiii

Y T A Giii? X
ein kommutatives Diagramm, in dem alle vertikalen Pfeile Homotopieaquivalenzen sind.
Die induzierte Abbildung

Y [aX i? Y [a X°

ist eine Homotopieaquivalenz.
Beweis. Nach Bemerkung (2) hat die Abbildung Y ¥ Y [a X die HEE. Nach dem
Spezialfall ist also

YIaX i?' YOIy (Y [aX) 2 Y'[a X
eine Homotopieaquivalenz, und es gentigt deshalb, zu zeigen, da.. die Abbildung
*) YaX 2 Y [a (A [aX) i® Y’ [a X
ebenfalls eine Homotopieaquivalenz ist.

Nun ist A” [a X §¥ X° eine Homotopieaquivalenz, denn nach dem Spezialfall ist
die Inklusion X ¥ A’[ A X Homotopieaquivalenz, und X ¥ X' ist ja Homotopieaqui-
valenz nach Voraussetzung. Hatten wir zusatzlich vorausgesetzt, da.. auch die Abbil-
dung A’ ¥ Y die HEE hat, so wiirde also nun folgen (wieder nach dem Spezialfall),
da.. auch die Abbildung (*) eine Homotopieaquivalenz ist, und wir waren fertig.
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Da wir dies aber nicht vorausgesetzt haben, brauchen wir noch einen kleinen Trick.
Namlich wir deflnieren Y © als den Abbildungszylinder der Abbildung A" ¥ Y°. Dann
hat die Inklusion A’ ¥ Y® die HEE (wie im obigen Satz behauptet), deshalb ist nach
dem Spezialfall wieder

YOLao A" LA X) i® V" [ao X
eine Homotopieaquivalenz. Andererseits kdnnen wir diese Abbildung vergleichen mit
der Abbildung (*) oben,

YiLa (A"[a X) i¥® V' [ao X" :

Namlich, mit der Abbildung Y® ¥ Y° und aufgrund der Tatsache, da.. die Komposi-
tionvon A’ ¥ Y@ mit Y® B YO gleich der Abbildung A? ¥ Y ist, erhalten wir ein
kommutatives Diagramm
() 0 S ) 0
Y [a (é [A X) iiii? Y [,)Aﬂ X
? ?
Yy Yy
YO Lao (A" [a X) iii? Y" [ao X

Von der oberen horizontalen Abbildung in dem Diagramm wissen wir, da.. sie eine
Homotopieaquivalenz ist, und von der unteren horizontalen Abbildung wollen wir es
wissen. Es wird also gentigen, zu sehen, da.. die beiden vertikalen Abbildungen Homo-
topiedquivalenzen sind. Das wissen wir aber eigentlich auch schon: die Abbildungen
A" ¥ X" und A’ ¥ A’ [a X haben die HEE und die Abbildung Y% ¥ Y0 ist eine
Homotopieaquivalenz. Nach dem Spezialfall ist es deshalb richtig, da.. die Abbildungen

YO Lao X2 50 YOLaoX? und YO [ac (A°[aX) i¥ YO[ao (A’ [a X)
Homotopiegquivalenzen sind. —
Als Teil des obigen Satzes, und auch als zusatzliches Hilfsmittel, mtssen wir zeigen,
da.. gewisse Inklusionen die Homotopie-Erweiterungs-Eigenschaft haben. Wir erledi-

gen das in einer eher ine—zienten Weise, durch direktes Hinschreiben der Dinge (mit
Formeln).

Hilfssatz. Sei f: X ¥ Y eine Abbildung, Z(f) ihr Abbildungszylinder. Die beiden
Inklusionen X ¥ Z(f) und

Z(F)£0 [xeo X£[0;1] [xe1 Z(F)E1L iiii? Z(F)£[0;1]
haben die Homotopie-Erweiterungs-Eigenschaft.

Beweis. Die Inklusion X ¥ Z(f) hat dann (und nur dann) die HEE, wenn eine
Retraktion
Z(F)E£[0;1] i 8 X£[0;1] [xeo Z(F)
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existiert. Um eine solche Retraktion anzugeben, gentigt es, eine Retraktion
XEIED1L] [ YE0;1] 2 (XEI [Y)E[0;1] §¥ XE[0;1] [xgo XEI [ Y
anzugeben, die mit der Quotienten-Abbildung
XEI [ Y i?® XEI [xg1 Y = Z(F)
vertraglich ist. Hier ist ein Beispiel fUir eine solche Retraktion: Auf dem ersten Sum-
manden der disjunkten Vereinigung nehmen wir die Abbildung
XE[0;1£[0;1] §¥ XEO0£[0;1] [xegoeo XE[0;1]1£0

die induziert ist von einer Retraktion des Quadrats [0;1] £ [0;1] in seinen Unterraum
[0;1]£0 [ 0£]0;1] (die Vereinigung der linken und der unteren Kante): die Retraktion
des Quadrats ist gegeben durch die Projektion entlang einem Geradenbtschel durch den
Punkt (1;2) (ein Punkt oberhalb der rechten Kante des Quadrats). In Koordinaten
ausgedriickt, ist die Retraktion gegeben durch (x;s;t) ¥ (x;s%t’), wo

il tj2

sil  ti2
und wo s' und t' so zu bestimmen sind, da.. eines von ihnen 0 ist und das andere
nicht negativ. Explizit hingeschrieben bedeutet dies

(x;0; L2z wenn 2s =t
x;s;t) Fit iS
(x; Zi;0)  wenn 2s ,t:

FUr s =1 reduziert sich die Abbildung auf die Projektion X £[0;1] ¥ X £0, sie ist
also beztiglich der Verklebeabbildung f £1d : X £[0;1] ¥ Y £[0;1] vertraglich mit
der Retraktion Y £[0;1] ¥ Y £0, die (wie wir jetzt festsetzen) ebenfalls durch die
Projektion gegeben sein soll. | Soweit zur ersten Abbildung.

Was die zweite Abbildung angeht, so ist zu zeigen, da.. es eine Retraktion gibt von
dem Raum Z(f) £[0;1] £ [0;1] in seinen Unterraum

ZEEOUEO [ipeo  Z()E0 Ixeo X £[0;1] [xer 2 E1 £
HierfUr gentigt es, eine Retraktion von
X £[0;1] £[0;1] £[0;1]
in den Unterraum
XE[0;1E£[0;1]£0 [ XE£[0;1]E£0£[0;1] [ X £0£[0;1] £10; 1]
[ XE1ELL[0;1]
zu flnden, sowie eine Retraktion von
Y £[0;1] £10; 1]
in den Unterraum

YEQ;LJE0O [ YE0£[0;1] [ Y £1£[0;1]
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derart, da.. diese beiden Retraktionen vertraglich sind beztiglich der Verklebeabbildung
XELE(OLL[0;1]) qiiani? Y E£([0;£[0;1]):

Ahnlich wie im vorigen Fall wird die Retraktion auf X £[0;1] £[0; 1] £[0; 1] auch hier
wieder beschrieben durch eine Selbstabbildung des Kubus [0; 1]£[0; 1]£[0; 1], die durch
Projektion entlang einem Geradenbtschel gegeben ist; namlich das GeradenbUschel
durch den Punkt (1; %; 2). In Koordinaten ausgedrtickt, ist die Retraktion gegeben
durch
Gsitu) Fii? (oshthu)

wo

i1

sil  tij

ui2
uj?2

DL NN

und wo (s%;t%; u’) so zu bestimmen sind, da.. alle drei zwischen 0 und 1 liegen, und
so da.. mindestens eine der vier folgenden Gleichungen erftllt ist

=0, =0, t'=1 oder u"=0:

Explizit hingeschrieben bedeutet dies
8

% (0; L2, Yyiz) wenn 2t . s; U, 2s

( ) gi i;O;gE:-Lll wenn 2tes; u , 4t

s;t;u) Fil -
3 (Y L USED)  wenn s, 2(1it); u L A(LiY)
) (Zzsiu'%vo) wenn 2S , U; U4t :

Die Aquivalenzrelation nun involviert diejenigen Punkte von X £ Kubus, wo die Koor-
dinate s den Wert s =1 annimmt. Die Retraktion wird deshalb kompatibel sein zu der
Retraktion auf Y £[0; 1]£]0; 1], wenn wir letztere durch die obigen Formeln deflnieren,
aber spezialisiert auf den Wert s = 1. Die in den Formeln verfligbaren Koordinaten t
und u werden demgema.. dann die beiden Intervall-Koordinaten in Y £ [0; 1] £ [0; 1]
bezeichnen. —

Wir kommen zum Beweis des Satzes. Der erste Teil wurde im Hilfssatz gerade gezeigt.
Wir miissen noch zeigen

Satz. Eine Abbildung f : X ¥ Y ist Homotopieaquivalenz genau dann, wenn X
Deformationsretrakt des Abbildungszylinders Z(f) ist.

Beweis. Y ist Deformationsretrakt von Z(f), die Deformationsretraktion ist in-
duziert von derjenigen von [0;1] zu flg. Insbesondere ist die kanonische Projektion

p: Z(f) i¥yY

eine Homotopieaquivalenz. Bezeichne j : X ¥ Z(f) die kanonische Inklusion. Dann
ist pj = f. Folglich ist ¥ genau dann eine Homotopieaquivalenz, wenn j es ist.
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Es bleibt noch zu zeigen: Wenn j Homotopieaquivalenz ist, dann ist X 2 j(X)
sogar Deformationsretrakt von Z(f). Wir zeigen dies in drei Schritten, die wir jetzt
als Behauptungen formulieren.

Behauptung 1. Die Inklusion j hat eine Links-Inverse r: Z(f) ¥ X . Mit anderen
Worten, X ist Retrakt von Z(f), mit Retraktion r.

Beweis. Sei g:Y ¥ X eine Homotopie-Inverse zu T, also
gf e |dx ) fg e |d\(:

Da die Abbildung
F: X£Il j¥ X

die Eigenschaft hat, da.. FjX £1 = ¢f, existiert eine Faktorisierung r; also eine
Abbildung r: Z(f) ¥ X, die das folgende Diagramm kommutativ macht,

XE£Q:Y [ Y iLtL
v
XE[0;1] [xe1 Y — Z(f):

r ist eine Retraktion, da FjX £0 = Idx .

Behauptung 2. Diese Retraktion ist Homotopie-Inverse zu der Inklusion j .

Beweis. Da rj = ldx, ist nur zu zeigen, da.. jr ” ldz¢ . Wie oben angemerkt,
ist Y Deformationsretrakt von Z(f), genauer, wenn i :Y ¥ Z(f) die Inklusion
bezeichnet und p: Z(f) ¥ Y die Projektion, dann ist
Ip 7 |dz(f):
Es folgt
jr 7 (ip@ar) 7 (pGn(p):
Nun ist
pjri = fri = fg:
Die Homotopie fg ”¢ Id induziert daher eine Homotopie
i(pirip = i(fFo)p

i(ldy)p = ip;
und es folgt
Jr 7 ip(gnip 7 ip 7 ldze -
Behauptung 3. Es gibt eine Homotopie, relativ zu j(X), von ldz¢y zu jr.

Beweis. Bezeichne
H: Z(F)£][0;1] ¥ Z(f)
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irgendeine Homotopie von Idz¢y zu jr, eine solche wurde gerade konstruiert. Wir
zeigen, da.. H abgeandert werden kann zu einer Homotopie, die auf j(X) konstant
ist. Die Anderung von H werden wir erzielen durch eine Homotopie von H . Das geht
in zwei Schritten. Zuerst wird H auf dem \relevanten Teilraum" von Z(f) £[0;1] in
ganz expliziter Weise deformiert, um die gewtinschte Anderung zu erreichen. Den Rest
erledigt eine Anwendung der HEE.

1. Schritt. Wir deflnieren eine Homotopie der eingeschrankten Abbildung

Z(F)EO Lioxyeo JIX)E[0:1] [iexyer Z(F)E£1 THLIPAG

d.h., ein_e Abbildung
K: IZ(f)ﬁo Licoeo JCX) £[0:1] Liooer Z(f)£1¢£[0;1] iii? Z(f) ;
durch die Festsetzung
K((z;0); u) z
K& u) = HOI); tiu))
K((z;1);u) = H(Jr(@);1ju) :
Dann ist K wohldeflniert wegen

K(G();0);u) = HU(X);0) = j(x)

und, weil rj = Idx,
K(GX);1);u) = HGX); 1iju) = HGrg(Xx)); 1iju) ;

und K ist stetig, weil seine Einschrankung auf jeden der drei Teilraume der fraglichen
abgeschlossenen Uberdeckung stetig ist.

2. Schritt. Die Inklusion des Teilraumes Z(f) £0 [jx)eo J(X) £10;1] L[jx)e1
Z(f) £1 von Z(f) £[0;1] hat die HEE, wie in dem Hilfssatz oben gezeigt wurde.
Deshalb gibt es eine Homotopie

i ¢
K': 'ZMED £0:1 it Z(F) ;
die die Homotopie K erweitert. Wir deflnieren jetzt die abge@nderte Homotopie
H': Z(F)£[0;1] jii® Z(F)

durch
H'(z;t) := Ki(z;t;1) :
Dann gilt
H'(z;0) = K'(z;0;1) = K((z;0);1) =z
H(z;1) = K((z;1);1) = H(jr(2):0) =jr(@
H'(GE):t) = K((G):1);1) = H{I();0) = j(¥)

H? ist also eine Homotopie von Idz¢sy zu jr, die auf dem Unterraum j(X) konstant
ist. —
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Algebraische Topologie 11

Einfiihrung

Es geht hier um Homotopietheorie. Stichworte sind:

Hurewicz-Satz
(Beziehung zwischen Homotopiegruppen und Homologiegruppen),

Faserungstheorie
(auf die Weise kommen die langen exakten Folgen von Homotopiegruppen in die Welt),

u.a.



Hurewicz-Satz

Sei X ein Raum. Wir wollen von Homotopiegruppen reden, also wihlen wir einen Basis-
punkt zg € X . Der Satz, um den es hier geht, wurde von seinem Autor, eben Hurewicz,
im wesentlichen gleichzeitig mit der Definition der Homotopiegruppen publiziert. Der
Satz gibt eine erste numerische Information iiber die Homotopiegruppen, indem er diese
mit den entsprechenden Homologiegruppen in Beziehung setzt (die sind ja oft sehr ein-
fach zu berechnen). Im Falle der ersten Homotopiegruppe (der Fundamentalgruppe) ist
der Satz noch &lter und stammt vom Erfinder der Fundamentalgruppe, Poincaré.

Von der n-ten Homotopiegruppe , (X, xq) haben wir eine (kanonische) Abbildung
in die n-te Homologiegruppe H,(X), wie wir uns in Kiirze klarmachen werden; diese
Abbildung wird als die Hurewicz-Abbildung bezeichnet. Der Hurewicz-Satz nun ist die
Aussage, daf} diese Abbildung in manchen Féllen ein Isomorphismus ist (oder zumindest
so etwas dhnliches).

Satz (Hurewicz). Sei X ein einfach-zusammenhédngender Raum (oder, was dasselbe
ist, X ist weg-zusammenhéngend und die Fundamentalgruppe (X, xg) ist trivial).
Sei n > 2 eine Zahl, und es gelte, dafi die Homotopiegruppen 7;(X, zq) fiir i < n—1
samtlich trivial sind. Dann sind auch die entsprechenden Homologiegruppen H;(X) fiir
1 < n—1 sdmtlich trivial, und die Abbildung

(X, xo) — Hp(X)
ist ein Isomorphismus.

In dem ausgeschlossenen Fall n = 1 kann man eine ganz so einfache Formulierung
nicht erwarten, denn H;(X) ist ja eine abelsche Gruppe, aber m1(X) mufl durchaus
nicht abelsch sein. Man wird sich also damit behelfen miissen, dafl man die kanonische
Faktorisierung iiber die abelsch gemachte Fundamentalgruppe betrachtet,

7T1(X,SL’0) — 7T1(X,33'0)ab — Hl(X) .

Satz (Poincaré). Sei X ein weg-zusammenhédngender Raum. Die Abbildung
771(X71‘0)ab — Hy(X)
ist ein Isomorphismus.

Von groflem Interesse ist auch eine Version des Satzes fiir relative (Homotopie- und
Homologie-) Gruppen. Auch da ist es notwendig, einen eventuellen schidlichen Ein-
flu der Fundamentalgruppe zur Kenntnis zu nehmen und entsprechend dann auch in
Rechnung zu stellen.



Sei namlich A ein Unterraum von X ; der Basispunkt x( liege in A. Wir sind an der
Situation interessiert, wo A und X beide weg-zusammenhéngend sind und wo beide
dieselbe Fundamentalgruppe haben (d.h. wo die Abbildung m (A4, z¢) — m1 (X, zp) ein
Isomorphismus ist). In dem Fall ist die Menge 71 (X, A;xg) trivial (= ein-elementig);
das wird uns der Notwendigkeit entheben, diese Menge (die ja keine Gruppe sein muf)
jemals ernsthaft zu betrachten. Die erste moglicherweise nicht verschwindende rela-
tive Homotopiegruppe ist also 7o (X, A;xg). Dies ist, wie wir wissen, tatséchlich eine
Gruppe, wenn auch eine moglicherweise nicht-abelsche; die hoheren relativen Homo-
topiegruppen (von Nr. 3 an) sind alle abelsch.

Es ist aber nicht nur die Frage “abelsch oder nicht”, die hier relevant ist. Es geht auch
um die Operation der Fundamentalgruppe: die Fundamentalgruppe von dem Unterraum
A operiert ja durch Automorphismen auf der relativen Homotopiegruppe 7, (X, A; xo).
Andererseits ist es so (wie wir nachpriifen werden), da§ die Hurewicz-Abbildung diese
Operation “nicht sieht”; d.h. wenn « € 7, (X, A;2¢) und w € m1(A;zp), dann haben «
einerseits und das durch die Operation von w entstehende Element w(a) andererseits
dasselbe Bild unter der Hurewicz-Abbildung

(X, A;x9) — Hp(X,A) .

Wir wollen mit 7, (X, A;2¢)" nun diejenige Quotientengruppe der abelsch gemachten
Gruppe bezeichnen, die durch das Trivialisieren der Operation entsteht (tatséchlich
bekommt man auch im Fall n = 2 automatisch schon eine abelsche Quotientengruppe,
sobald man nur die Operation trivialisiert, ‘abelsch-machen’ wére also nicht notig; dies
Detail wollen wir aber nicht verfolgen). Die Hurewicz-Abbildung faktorisiert nun als

(X, A;zg) — m(X, A;jx)t — H, (X, A).

Satz (Hurewicz). Sei A Unterraum von X, wobei A und X weg-zusammenhéngend
sind und 1 (A;xo) — 71 (X;20) ein Isomorphismus. Sei n > 2 eine Zahl, und es gelte,
daB die relativen Homotopiegruppen m;(X, A;xo) fiir i < n—1 sdmtlich trivial sind.
Dann sind auch die entsprechenden Homologiegruppen H;(X, A) fiir i < n—1 sédmtlich
trivial, und die Abbildung

(X, A;20)T — H,(X,A)
ist ein Isomorphismus.

Wohlgemerkt, die Voraussetzung des Satzes betrifft die relativen Homotopiegruppen
7;i(X, A; 1) selbst und nicht etwa die reduzierten Gruppen 7;(X, A;z0)". Das macht
es plausibel, daf3 der Satz in dieser Form nicht besonders niitzlich fiir Anwendungen ist.
Dafl man den Satz {iberhaupt in dieser allgemeinen Form zur Kenntnis nimmt, hat in
erster Linie beweistechnische Griinde (wie wir sehen werden).

Der fiir die Anwendungen wichtige Fall ist der, wo die Fundamentalgruppe trivial
ist. In dem Fall macht der Satz eine Aussage iiber die relativen Homotopiegruppen
selbst, denn bei trivialer Fundamentalgruppe ist natiirlich zwischen 7, (X, 4;x¢) und
7n(X, A;20)T kein Unterschied.



Es ist auf den ersten Blick iiberraschend, daf} die bose Einschrankung der Allgemein-
heit (“triviale Fundamentalgruppe”) trotzdem Schluffolgerungen im allgemeinen Fall
zulidBt. Das liegt an dem Trick mit der universellen Uberlagerung. Wir illustrieren den
Trick mit einer beriihmten Formulierung des Whitehead-Satzes.

Satz (Whitehead). Seien X und Y (weg-)zusammenhéingende CW-Komplexe. Sei
f:+ X — Y eine Abbildung. Die folgenden drei Aussagen sind zueinander dquivalent.

(1) f ist eine Homotopie-Aquivalenz.
(2) f induziert Isomorphismen der Homotopiegruppen.

(3) f induziert einen Isomorphismus der Fundamentalgruppen und, zweitens, einen Iso-
morphismus der Homologiegruppen der universellen Uberlagerungen, H, (X) — H,(Y).

BeEWwEIS (Skizze). O.B.d.A. (Ersetzen von Y durch den Abbildungs-Zylinder der (o0.B.
d.A. zelluldren) Abbildung f) kénnen wir annehmen, dafl die Abbildung f eine zellulére
Inklusion ist. Die Aquivalenz der Aussagen (1) und (2) ist uns schon bekannt. Wir be-
nutzen den Hurewicz-Satz (sowie andere uns schon bekannte Dinge) um die Aquivalenz
der Aussagen (2) und (3) einzusehen. — Ob wir nun (2) oder (3) als gegeben ansehen,
in jedem Fall ist es auf Grund unserer Annahmen richtig, dal die Abbildung f einen
Isomorphismus der Fundamentalgruppen induziert.

Bei CW-Komplexen wie X und Y existieren die universellen Uberlagerungen X
und Y. Auch die Riume X und Y haben zueinander isomorphe Fundamentalgruppen
(ndmlich triviale).

Sei g € X ein Basispunkt, sei yo der Bildpunkt yg = f(xo). Sei Zo irgendeine
Liftung von zg (d.h. ein Punkt in X iiber Zo ), und sei gy irgendeine Liftung von yq.
Auf Grund des allgemeinen Liftungs-Satzes wissen wir, dafl eine (und auch nur eine)
Abbildung f: X — Y existiert, mit f(Zo) = o, so daB f Liftung von f ist, d.h., so
daf} das Diagramm

x 1.y

Lo

x L vy

kommutiert. Nach einer anderen Anwendung des Liftungs-Satzes wissen wir, dafl die

vertikalen Abbildungen Isomorphismen der Homotopiegruppen induzieren (fiir n > 2),
7-‘-7’L(‘)27i‘0) i) 7T7’L(X7 1'0) ) Wﬂ(y)go) i) Wn(YJ/O) .

Vergleich der langen exakten Folgen der Homotopiegruppen fiir die Raumpaare (17, X )

(Y, X)) zeigt deshalb, daf} sich die obige Nr. 2 iibersetzt in die folgende Nr. 2/,

(2) die relativen Homotopiegruppen 7, (Y, X; %) sind simtlich trivial.

Wegen der langen exakten Folge der Homologiegruppen andererseits iibersetzt sich
die obige Nr. 3 in die folgende Nr. 3/,

(3) die relativen Homologiegruppen H,, (Y, X) sind simtlich trivial.

N



Auf Grund des Hurewicz-Satzes nun sind die Aussagen (2') und (3’) zueinander
dquivalent. Denn wir sind im einfach-zusammenhéngenden Fall. Sei k eine Zahl > 2.
Es gelte, daf ﬂ'i(f/,X ;o) trivial ist fiir alle ¢ < k—1. Nach dem Hurewicz-Satz ist
dann auch H;(Y,X) trivial fiir alle i < k—1. Ferner ist (Y, X;&) isomorph zu
Hk(f/,f(); das heif3t, Wk(?,)z;jo) ist genau dann trivial, wenn Hk(f/,f() es ist. Wir
haben also ein induktives Argument. d

Was die Geschichte so faszinierend macht, ist die Tatsache, dafl es nur scheinbar so ist,
als sei die Fundamentalgruppe m1 (X, z¢) nicht mehr da. In Wirklichkeit ist sie immer
noch da — oder, wenn man so will, eine Re-Inkarnation von ihr in Form einer isomorphen
Kopie; namlich die Decktransformationengruppe der universellen Uberlagerung X. In
der Situation des gerade beschriebenen Arguments sind die Homotopiegruppen
7 (X, &) und Homologiegruppen H,, (X) mit einer interessanten zusitzlichen Struktur
versehen (die in dem obigen Argument nicht verwendet wurde, die aber oft eine wichtige
Rolle spielt). Némlich alle diese Gruppen kommen versehen mit einer Operation von
71 (X, zo) oder, wenn man es etwas algebraischer formulieren will, sie sind Moduln iiber
dem Gruppenring dieser Gruppe.

Fiir die Beschreibung der Hurewicz-Abbildung behandeln wir zuerst den relativen
Fall, wo wir also eine Abbildung

(X, A;x9) — Hu(X,A)

konstruieren wollen. Die Homologie soll hier Koeffizienten in Z haben, der abelschen
Gruppe (oder dem Ring) der ganzen Zahlen. Tatsdchlich werden wir etwas mehr
benétigen als die Tatsache, dafl Z eine abelsche Gruppe ist. N&mlich wir benotigen
zusétzlich noch die Kenntnis dessen, dafl von den beiden erzeugenden Elementen das
eine vor dem anderen ausgezeichnet ist (ndmlich +1 vor —1); die Ringstruktur von Z
ergibt das. Wir brauchen das dafiir, dal wir einem singuldren Simplex = nun auf ganz
bestimmte Weise eine singulidre Kette zuordnen kénnen, ndmlich 1 - x.

Sei [a] € m(X, A;20). Sei « ein Représentant von [a], also eine Abbildung des
n-Balles in den Raum X, mit gewissen Eigenschaften (ndmlich der Basispunkt wird in
den Basispunkt abgebildet, und der ganze Rand wird in den Unterraum A abgebildet).
Wir machen jetzt einen Um-Schreibe-Trick. Némlich wir stellen fest, daBl wir statt
des “Standard-Balles” ebensogut auch das “Standard-Simplex” verwenden kénnen. So
gesehen, ist unser « jetzt eine Abbildung o : V" — X . Damit ist o auch ein singuléres
n-Simplex. Aus diesem singuldren Simplex verschaffen wir uns eine singuléire Kette,

1 a,

und das ist schon die gewiinschte Konstruktion, wie wir uns jetzt iiberlegen. Nach
Hypothese bildet ja die Abbildung « den ganzen Rand (V") in den Unterraum A ab;
oder, was dasselbe bedeutet, jedes der Rand-Simplizes von V" wird nach A abgebildet.
Deshalb ist die Kette

“Rand von 1-a”



eine singuldre Kette in dem Unterraum A. Folglich ist diese Kette trivial in dem
relativen Kettenkomplex. Das heifit, die Kette 1 - « ist ein Zykel in dem relativen
Kettenkomplex. Diese Kette reprisentiert also eine Homologieklasse in H,, (X, A); wir
bezeichnen diese Homologieklasse mit h(a) (der Buchstabe “h” steht fiir ‘Hurewicz’).

Wir wollen wissen, dafl die Homologieklasse h(a) nur von der Homotopieklasse von
« abhéngt. Das geht am bequemsten mit einem weiteren Umschreibe-Trick. Namlich
bezeichne ¢ die identische Abbildung auf V™. Dann ist h(¢) ein (erzeugendes) Element
von H,(V™,0(V™)), und

ha) = a.(h(v)) ,

wo oy : Hp,(V™,0(V")) — H,(X,A) die von der Abbildung « induzierte Abbildung
in der Homologie ist. Wir kénnen nun darauf verweisen, daf3 ja die Abbildung «, nur
von der Homotopieklasse von o abhéngt. Wir haben somit eine Abbildung

(X, A;x9) — Hp(X,A)
konstruiert.

Die Konstruktion der Hurewicz-Abbildung im absoluten Fall kann man gratis aus
dem relativen Fall bekommen. Dazu benutzt man einfach die Isomorphismen

(X, 20) = T (X, {z0};20) und H,(X) =~ H,(X,{zo}) (flirn>1) .

Alternativ konnte man im absoluten Fall auch so vorgehen, dafl man sich zun#chst
aus dem obigen ¢ ein Element 7 € H,,(S™) verschafft (iiber eine Identifizierung von S™
mit V”?/9(V™) und den Isomorphismus H,(V"/9(V™)) =~ H,(V"™,0(V™)), fiir n > 1).
Danach wird fiir eine Klasse [a] € m,(X,z(), und einen Représentanten a von [a],
das Hurewicz-Bild von « dann definiert als h(«) = a.(h(7)), das Bild von 7 unter der
Abbildung a, : H,(S™) — H,(X).

Eigentlich sollten wir auch noch nachweisen, dafl die Hurewicz-Abbildung additiv
ist. Den Nachweis lassen wir hier weg, werden ihn aber spéter nachholen.

BEMERKUNG (Inoffizielle Mitteilung). Folgendes ist eine faszinierende Interpretation
der Hurewicz-Abbildung. Aus einer simplizialen Menge X, [n] — X, , kann man
durch Linearisierung eine simpliziale abelsche Gruppe Z[X] machen, [n] — Z[X,] .
Mit einer solchen simplizialen abelschen Gruppe kann man zwei Dinge tun. Zum einen
kann man ihr einen Kettenkomplex C. zuordnen und damit auch Homologiegruppen
H,.(C.) . Zum andern ist eine simpliziale abelsche Gruppe, per Vergessen, auch eine
simpliziale Menge. Deshalb hat sie eine geometrische Realisierung |Z[X]| und diese
wiederum hat Homotopiegruppen 7.|Z[X]|. Man hat nun die folgende Tatsache, deren
detaillierte Erorterung hier zu weit gehen wiirde (sie gehort in den spéter zu behan-
delnden Rahmen der Faserungen). Namlich es gibt einen kanonischen Isomorphismus
H,.(C.) = m,|Z[X]| . Unter diesem Isomorphismus entspricht die Hurewicz-Abbildung
der Abbildung von Homotopiegruppen m.|X| — m|Z[X]| , die induziert ist von der
(kanonischen) Inklusion von simplizialen Mengen X — Z[X]. Némlich in Dimension n
ist die Inklusion diejenige, die die Menge X, identifiziert mit der Menge der Erzeugen-
den der abelschen Gruppe Z[X,]; das heifit, das Element = geht auf das (erzeugende)
Element 1-x. g



Homotopie-Additions-Satz

Sei D™ der m-Ball und D™ sein Rand (wo m > 1). Eine Orientierung von D™
ist die Auswahl eines erzeugenden Elementes von H,,(D"™,0D™). Das heifit, dafl von
den beiden erzeugenden Elementen in der abelschen Gruppe H,,(D™,0D™) (~ Z)
nunmehr eines als ausgezeichnet betrachtet wird.

Das Standard-m-Simplex V™ ist orientiert (d.h. mit einer Orientierung versehen);
das liegt daran, daf}, nach Konvention, die Menge seiner Ecken eine angeordnete Menge
ist (wir haben das oben in etwas anderer Form zur Kenntnis genommen). Die Wahl
einer Orientierung von D™ kann man interpretieren als die Auswahl einer topologi-
schen Aquivalenz (besser: einer Homotopie-Aquivalenz von Paaren) von (D™,9D™) zu
(V™ 0V™). Das liegt daran, daB es, bis auf Homotopie, genau zwei solcher Homotopie-
dquivalenzen von (D™,0D™) zu (V™,0V™) gibt (vgl. das folgende Lemma). Nach
Wahl einer Orientierung von D™ ist von diesen beiden Homotopiediquivalenzen eine
ausgezeichnet; namlich diejenige, die, in der m-ten relativen Homologie, das erzeugende
Element auf das erzeugende Element abbildet (und nicht auf das negativ-inverse davon).

Das nun folgende Lemma kodifiziert eine kleine Buchfithrung, die wir spéter be-
notigen werden. Dabei wird eine Abbildung (von Paaren) zwischen orientierten n-Béllen
als eine “Abbildung vom Grad k” bezeichnet, wenn die Orientierungsklasse in der
Quelle abgebildet wird auf das k-fache Vielfache der Orientierungsklasse im Ziel. Wir
sind hier interessiert an dem Fall Kk = +1. Wir notieren noch, dafl bei einer Selbst-
Abbildung von (D™,9D™) dieser “ Abbildungs-Grad” nicht abhéngt von der Auswahl
der Orientierungsklasse (denn wenn man die Orientierungsklasse wechselt, dann gibt
das zwei Vorzeichen; die heben sich dann weg).

Lemma (Grad-1-Lemma). Sei n > 1. Wenn n > 2, dann gelte es als bekannt,
daB m,_1(S™"" 1, s0) ~ 7Z. Sei f eine Abbildung von (D",dD™) auf sich vom Grad +1.
Es gibt eine Homotopie (von Paaren) von der Abbildung f entweder zur identischen
Abbildung oder zu einer Spiegelung, je nachdem ob der Grad gleich +1 oder —1 ist.

BEMERKUNG. Die kurios aussehende Voraussetzung “Wenn n > 2, dann gelte es als

”

bekannt, ... ” ist uns fiir n = 2 tatséichlich bekannt (Ausrechnung der Fundamental-
gruppe der 1-Sphére). Fiir n > 3 gibt es eine vollkommen harmlose Erkliarung fiir die
Voraussetzung: sie ist Teil der Buchfiihrung in einem induktiven Argument; dies wird

spéter im einzelnen erlautert werden.

BEWEIS DES LEMMAS. Der Fall n = 1 ist fiir das folgende eine (triviale) Ausnahme,
wir behandeln diesen Fall vorweg. Eine Selbst-Abbildung von (D!, dD%), bei der beide



Endpunkte auf denselben Punkt gehen, ist offenbar null-homotop; was nicht sein darf.
Also bildet f die Endpunkte von D! verschieden ab; dabei gibt es zwei Fille: Ver-
tauschung der Endpunkte oder keine Vertauschung. Im ersten Fall ist f homotop zu
einer Spiegelung (und hat Grad —1), im zweiten Fall ist es homotop zur identischen
Abbildung (und hat Grad +1).

Sei jetzt n > 2. Da der Raum D" zusammenziehbar ist (d.h. homotopie-dquivalent
zum ein-punktigen Raum), wird eine Abbildung von Paaren (D™, 0D™) — (D™, 0D™)
genau dann eine Homotopie-Aquivalenz von Paaren sein, wenn die beteiligte Abbildung
dD™ — OD" ihrerseits eine Homotopie-Aquivalenz ist; und sie wird genau dann als
Abbildung von Paaren homotop zur Identitéit bzw. zu einer Spiegelung sein, wenn das
entsprechende fiir die Abbildung D™ — dD" der Fall ist.

Nun ist die Rand-Abbildung (aus der langen exakten Folge der Homologiegruppen)

H,(D",0D") —>— H,_,(8D")

ein Isomorphismus (vorausgesetzt n > 2). Mit Hilfe des kommutativen Diagramms

H,(D",0D") —°— H,_{(S" 1)

[ |
H,(D",dD") —2— H, (5"

folgt deshalb, daB auch die eingeschrinkte Abbildung f|S™~! einen Isomorphismus
H, (8" ') — H,_1(S"1) induziert; und, daf8 diese eingeschrinkte Abbildung das-
selbe Orientierungsverhalten hat wie f selbst. (Dabei ist die S"~! durch Wahl einer
der beiden Erzeugenden in H,,_1(S™"!) mit einer Orientierungsklasse versehen; es ist
nicht notig, hierfiir das Bild der Orientierungsklasse aus H,, (D™, dD™) unter der Rand-
Abbildung § zu nehmen.)

Per Hypothese des Lemmas wissen wir, dal 7, 1(S""!,s0) ~ Z. Andererseits
wissen wir auch, da8 H,,_1(S""!) ~ Z und da8 die Abbildung

_ h _
Tp—1(S™ 1730) —— Hp 1 (S" 1)

surjektiv ist (dafiir geniigt es zu wissen, dafl das Bild ein erzeugendes Element enthélt).

Aber eine surjektive Abbildung Z — Z ist automatisch schon ein Isomorphismus. Also

ist h ein Isomorphismus.

Wir haben erhalten, dafl die Homotopieklassen punktierter (d.h. basispunkt-erhal-
tender) Abbildungen der S™~! auf sich schon durch das charakterisiert sind, was sie
in der Homologie tun. Es folgt, dal dasselbe dann auch fiir Homotopieklassen un-
punkierter Abbildungen gilt (denn wegen dem Weg-Zusammenhang kann man ja jede
solche Homotopieklasse auch durch eine punktierte Abbildung repriisentieren).

Damit eine Abbildung der S™~! auf sich iiberhaupt eine Chance haben kann, eine
Homotopie-Aquivalenz zu sein, mufi die induzierte Abbildung in der Homologie ein
erzeugendes Element wieder auf ein erzeugendes Element abbilden. Solcher erzeugen-
den Elemente gibt es zwei in H,,_1(S™"1), nimlich die Orientierungsklasse und deren

8



negativ-inverses. Es gibt also, bis auf Homotopie, hochstens zwei Selbst-Abbildungen
der S™~!, die Homotopie-Aquivalenzen sein kénnen (oder, was im gegenwiirtigen Fall
auf dasselbe hinauslduft, die Isomorphismen in der Homologie induzieren koénnen). Sie
sind dadurch charakterisiert, dafl sie die Orientierungsklasse entweder auf sich selbst
abbilden oder auf ihre negativ-inverse. Natiirlich gibt es diese beiden Homotopieklassen
wirklich. Sie sind représentiert von der identischen Abbildung einerseits und von einer
“Spiegelung” andererseits.

Die Selbst-Abbildung der S”~!, die wir oben Anla hatten zu betrachten, hatte
die Eigenschaft, daf§ die Orientierungsklasse aus H,,_1(S™"1) entweder auf sich selbst
oder auf ihre negativ-inverse abgebildet wurde, je nachdem ob der Grad der Abbildung
f gleich +1 war oder gleich —1. Es folgt, dafi diese Selbst-Abbildung entweder zur
identischen Abbildung homotop ist oder zu einer Spiegelung; je nachdem welcher Fall
vorliegt. Daraus folgt weiter, wie schon angemerkt, dafl dann auch die Selbst-Abbildung
des Paares (D™,0D™) homotop ist, als Abbildung von Paaren, entweder zur identischen
Abbildung oder zu einer Spiegelung. 0

Die Unterscheidung zwischen orientierungserhaltend und orientierungsumkehrend
kann man zu einem gewissen Grade auf eine “lokale” Situation iibertragen: Seien B und
C m-dimensionale Bille, beide orientiert. Wir betrachten eine Abbildung f: B — C
mit der Eigenschaft, dal f das Innere von B per topologischer Aquivalenz auf eine
offene Teilmenge von C' abbildet. (Der “Satz von der topologischen Invarianz der Di-
mension” sagt, dafl die geforderte Eigenschaft schon aus einer schwécher aussehenden
folgt; ndmlich aus der Bedingung, dafl die Einschriankung von f auf das Innere von B
injektiv ist.)

Eine solche Abbildung hat nun entweder den lokalen Grad +1 oder den lokalen Grad
—1. Dazu iiberlegen wir uns, dafl man aus f einen Isomorphismus von H,,(B,0B) zu
H,,(C,0C) bekommen kann; dieser Isomorphismus bildet das ausgezeichnete Element
in H,,(B,0B) dann auf ein erzeugendes Element in H,,(C,0C) ab, also entweder auf
das ausgezeichnete Element oder auf dessen negativ-inverses.

Um den Isomorphismus zu bekommen, wihlt man einen inneren Punkt z in B, man
hat dann Isomorphismen

Hp(B,0B) == Hp(B,B—z) <> Hpn(B, B—z) —I H,,(f(B), f(B)—f(z))

(itber die Inklusionen homotopie-dquivalenter Réume und die Tatsache, dafl B— f (é)
topologische Aquivalenz ist) und auch (wegen dem Ausschneidungs-Satz)

Hn(f(B), f(B)=f(2)) — Hpn(C,C—f(x)) < Hy(C,0C) .

Der Isomorphismus héingt von der Wahl von x nicht ab. Denn zu z und 2z’ kann man
einen Ball V' im Innern von B finden, der z und 2z’ enthilt, und man kann dann

vergleichen iiber einen Isomorphismus mit Hm(é , B -V).

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zu dem Homotopie-Additions-Satz.



Satz (Homotopie-Additions-Satz). Sei n > 1. Seien f; : D" — D™, i = 1,...,k,
endlich viele Abbildungen, deren jede auf dem Innern von D" eine topologische Aqui-
valenz induziert,
Dr = [ |

und so daB die Bilder fi(l%") sich paarweise nicht treffen. Sei ¢; (aus {£1}) der
lokale Grad der Abbildung f;. Seien X und A weg-zusammenhidngende Rdume, A
Unterraum von X ; wenn n = 1, dann bestehe A nur aus dem Basispunkt, A = {z¢}.
Sei g : (D™,0D™) — (X, A) eine Abbildung mit der zusétzlichen Eigenschaft, dal der
ganze Unterraum von D", der gegeben ist durch das Komplement der Vereinigung der
fi (5”), in den Unterraum A abgebildet wird. Es bestimmt dann jede der Abbildungen
g und go f; ein wohldefiniertes Element von m, (X, A;x0)", und fiir diese Elemente gilt
die Beziehung

l9] = Z € g0 fil

i=1
in 7, (X, A;x0)T.

BEwWEIS. Der Beweis geht durch eine Art Induktion nach n. Dabei behandeln wir
gleichzeitig einen Spezialfall des Hurewicz-Satzes, nidmlich die Behauptung, dafl die
Hurewicz-Abbildung im absoluten Fall, und zwar im ganz speziellen Fall einer Sphére,
ein Isomorphismus ist.

Die logische Struktur des Beweises ist dabei so. Der erste hier zu behandelnde Fall ist
n=1. Wenn n > 1, dann werden wir im Beweis die Tatsache als Hilfsmittel verwenden,
dafl wir m,_1(S™ !, 20) schon kennen. Spiter, im Anschlufl an den Beweis, werden wir
uns iiberlegen, dafl wir mit Hilfe des Satzes in der oben formulierten Form dann auch
herausbekommen kénnen, was die nidchste Homotopiegruppe m,(S™, xg) ist.

In Vorbereitung des Arguments nehmen wir zunéchst eine andere, basispunktfreie
Beschreibung von 7, (X, A; z0)' zur Kenntnis. Dazu definieren wir eine abelsche Gruppe
(X, A)* (ein Basispunkt wird fiir die Definition nicht benétigt) und zeigen anschlies-
send, daB8 7, (X, A;20)" und m,(X, A)* in Wirklichkeit dasselbe sind.

Die Konstruktion von 7, (X, A)¥ geht in vier Schritten. Im ersten Schritt versehen
wir den n-Ball D™ mit einer Orientierung und betrachten die Menge der Abbildun-
gen von Paaren, f : (D",0D") — (X,A). Im zweiten Schritt gehen wir zu Homo-
topieklassen solcher Abbildungen iiber. Im dritten Schritt betrachten wir die von der
Menge der Homotopieklassen erzeugte abelsche Gruppe (die Koeffizientengruppe ist Z,
die Gruppe der ganzen Zahlen). Im vierten Schritt schlielich gehen wir von der so
erhaltenen abelschen Gruppe zu einer Quotientengruppe iiber; dabei benutzen wir die
von der folgenden Vorschrift erzeugte Aquivalenzrelation: es soll gelten

/1 = [Al+1f

wenn die Abbildungen fi1, fo und f in einer bestimmten, jetzt zu beschreibenden
Beziehung stehen. Die Beziehung ist diejenige, die bei der Definition der “Addition” in
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den Homotopiegruppen m,(...) verwendet wurde. Wir kénnten die dort verwendeten
Formeln iibernehmen. Es geht aber auch deskriptiv: némlich, es soll f auf einem
“zusammengesetzten” Ball (linke Hilfte und rechte Hélfte) definiert sein, wobei die
“Trennfliche” zwischen “links” und “rechts” ebenfalls in den Unterraum A abgebildet
wird; die Abbildung f; ist nun die Einschriankung von f auf die “linke H#lfte”, und
die Abbildung f5 ist die Einschriankung auf die “rechte Halfte”. Die Verwendung des
Terms Einschridnkung setzt (implizit) voraus, daf eine Identifizierung von D™ mit seiner
“linken” bzw. “rechten” Hélfte spezifiziert ist; das geht iiber eine injektive Abbildung
D™ — D™ der oben betrachteten Art, und zwar iiber eine solche vom lokalen Grad +1.

Lemma (Modifizierte Homotopiegruppen). Es gibt einen natiirlichen Isomorphismus
7"'n()(a A; 330)]L = 7Tn(X7 A)i :

( Dabei ist vorausgesetzt, dal X und A wegzusammenhéngend sind. Es ist auch vor-
ausgesetzt, da m, (X, A;z¢) eine Gruppe ist. Das bedeutet, dal entweder n > 2 ist.
Oder dafl n > 1 ist — vorausgesetzt, dafl A nur aus einem einzigen Punkt besteht. )

BEWEIS. Einer Abbildung f : (D™, dD™;sy) — (X, A;x9) kann man (durch Vergessen
des Basispunktes) eine Abbildung f : (D",0D™) — (X, A) zuordnen; das definiert,
auf Reprisentantenebene, eine Abbildung von links nach rechts. Die Zuordnung ist
vertraglich mit “Homotopie” (weil die rechts eingebaut ist) und mit “Addition” (weil
die rechts so definiert wurde). Also hat man zumindest eine Abbildung von 7, (X, 4; z¢)
zu 7,(X, A)*. Diese Abbildung ist vertriglich mit “abelsch-machen” (denn rechts hat
man schon eine abelsche Gruppe) und sie ist auch vertriglich mit dem Herauskiirzen der
Operation (denn wenn iiber die Basispunkt-Bedingung, so wie rechts, nicht mehr Buch
gefithrt wird, so ist die Operation eines geschlossenen Weges w auf einem Représentan-
ten f, durch ‘Vorschalten’ des Weges w, nichts anderes als das Resultat einer Homo-
topie, dndert also nicht die Klasse von f rechts). Man bekommt also insgesamt eine
Abbildung m, (X, A;2¢)" — 7, (X, A)*F.

Auch nicht viel schwieriger ist es, eine Abbildung in der anderen Richtung, von
rechts nach links, zu definieren. Zun#chst wird es geniigen, diese Abbildung auf den
erzeugenden Elementen anzugeben (die Fortsetzung ist dann automatisch, wegen der
links vorhandenen abelschen-Gruppen-Struktur). Sei [f] ein solches erzeugendes Ele-
ment, also die Homotopieklasse einer Abbildung von Paaren, f : (D™, 0D") — (X, A).
Die Abbildung f wird im allgemeinen nicht die Basispunkt-Bedingung zu erfiillen, die
wir fiir Représentanten links verlangen. Wir konnen sie aber durch eine dquivalente
(d.h. homotope) Abbildung ersetzen, die die Basispunkt-Bedingung erfiillt; das liegt
einfach daran, dafl ja, nach Voraussetzung, der Raum A weg-zusammenhéngend ist.
Als Bild von [f] nehmen wir nun das von letzterer Abbildung représentierte Element.
Als Element von 7, (X, A;xo) wire dies Element moglicherweise nicht wohldefiniert
(wegen der bendtigten Deformation kénnten zwei verschiedene Auswahlen dieser Defor-
mation zu zwei Elementen von 7, (X, A;xo) fithren, die nicht gleich sind, sondern die
nur auseinander hervorgehen durch die Operation eines Elementes von (A, zg) ). Das
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erhaltene Element ist aber wohldefiniert nach dem Trivialisieren der Operation; also in
(X, A; 20)T.

Schliefllich miissen wir noch nachpriifen, daf3 die Konstruktion kompatibel ist mit
dem Ubergang zur Quotienten-abelschen-Gruppe auf der rechten Seite. Das heifit, in
der oben beschriebenen Situation der drei Abbildungen f;, fo und f, die Anlafl gab zu
der Relation [f] = [f1] + [f2], miissen wir nachpriifen, daf} die entsprechende Relation
auch fiir die links konstruierten Bilder gilt. Das liegt aber einfach an der M6glichkeit,
die benstigte Auswahl in kompatibler Weise zu machen: wenn man sich nicht dumm
anstellt, so wird die benstigte Konstruktion fiir f (“Anhiingen an den Basispunkt”) so
sein, daf} sie gleichzeitig auch fiir f; und f; funktioniert; das heifit, daf§ die Resultate
der Konstruktion dann in der Beziehung zueinander stehen, die die Komposition in
(... ) beschreibt.

Es ist klar (oder?), dal die beiden so definierten Abbildungen tatséchlich zueinander
invers sind. O

Nach der durch das Lemma erzielten Umformulierung, 7, (X, 4;z0)7 = 7,(X, A)*,
ist nun sichergestellt, dafl die in dem Homotopie-Additions-Satz genannten Abbildungen
g und g o f; tatséchlich Elemente dieser abelschen Gruppe beschreiben. Es bleibt zu

zeigen, dafl die Relation
k

lg] = Z € [go fil
i=1
erfiillt ist. Wir zeigen das durch Induktion iiber die Zahl k. Der Induktions-Anfang
(der Fall k£ = 1) und der Induktions-Schritt (der Fall £ > 1) sind beide nicht-trivial. In
beiden Fillen besteht die Arbeit darin, die Situation mittels geeigneter Homotopien zu
vereinfachen.

Néamlich im Falle k£ > 1, also beim Induktions-Schritt, mochte man haben, daf} die
Bilder f;(D™) alle “sehr klein” sind. Mit Hilfe einer “Trennwand” kann man die
Gesamtheit der Bilder dann in zwei Teilfamilien zerlegen (eine Familie “links” von der
Trennwand, die andere “rechts”) und bekommt auf die Weise ein induktives Argument.

Im Falle k£ = 1, also beim Induktions-Anfang, moéchte man hingegen haben, dafl das
Bild f1(D™) “sehr grof” ist; ndmlich ganz D™. Auf die Weise wird f; manipulierbar.

In beiden Féllen ist es fiir die beabsichtigten Deformationen der f; notig, vorher
den Bereich g~ !(A) geeignet zu vergrofiern (mit Hilfe einer Homotopie von g). So
wird sichergestellt, daf3 die schliefilichen Homotopien der f; sdmtlich aufgefait werden
konnen als Homotopien von Paaren von Abbildungen

(D",0D") — (D",g7'(4)) .

Das hat den Effekt, dafl die resultierenden Homotopien der Abbildungen g o f; dann
ebenfalls Homotopien von Abbildungen von Paaren sind, ndmlich von Abbildungen
(D™, 0D™) — (X, A), wie es sich gehort.

Das nun folgende Lemma erledigt die vorbereitende Deformation der Abbildung g¢.
Wir werden des 6fteren auf “den Ball D™ ” zu verweisen haben. Da der sozusagen
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zweimal vorkommt (als Quelle und als Ziel der Abbildungen f;) ist es notwendig, der
Gefahr von Mifiverstdndnissen vorzubeugen. Dazu verwenden wir eine etwas kuriose
Sprechweise: es wird von dem “Quellen- D™ ” und von dem “Ziel-D"™ ” die Rede sein.

Lemma. Fiir jedes i =1,...,k sei Z; ein vorgegebener Ball in dem Ziel-D" , der ent-
halten ist im Bild f;(D™). Es gibt eine Homotopie von g zu g’ , wobei diese Homotopie
auf dem Komplement der Vereinigung der f;(D™) konstant ist, so daf} die Abbildung ¢’

die Eigenschaft hat, daff sie auch noch den Unterraum f;(D™) — z (fiir jedes i) nach
A abbildet.

BEWEIS. Da man die Bilder f; (l%”) einzeln, und nacheinander, hernehmen kann, wird
es geniigen, das folgende zu zeigen: Sei i € {1,...,k}. Sei, fiir dieses eine i, Z; ein
vorgegebener Ball in dem Ziel- D™, der enthalten ist im Bild f;(D"). Es gibt eine Homo-

topie von g zu ¢', wobei diese Homotopie auf dem Komplement von f; (l%") konstant
ist, so dafi die Abbildung ¢’ die Eigenschaft hat, daf3 sie auch noch den Unterraum
fi(D™) — Z (fiir dieses i) nach A abbildet.

Zur Bequemlichkeit der Beschreibung benutzen wir die Tatsache, dafl es zu einem
vorgegebenen inneren Punkt von D™ immer eine topologische Aquivalenz von D™ auf
sich gibt, die auf dem Rand von D" die Identitét ist, und die den Mittelpunkt von D"
in den vorgegebenen Punkt abbildet. Es ist deshalb keine Einschrinkung der Allge-
meinheit, wenn wir nun annehmen, da8 das Urbild f; '(Z;) den Mittelpunkt von dem
Quellen- D™ in seinem Innern enthélt; und damit auch einen konzentrischen Ball, Q;,
in dem Quellen- D™ .

Fiir die Zwecke der Beschreibung der Homotopie fassen wir das Ziel- D™ jetzt als
einen zusammengeklebten Raum auf. Namlich wir stellen uns vor, dafl das Quellen- D™
angeklebt ist an den Teil von dem Ziel- D™, der durch das Komplement
gegeben ist; letzteres ist ein abgeschlossener Unterraum von dem Ziel- D™, und das
Ankleben geschieht mit Hilfe derjenigen Anhefte-Abbildung, die gegeben ist durch die
Finschriankung von f; auf den Rand von dem Quellen-D™. Die Homotopie ist nun
leicht zu beschreiben: auf dem Komplement D™ — f; (l%”) tut sie nichts (d.h. dort ist
sie eine konstante Homotopie), und auf dem Quellen- D™ ist sie diejenige Homotopie
von der zusammengesetzten Abbildung g o f;, die gegeben ist durch radiales Hinaus-
schieben; nédmlich das Komplement D" — C?)Z wird in den Rand von D" geschoben (die
Homotopie zieht das Ring-Gebiet D" —éi durch eine Deformationsretraktion auf seinen
duBeren Rand dD™ [den Rand von dem Quellen- D™ ] zusammen; die Schluf-Abbildung
der Homotopie induziert einen Homémorphismus von @Q; auf das Quellen- D™).

Wohlgemerkt, die gerade beschriebene Homotopie &dndert nicht die Abbildung f;.
Vielmehr dndert sie die Abbildung g auf dem Ziel- D™ in der Weise, dafl das Komple-
ment von D" — fz(C?),) (und damit auch das Komplement von Z) durch die geéinderte
Abbildung ¢’ nunmehr ganz in den Unterraum A von X abgebildet werden. g
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DER FALL E=1.

Wie auch im Beweis des Lemmas schon, so kénnen wir ohne wesentliche Einschrin-
kung der Allgemeinheit annehmen, daf} es in dem Ziel- D™ einen konzentrischen Ball 7

gibt, der in dem Bild f; (l%”) liegt. Und nach dem Lemma kénnen wir die Abbildung
g durch eine homotope Abbildung ¢’ ersetzen mit der Eigenschaft ¢'(D" — Z;) C A.
(Die Homotopie von g zu ¢ war auf dem Komplement von f; (l%”) konstant. Die

induzierte Homotopie von go f; zu ¢’ o f; ist deshalb auf dD" konstant; deshalb darf
auch go f1 durch ¢’ o f; ersetzt werden.)

Sei Z ein kleinerer konzentrischer Ball in Z;. Von dem Ring-Gebiet D" — Z gibt es

eine Abbildung auf sich,
p: D' -7 — D”—%,

die auf den Randkomponenten D™ und 0Z die Identitét ist und die den Teil D™ — %1
ganz in die Randkomponente dD™ abbildet (z.B. kann man D" — 7 so mit §*1 x [0, 1]
identifizieren, dafl D"—%l auf die “rechte Halfte” S~ 1 x [%, 1] geht; p ist dann induziert
durch eine Abbildung des Intervalls [0,1] auf sich, die die “rechte Hélfte” kollabiert).
Und bei geeigneter Wahl der Abbildung p (z.B. so, wie gerade angedeutet) gibt es eine

Homotopie . .
P: (D"-Z)x[0,1] — D"—-Z,

zwischen p und der identischen Abbildung von D™ — 2 , wobei die Homotopie auf den
Randkomponenten dD™ und 97 konstant ist, und wo die Homotopie auch noch die fiir
uns wichtige Eigenschaft hat, dafl

(+) P((D"—Z))x[0,1]) ¢ D"—Z .

Sei die Abbildung ¢ : D™ — D™ definiert als die “offensichtliche” Fortsetzung von p
(Fortsetzung mit der identischen Abbildung auf Z ), und sei ebenso auch die Homotopie
@ definiert als die “offensichtliche” Fortsetzung von P (Fortsetzung mit der konstanten
Homotopie auf 7).

Sei die Abbildung f;" definiert als
fil i=qofi.

Die Homotopie @ induziert eine Homotopie von f; zu fi’, die nicht auf D™ konstant
zu sein braucht. Wegen der Bedingung (*) ist sie aber zumindest eine Homotopie von
Abbildungen von Paaren:

(D",dD") — (D", D" — Z;) .

Folglich, da D”—%l durch ¢’ ganz nach A abgebildet wird, ist die resultierende
Homotopie von ¢’o f; zu g’ofi" ebenfalls eine Homotopie von Abbildungen von Paaren:

(D", 0D") — (X, A) .

Wir diirfen also ¢’ o fi durch ¢’ o f;’ ersetzen.
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Behauptung. Die Abbildung f,' : (D",0D") — (D",0D") ist homotop, als Ab-
bildung von Paaren, zur identischen Abbildung oder zu einer Spiegelung, je nachdem
ob der lokale Grad von f; gleich +1 oder gleich —1 ist.

Mit der Behauptung ist die Behandlung des Falles £ = 1 abgeschlossen. Denn im
Falle des lokalen Grades +1 folgt [¢' o f1'] = [¢'], und im Falle des lokalen Grades
—1 folgt [¢" o fi'] = —[¢'], da das Vorschalten einer Spiegelung den Ubergang zum
negativ-inversen reprisentiert.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Sei x € D" innerer Punkt. Die Orientierungsklasse in
H, (D™ 0D") ergibt eine ebensolche in (der isomorphen Gruppe) H, (D", D" — z).
Die Voraussetzung des lokalen Grades +1 besagt (insbesondere), dal f; eine Abbil-
dung von Paaren induziert, (D", D" — x) — (D™, D™ — fi(x)) und weiter auch einen
Isomorphismus in der relativen Homologie, wobei die Orientierungsklasse auf die Ori-
entierungsklasse, bzw. auf deren negativ-inverse abgebildet wird. Sei  nun so gewéhlt,
daB8 f1(z) ein innerer Punkt von Z; ist. Dann haben wir ein kommutatives Diagramm

H,(D" D"—z) —=— H,(D",dD")

I |

Hy (D", D" fy(x)) —=— H,(D",D"~2)
wo die horizontalen Pfeile von Inklusionen induziert sind und die vertikalen Pfeile von
der Abbildung f;. Also ist auch der rechte vertikale Pfeil, fy, : H, (D™, dD") —
H, (D", D”—él), ein Isomorphismus; und zwar vom selben Orientierungsverhalten wie
der linke vertikale Pfeil (wobei wir die Orientierungsklasse in H,, (D", D”—él) durch
Transport entlang dem unteren horizontalen Pfeil bekommen haben). Nun sind aber
f1 und f;’ homotop als Abbildungen von Paaren (D",dD") — (D”,D”—%l). Also
ist auch f,’, : H,(D",0D") — H, (D", D”—%l) ein Isomorphismus, wieder mit dem-
selben Orientierungsverhalten; deshalb f,’, : H, (D", dD") — H, (D", dD") ebenfalls.
Wir sind nun fertig mit einer Anwendung von dem “Grad-1-Lemma”. O

DER FALL k£ > 1.

Behauptung. In jedem der Bilder fi(l%”) sei ein Punkt u; gegeben und zu jedem der
u; eine Umgebung U; in dem Ziel-D™. Es gibt eine (hier zuldssige) Homotopie der
Abbildungen g und f; zu Abbildungen ¢’ und f] derart, daf, fiir jedes i, das Bild
f1(D™) enthalten ist in Uj;.

Aus der Behauptung erhalten wir den Induktions-Schritt fiir eine Induktion iiber
k auf die folgende Weise. Wir wihlen eine Zerlegung von dem Ziel- D™ in eine “linke
Halfte” und eine “rechte Halfte”. Wenn dann ¢; die Einschriankung von g auf die “linke
Halfte” bezeichnet, und entsprechend auch go diejenige auf die “rechte”, so gilt nach
Definition der Addition in 7, (X, A)*,

lg] = [g1] + [92] ,
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vorausgesetzt, daf} die Trennflache zwischen “links” und “rechts” durch die Abbildung
g ganz in den Unterraum A von X abgebildet wurde.

Auf diesem Hintergrund nun wéihlen wir irgendeine Zerlegung in “links” und “rechts”,
wie gerade beschrieben (aber zunéchst noch ohne auf die Abbildung g zu achten), und
wir wéhlen in jedem der Bilder fz(l%") irgendeinen Punkt wu;. Die erste Bedingung
dabei ist, dal jeder der Punkte w; entweder im Innern der “linken Hilfte” liegen soll
oder aber im Innern der “rechten Halfte”. Die zweite Bedingung ist, dal sowohl “links”
als auch “rechts” jeweils mindestens einer der Punkte liegen soll. Es ist klar (oder?),
dafl man eine Trennung in “links” und “rechts” so finden kann, dafl das geht.

Als néichstes wahlen wir fiir jeden der Punkte w; eine Umgebung U; in f; (15”) Und
zwar soll U; ganz innerhalb der “linken Hélfte” liegen, wenn wu; dort liegt; bzw. ganz
innerhalb der “rechten Hélfte”, wenn u; dort liegt.

Wir machen nun diejenige Modifikation, deren Existenz durch die Behauptung ge-
sichert ist. Fiir die modifizierten Abbildungen ¢}, ¢4 und ¢’ ist die oben angesprochene
Voraussetzung nun erfiillt: die Abbildung ¢’ bildet die “Trennwand” ganz nach A ab.
Es ist also

l9'l = lo1] + lga] -
Andererseits konnen wir aber auch die Induktionsvoraussetzung iiber & nun sowohl auf
die “linke Hilfte” als auch auf die “rechte Hilfte” anwenden. Folglich gilt in 7, (X, A)*,

9] = Y eldof] ud g5 = D eldofl],
’iEIl iEIg
wo I; die Indexmenge der “links” liegenden Punkte w; bezeichnet; und I» entsprechend
die der “rechts” liegenden.

Der Induktions-Schritt ist damit fertig; bis auf den noch nachzutragenden:

BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Zur Bequemlichkeit der Beschreibung diirfen wir an-
nehmen, daB, fiir jedes i, der Punkt u; das Bild von dem Mittelpunkt des Quellen- D™
unter der Abbildung f; ist. Sei @Q); eine konzentrische-Ball-Umgebung von dem Mit-
telpunkt in dem Quellen- D™, die enthalten ist in fi_l(Ui). Nach dem obigen Lemma
kénnen wir, nach einer Modifikation von ¢ zu ¢’, annehmen, da das Komplement

o

der Vereinigung der f;(Q;) durch ¢ ganz nach A abgebildet wird; fiir jedes ¢ wird
insbesondere deshalb D™ — ; durch f; nach ¢ 71(A) abgebildet.

Wir dndern jetzt f; durch das Vorschalten einer Homotopie von Abbildungen von
dem Quellen- D™ in sich. Die vorzuschaltende Homotopie kontrahiert das Quellen- D™
auf den Ball @);. Wenn die Homotopie in der néchstliegenden Weise ausgefiihrt wird,
dann hat sie zwei Eigenschaften, die wir verlangen; ndmlich einmal soll die Deformation
von D™ nur durch das Ring-Gebiet D™ — 5), erfolgen, und zum andern soll die End-
Abbildung der Homotopie ein Homéomorphismus von D™ auf @Q; sein. Die beschriebene
Homotopie gibt die gewiinschte Modifikation von f; zu f. O
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Die n-te Homotopiegruppe der n-Sphire.

Beim Beweis des Homotopie-Additions-Satzes in der Dimension n haben wir als Hilfs-
mittel die Ausrechnung m,_1(S""!,s9) ~ Z benutzt (was wir fir n—1 = 1 schon
wuften, fiir n—1 > 2 aber noch nicht). Damit der Beweis des Homotopie-Additions-
Satzes vollstéindig ist, miissen wir also z.B. noch zeigen, dafl die Aussage des Satzes
in der Dimension n umgekehrt nun benutzt werden kann fiir die Herleitung dessen,
daB auch 7, (S™, s¢) ~ Z richtig ist. Das soll jetzt gemacht werden.

Tatsédchlich ist das, was wir jetzt machen wollen, eigentlich iiberfliissig. Denn die
Berechnung ,(S™, s¢9) ~ Z folgt ja auch aus dem Hurewicz-Satz in der Dimension n
(den wir in Kiirze aus dem Homotopie-Additions-Satz in der Dimension n herleiten
werden). Der “iiberfliissige” Beweis ist aber etwas direkter.

Fiir den gegenwirtigen Beweis werden wir den Teil dieser Aussage als schon bekannt
voraussetzen, der besagt, dafl Z sozusagen eine untere Schranke fiir die Gruppe ist. Das
folgt aus der Kenntnis dessen, dafl der Hurewicz-Homomorphismus {iberhaupt existiert
und aus der (schon beschriebenen) Tatsache, dafi die Abbildung

(5™, {s0};50) — Hn(S",{s0}) = Z

surjektiv ist: die Kollaps-Abbildung (D", 0D"™) — (S™,{s¢}) représentiert ein Element
links, und dies Element geht (vermoge einer Identifizierung D™ ~ V") auf ein Element
rechts, das die rechte Gruppe erzeugt.

Wir miissen hier also nur noch nachweisen, dafl Z auch eine obere Schranke fiir
die Gruppe ist. Dazu werden wir zeigen, dafl es in der Gruppe ein Element gibt (es
ist das eben beschriebene), das die Gruppe erzeugt; d.h. jedes andere Element ist ein
Vielfaches von diesem einen. — Es ist plausibel, dafl der Homotopie-Additions-Satz fiir
die Herleitung dieser Art von Aussage ein niitzliches Hilfsmittel sein wird.

Fiir Raumpaare wie (S™,{so}) (oder auch (D™, 0D™) wenn n > 2) ist kein Unter-
schied zwischen 7, (X, A; 2¢) und 7, (X, A)*. Wenn wir also ein Element dieser Gruppe
reprisentieren wollen, so ist die Buchfiihrung iiber den Basispunkt nicht nétig. Wir
betrachten einen solchen Représentanten

f: (D",0D") — (S™,{s0}) -

Unser Ziel wird es sein, diesen Représentanten in geeigneter Weise zu vereinfachen.
Dazu gibt es mehrere Methoden, und wir werden auch mehrere von diesen Methoden
beschreiben, bzw. skizzieren.

1. METHODE. Wir kniipfen an den Beweis des Zelluldre-Approximation-Satzes an oder,
was im wesentlichen auf dasselbe hinauslduft, den Beweis dessen, daf§ m(S™, {so}) =0
fir k <n.
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Wir wiithlen eine Uberdeckung von S™ durch zwei geeignete offene Mengen U und V;
namlich die etwas vergrosserte siidliche Halbkugel einerseits und die etwas vergrésserte
nordliche Halbkugel andererseits. Es sind also U und V' beide zusammenziehbar, und
ihr Durchschnitt ist homotopie-dquivalent zu S™~!; den Punkt sq stellen wir uns vor
als den Mittelpunkt von U.

Unterteilungen sind bequemer fiir einen Wiirfel zu beschreiben als fiir eine Kugel.
Deshalb ersetzen wir D™ durch den n-dimensionalen Wiirfel [0, 1]”. Unser Représen-
tant ist also nun eine Abbildung

f: ([0,1]",Rand) — (S™,{so}) -

Nach dem Lebesgue’schen Uberdeckungs-Satz gibt es eine Unterteilung von [0,1]" in
n-dimensionale Teilwiirfel gleicher Grofle, so dal jeder von diesen Teilwiirfeln entweder
ganz nach U abgebildet wird oder ganz nach V' (oder, natiirlich, eventuell sogar in den
Durchschnitt dieser beiden).

Wir dndern nun f ab durch ein induktives Verfahren, bei dem wir der Reihe nach
sdmtliche bei der Unterteilung beteiligten Wiirfel betrachten; also nicht nur die in der
Dimension n, sondern auch die in den Dimensionen 0, 1, 2, und so weiter. Ein solcher
Wiirfel heifle “schlecht”, wenn er durch die Abbildung f nicht in den Unterraum U
abgebildet wird. Unser Ziel bei der Abénderung wird es sein, moglichst keine schlechten
Wiirfel zu haben; jedenfalls keine solchen der Dimension < n.

Dazu betrachten wir einen schlechten Wiirfel kleinster Dimension. Wenn diese Di-
mension gleich n ist, dann tun wir nichts; die Dimension sei also gleich k, wo k < n.
Der Wiirfel heifle W . Die Situation ist nun so, dafl W entweder ganz nach U abgebildet
wird oder ganz nach V'; andererseits (“schlecht”) aber auch nicht ganz nach U. Also
wird W ganz nach V abgebildet.

Sei W' ein Wiirfel im Rand von W. Dann hat W’ kleinere Dimension als W und
ist folglich nicht schlecht; W’ wird also durch f ganz nach U abgebildet. Anderer-
seits, als Teilmenge von W, wird W’ auch ganz nach V abgebildet. W’ wird also in
den Durchschnitt U NV abgebildet. Wir schlieflen, dafl der ganze Rand 0W in den
Durchschnitt U NV abgebildet wird.

Nun ist & < n, und wir wissen, daf} jede Abbildung
(D*,0D*F) — (D",0D™)

durch eine auf dD* konstante Homotopie ganz in den Unterraum OD™ deformiert
werden kann. Bis auf Homotopie liegt diese Situation hier vor. Also schlieflen wir,
daf} es eine auf W konstante Homotopie gibt von der eingeschriankten Abbildung

(W, 0W) — (V,UNV)
zu einer Abbildung in den Unterraum U NV .

Wir machen die gerade beschriebene Modifikation nun fiir alle schlechten Wiirfel der
Dimension k. Das gibt die gewiinschte Modifikation von der Abbildung f insoweit, als
das k-Skelett betroffen ist. Bevor wir néchste Dimension in Angriff nehmen kénnen,
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miissen wir zunéchst die eben ausgefiihrte partielle Homotopie erweitern. Das machen
wir durch eine weitere Induktion.

Sei W ein Wiirfel der Dimension k+1, der den Wiirfel W im Rand enthilt (oder
einen anderen von den k-Wiirfeln, auf denen die Abbildung gerade modifiziert wurde).
Dann ist auch W ein “schlechter” Wiirfel, da er ja einen solchen im Rande enthilt, W
wird also ganz in den Unterraum V abgebildet. Um die Homotopie auf W zu erweitern,
wird es also geniigen, die Homotopie-Erweiterungs-Eigenschaft fiir das Paar (W,0W)
zu zitieren, angewandt auf die Abbildung

(W, 0W) — V|

und wenn wir das in dieser Weise tun, dann wird sich an der Eigenschaft nichts &ndern,
da eben W ganz nach V abgebildet wird.

Wir machen diese Modifikation mit allen Wiirfeln der Dimension k+1, danach mit
denen der Dimension k+2, und so weiter, bis n. Danach kénnen wir dann die oben
beschriebene Modifikation fiir die (k+1)-Wiirfel in Angriff nehmen, falls auch k+1 < n.
Und so weiter.

Schliefllich haben wir erreicht, dafl es keine schlechten Wiirfel der Dimension < n
mehr gibt; d.h. dal das ganze (n—1)-Skelett von unserem unterteilten Wiirfel W nun
in den Unterraum U abgebildet wird. Dabei ist es bis zum Schlufl immer noch richtig,
daf jeder von den n-dimensionalen Teilwiirfeln entweder ganz nach U abgebildet wird
oder ganz nach V.

Wir kénnen den Homotopie-Additions-Satz nun auf das von der so modifizierten
Abbildung reprisentierte Element von m,(S™, {so})} ~ 7,(S™, U)* anwenden. Der
Satz sagt uns, daf dieses Element eine Summe von anderen ist; ndmlich von denjenigen
Elementen, deren jedes reprisentiert ist (bis eventuell auf einen Faktor —1) von der
Einschrinkung der Abbildung auf einen der “schlechten” n-Wiirfel.

Es wird nun geniigen, von diesen Elementen nachzuweisen, dafl jedes von ihnen ein
Vielfaches von dem Standard-Element ist; denn dann folgt das natiirlich auch fiir die
Summe.

Sei Wy einer der “schlechten” n-Wiirfel. Aus der obigen Herleitung ergibt sich, und
das ist der Punkt von der ganzen Argumentation, dafl die Abbildung von (Wy, 0W)
nach (S™,U) faktorisiert iiber eine Abbildung

(WO,3W0) — (V, UOV) .

Nun ist aber V zusammenziehbar, und UNV ist homotopie-dquivalent zu S™~'. Uber
die lange exakte Folge der Homotopiegruppen sehen wir also, dal m,(V, UNV)* iso-
morph zu m,_1(S"71, {s0})* ist; was, wie wir schon wissen, ~ Z ist (und auch erzeugt
vom Bild des “Standard-Elements” in 7, (V, UNV)*). Wir sind damit fertig. O

Die beiden anderen jetzt zu skizzierenden Methoden machen nicht eine derart “indi-
viduelle” Betrachtung wie die erste Methode. Vielmehr werden Séitze allgemeiner Art
zitiert um zusétzliche Struktur ins Spiel zu bringen (simpliziale Struktur bzw. Differen-
zierbarkeit). Danach geht es jeweils ganz schnell (mit einem kleinen Trick).

19



2. METHODE. (Skizze: Differenzierbarkeit). Wenn von Abbildungen
[ (DnvaDn) - (STL?{SO})

die Rede ist, dann kann man sich daran erinnern, daf} die beteiligten Rdume ja nicht
nur topologische Rdume sind, sondern sogar auch differenzierbare Mannigfaltigkeiten.
Es ist also sinnvoll, hier von differenzierbaren Abbildungen zu reden. Man kann sich
deshalb fragen, was es fiir einen Unterschied machen wiirde, wenn man grundsétzlich
auf Differenzierbarkeit bestehen wiirde. Das heifit, bei einem Représentanten, wie dem
obigen f, wiirde man darauf bestehen, dafl es sich um eine differenzierbare Abbildung
handelt; und bei den Homotopien zwischen Repridsentanten wiirde man ebenfalls auf
Differenzierbarkeit bestehen. Die Frage nach dem Unterschied nun 148t sich ganz lapidar
beantworten: es wiirde iiberhaupt keinen Unterschied machen.

Das liegt daran, dafl man stetige Abbildungen systematisch durch differenzierbare
Abbildungen approximieren kann. Das ist ein nicht-trivialer Sachverhalt, wenn auch
vielleicht nicht sehr iiberraschend. Die technische Durchfiihrung ist, grob gesprochen,
so geregelt, dafl man zunichst das Approximationsproblem “lokal” behandelt. Dafiir
zustindig ist der Satz von Stone-Weierstrafl. Dieser Satz macht eine Aussage dariiber,
wie man stetige Funktionen auf einem kompakten Teilgebiet des R™ approximieren
kann durch Funktionen aus einer (geeigneten) vorgegebenen Algebra von Funktionen;
z.B. differenzierbare Funktionen. Nachdem der lokale Fall dann abgehandelt ist, braucht
man nur noch zu kléren, wie man lokale Verbesserungen “zusammenkleben” kann (das
Stichwort dazu ist: Partition der Eins).

Es sei nun angenommen, dafl das obige f eine differenzierbare Abbildung ist (oder,
etwas technischer und genauer: eine C'°>°-Abbildung). Wir sind dann berechtigt, den
Satz von Sard zu zitieren. Der Satz sagt, dafl die singuliren Werte von f das Maf3 0
haben, dafl insbesondere deshalb die reguldaren Werte von f iiberall dicht sind. Dabei
wird y € S™ als reguldrer Wert bezeichnet, wenn sein Urbild f~!(y) nur “regulire
Punkte” enthilt; und als singuldrer Wert, wenn das Urbild f~!(y) mindestens einen
“singuldren Punkt” enthélt. Ein Punkt z heifit dabei reguldrer Punkt, wenn erstens
x innerer Punkt von D" ist und wenn zweitens die abgeleitete Funktion f., die

Vektorraum-Abbildung

/2 + (Tangentialraum an x) — (Tangentialraum an f(z)) ,

surjektiv ist. Der Punkt heifit singulidrer Punkt im andern Fall (d.h. wenn er Randpunkt
ist oder wenn die abgeleitete Funktion nicht surjektiv ist).

Im vorliegenden Fall haben die Tangentialriume bei 2 und bei f(x) dieselbe Dimen-
sion, némlich n; wenn f surjektiv ist, so ist es deshalb schon ein Isomorphismus. Also
sagt der Implizite-Funktionen-Satz (oder sein Spezialfall, der Inverse-Funktionen-Satz),
dal an einem reguliren Punkt x die Abbildung f ein lokaler Diffeomorphismus ist;
d.h. es gibt eine offene Umgebung U(x), so dafl die eingeschrankte Abbildung

flU(x): Ulx) — f(U(x))

ein Diffeomorphismus ist.
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Sei nun y ein regulirer Wert. Dann sind in dem Urbild f~1(y) nur endlich viele
Punkte. Denn andernfalls (Kompaktheit von D™) hitten diese Punkte einen Haufungs-
punkt; der miisste dann selbst in dem Urbild liegen, konnte andererseits aber kein regu-
larer Punkt sein (denn bei einem lokalen Diffeomorphismus kann diese Haufungspunkt-
Situation nicht vorliegen).

Es folgt, dal der regulire Punkt y eine Umgebung V' (y) hat, so dafl das Urbild
f~Y(V(y)) aus endlich vielen Teilen besteht, deren jeder per Diffeomorphismus auf
V(y) abgebildet wird.

Wir ersetzen V(y) durch eine kleinere Ball-Umgebung und sind dann sofort in der
Situation, wo wir den Homotopie-Additions-Satz und das Grad-1-Lemma anwenden
konnen. O

3. METHODE. (Skizze: Simpliziale Approximation). Man kann S™ und D™ als Sim-
plizialkomplexe auffassen (oder, technischer und genauer: fiir S™ wihlt man eine feste
topologische Aquivalenz zu einem endlichen Simplizialkomplex; und fiir D™ auch).

Nun sind Simplizialkomplex sehr starr: es gibt nur wenige Abbildungen zwischen zwei
solchen, die simpliziale Abbildungen sind (d.h. es wird jedes Simplex in ein Simplex
abgebildet; dabei gehen Ecken in Ecken, und die Abbildung ist affin). Offensichtlich
gibt es z.B. zwischen endlichen Simplizialkomplexen auch nur endlich viele simpliziale
Abbildungen. Man hat also im allgemeinen gar keine Chance, jede stetige Abbildung
durch eine homotope simpliziale Abbildung zu ersetzen; jedenfalls dann, wenn man
darauf Wert legt, immer dieselbe simpliziale Struktur zu verwenden.

Diese Kalamitét verschwindet aber, wenn man die simpliziale Struktur fiir verhandel-
bar erklért (zumindest fiir ein bifichen). Und zwar mufl man in systematischer Weise
zulassen, daf} ein Simplizialkomplex ersetzt werden darf durch eine Unterteilung davon.
Eine Abbildung zwischen Simplizialkomplexen wird nun als semi-linear bezeichnet, wenn
zwar nicht die Abbildung selbst simplizial ist; wenn aber Unterteilungen von Quelle
und Ziel existieren, so dafl zumindest die Abbildung der unterteilten Komplexe dann
simplizial ist. Es ist hierfiir auch die Bezeichnung PL-Abbildung gebrauchlich (die
Vorsilbe “PL” kommt her von “piecewise linear”).

Der Satz iiber Simpliziale Approximation sagt, daf3 jede stetige Abbildung zwischen
endlichen Simplizialkomplexen ersetzt werden kann durch eine homotope PL-Abbildung.
(Es gibt auch eine verniinftige relative Version von dieser Aussage.)

Wenn wir nun von der Abbildung f : (D™,0D™) — (S™,{so}) annehmen diirfen,
daf} sie semilinear ist, so sind wir wieder ganz schnell fertig: wir nehmen ein hochst-
dimensionales (also n-dimensionales) Simplex in S™ (und zwar von der Unterteilungs-
simplizialen-Struktur). Dieses Simplex hat dann (natiirlich) nur endlich viele Urbilder,
und fiir jedes von diesen wird das Innere per topologischer Aquivalenz abgebildet.

Die Schlulbemerkung ist (fast) dieselbe wie beim vorigen mal. O
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Beweis des Hurewicz-Satzes.

Bezeichne V" das geometrische Standard-Simplex,
V' o= { (totr,. o tn) ERMH] 1,20, > =11},
Fiir einen Raum X war der singuldre Komplex S(X) definiert als die simpliziale Menge
S(X): A°® — (Mengen) , [n] — S(X), ,
wo S(X), die Menge der Abbildungen
S(X)n = {f: V" — X | f stetig }
bezeichnet.

DEFINITION. Sei A Unterraum von X, sei k& > 0 eine natiirliche Zahl. Die Unter-
simpliziale-Menge S(X, A;k) von S(X) ist definiert durch

S(X,A&;k), = {f: V" — X } f(Skp(V™)) Cc A}

wo Ski(V"™) das k-Skelett von V™ bezeichnet; das heifit, die Vereinigung aller der-
jenigen Seiten von V" deren Dimension < k ist.

Lemma. Wenn die Inklusion A — X k-zusammenhéngend ist, dann ist S(X, A; k)
Deformationsretrakt von S(X). (Das heifit, es gibt eine simpliziale Homotopie von
der identischen Abbildung auf S(X) zu einer Retraktion von S(X) zu S(X, A; k), wobei
die Homotopie auf S(X, A; k) konstant ist. )

BEMERKUNG. Bei CW-Komplexen gilt davon auch die Umkehrung: Wenn S(X, A; k)
Deformationsretrakt von S(X) ist, dann ist die Inklusion A — X k-zusammenhéngend.
Das folgt z.B. aus dem kommutativen Diagramm

A ——— S(A)] ——  [S(4)

X e [S(X)| «—— [S(X, 4;k)]
wo, wie wir (fiir CW-Komplexe) wissen, die beiden mit “ ~ " bezeichneten Abbildun-
gen Homotopie-Aquivalenzen sind; und der rechte untere Pfeil auch (nach der gerade
gemachten Hypothese). Denn wenn |S(X, A4; k)| als CW-Komplex relativ zu [S(A)| be-
trachtet wird, so gibt es (offensichtlich) keine Zellen der Dimension < k. Solche Zellen
wiirden ja denjenigen Simplizes (genauer: nicht-ausgearteten Simplizes) der Dimension
< k entsprechen, die nicht in S(A) liegen, und davon gibt es in S(X, A; k) keine. O
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BEWEIS DES LEMMAS. Bezeichne A™ die simpliziale Menge Standard-m-Simplex. Die
gesuchte Homotopie ist eine Abbildung von simplizialen Mengen,

S(X) x A' = S(X) ,

die die folgende Bedingung erfiillt (“Homotopie von der Identitdt zu ... 7). Wenn
‘0’ und ‘1’ die beiden Exemplare A° in A! bezeichnen, so soll gelten, da die Ein-
schrankung der Abbildung auf S(X) x0 die “Identitét” (kanonische Identifizierung) sein
soll; und die Einschrankung der Abbildung auf S(X)x1 eine Abbildung nach S(X, A, k),
deren Einschrinkung auf S(X, A, k) x 1 die “Identitét” (kanonische Identifizierung) ist.

Die simpliziale Menge S(X) kann (wie jede andere simpliziale Menge auch) erhalten
werden durch Zusammenkleben von simplizialen Mengen des Typs Standard-n-Simplex,

S(X) = U, S(X)n x A" / ~
Deshalb kénnen wir die gesuchte Homotopie auch auffassen als eine Abbildung
U, S(X), x A" x A' — S(X) ,

die eine Bedingung erfiillt (s. oben) und die mit der induzierten Aquivalenzrelation
kompatibel ist. Anders formuliert, wir suchen fiir jedes n und fiir jedes Element f in
S(X), eine Abbildung

pr: A" x A — S(X),

die fiir das erzeugende n-Simplex ¢ von A" die Werte

dr(tx0) = f und ¢t x1) € S(X,A k),
annimmt (und' ¢y = fopry, wenn f € S(X, A, k), ), und wo die Gesamtheit dieser
Abbildungen mit den von S(X) herkommenden Struktur-Abbildungen kompatibel ist.

Nun entspricht eine Abbildung A” x A! — S(X) in kanonischer Weise einer Ab-
bildung V" x V! — X . In der nachfolgenden Bemerkung wird dazu eine allgemeine
Begriindung gegeben; hier ist eine andere, auf den speziellen Fall zugeschnittene (vgl. die
frithere Diskussion zum Thema “geometrische Realisierung von A™ x A'”): Das Prisma
V" x V! hat eine Struktur als geordneter Simplizialkomplex, die der Zerlegung von
A" x A' in simpliziale Mengen vom Typ Standard-Simplex entspricht. Deshalb in-
duziert eine Abbildung V" x V! — X ein kompatibles System singuldrer Simplizes in
X, was wiederum einer Abbildung A™ x A! — S(X) entspricht.

Wir haben damit folgende Umformulierung. Wir suchen fiir jedes n und fiir jedes
Element f in S(X),, eine Abbildung

Y VP xVE — X
mit den Einschrinkungen
Yr| (VP x0) = f  und  ¢f| (V' x1) € S(X,A,k),

(und auch ¢y = fopry, wenn f € S(X,A, k), ), und so daB die Gesamtheit dieser
Abbildungen mit den von S(X) herkommenden Struktur-Abbildungen kompatibel ist.

Thier bezeichnet f: A™ — S(X) die charakteristische Abbildung von dem Simplex f
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Wir konstruieren das System von Abbildungen durch Induktion iiber n; der Induk-
tionsanfang ist der (triviale) Fall n = —1. Was die Kompatibilitidtsbedingungen angeht,
so wird es geniigen, auf die Kompatibilitidt mit den Rand-Abbildungen einerseits und
die Kompatibilitdt mit den Ausartungs-Abbildungen andererseits zu achten; das liegt
daran, daf} ja jede Struktur-Abbildung als die Komposition von einer Rand- und einer
Ausartungs- Abbildung geschrieben werden kann.

Sei f € S(X),,. Wenn f ausgeartet ist, dann existiert ein nicht-ausgeartetes sin-
guldres Simplex [ : V" — X und es existiert ein “Ausartungs-Operator”, d.h. eine
(surjektive) Abbildung o : [n] — [n'], so dal f = o*(f’); oder, was dasselbe bedeutet,

f ist die Komposition
f/

PR VACELATN v i)

ferner sind sowohl o als auch f’ durch f eindeutig bestimmt. Wir definieren nun in

X

dieser Situation vy als die Komposition

LX.

0. x Id

Y V' x V! v x V!
Die geforderte Kompatibilitit mit Ausartungen ist dann automatisch erfiillt, soweit f
und irgendein anderes Simplex von kleinerer Dimension betroffen sind.

Sei nun f nicht-ausgeartet. Die Kompatibilitéit mit den Rand-Abbildungen und die
anderen Bedingungen auch (soweit sie f betreffen) kénnen wir umformulieren in die
folgenden drei Vorgaben an die Abbildung ;.

“ Die Homotopie startet bei der Identitdt ” bedeutet, die eingeschrinkte Abbildung
Py | (V™ x 0) ist gleich f.

Die “ Kompatibilitdt mit Rand-Abbildungen ” bedeutet, daf§ ¢ {iber dem ganzen
Rand OV"™ vorgegeben ist; d.h. die eingeschrinkte Abbildung | (0V"™ x V1) ist
vorgegeben.

“ Die Homotopie endet in S(X, A, k) ” bedeutet fiir n > k gar nichts. Denn fiir
n > k ist das k-Skelett von V" schon ganz in dem Rand 0V" enthalten. Deshalb
ist die diesbeziigliche Bedingung schon durch die induktiven Vorgaben (zusammen mit
der Kompatibilitéit mit den Rand-Abbildungen) gewéhrleistet. In dem Fall wird es also
geniigen, 1y als eine Komposition

VP xVH —— V"x0 U dV"x V' —— X
zu definieren, wo r eine Retraktions-Abbildung bezeichnet und wo v die durch die
anderen Vorgaben fixierte Abbildung ist.

Im Falle n < k dagegen bedeutet die letzte Bedingung, dafl die eingeschrénkte
Abbildung 9| (V™ x 1) eine Abbildung in den Unterraum A sein soll. Die Abbildung
VPx0 U oV"xV 2 X
koénnen wir interpretieren als eine “Test”-Abbildung (D™, 0D") — (X, A) fiir die Frage,
ob (oder ob nicht) die Inklusion A — X k-zusammenhéngend ist (wegen n < k).
Wegen des vorausgesetzten k-Zusammenhangs geht der Test erfolgreich; was bedeutet,
daB s existiert. O
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BEMERKUNG. Im vorigen Beweis wurde benutzt, daf einer Abbildung A" x A — S(X)
in kanonischer Weise eine Abbildung V" x V! — X entspricht. Da V" x V! isomorph
ist zu der geometrischen Realisierung |A™ x Al|, folgt diese Aussage auch aus dem
folgenden Sachverhalt. Sei X ein topologischer Raum, sei W eine simpliziale Menge.
Einer Abbildung W — S(X) entspricht dann, in kanonischer Weise, eine Abbildung
|W| — X . Anders gesagt, es gibt einen ganz bestimmten Isomorphismus von Mengen,

Hom(s.Mengen)( W7 S(X) ) ~ Hom(top.Raume)( |W| ) X) :
Dieser Isomorphismus hat zudem noch die Eigenschaft, dafl er natiirlich ist; d.h. das

aus einer Abbildung w : W — W' resultierende Quadrat von Abbildungen

Hom(s.Mengen)( w, S(X) ) T Hom(top.Réume)( |W| s X)

E T

Hom(s.Mengen)( w’ 3 S(X) ) L) Hom(top.Réume)( |W/| ) X )

ist kommutativ; und dhnlich auch fiir eine Abbildung z: X — X'.

Man sagt fiir diesen wichtigen Sachverhalt auch, daf3 die beiden Funktoren

('s. Mengen) LR (top. Rdume )

und o
s. Mengen <(—) top. Rdume
( g p

zueinander adjungierte Funktoren sind. Etwas pedantischer (und auch korrekter; der
Sachverhalt ist ja nicht symmetrisch), kann man noch die Vokabeln “links” und “rechts”
hier einbauen (sie beziehen sich auf die Stellung in “Hom(—,—)” ). Man sagt also dann,
|...]| ist links-adjungiert zu S(...); und S(...) ist rechts-adjungiert zu |...|.

Um den Adjunktions-Isomorphismus zu bekommen, kann man z.B. so vorgehen,
daB man die frither diskutierte Evaluations-Abbildung, ev : |[S(X)| — X, verwendet.
Man definiert ndmlich eine Abbildung

Hom(s.Mengen)( w ’ S(X) ) - Hom(top.Réume)( |W| ) X )
dadurch, da§ man der Abbildung f: W — S(X) die zusammengesetzte Abbildung
wi —I js(x)) —— x
zuordnet. Man muf} dann noch ein paar Dinge nachpriifen; was wir hier aber nicht tun

wollen. ]

Lemma. Wenn die Inklusion A — X k-zusammenhéngend ist, dann sind die relativen
Homologiegruppen H,.(X,A) dieselben wie die des Kettenkomplexes (Unterkomplex
des relativen Kettenkomplexes)

n +— Z[S(X,A k)] / Z[S(A),] .
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BEWEIS. Das ist eine Konsequenz aus dem vorigen Lemma. Denn nach diesem ist die
Inklusion von simplizialen Mengen

([n] = S(X,Ak)n ) — ([n] = S(X)n)
eine simpliziale Homotopie- Aquivalenz, induziert deshalb eine Ketten-Homotopie-Aqui-

valenz und folglich auch Isomorphismen der Homologiegruppen. Es folgt, dafl in dem
Diagramm von Kettenkomplexen

ZIS(A).) —— ZIS(X, A k)] —— Z[S(X, A, k)] / Z[S(A)]

| ! !

Z[S(A)] ——  Z[S(X)] —— Z[S(X)]/Z[S(A)]

zwei der vertikalen Pfeile (némlich links und in der Mitte) Isomorphismen auf der Ho-
mologie sind. Wegen der langen exakten Folge der Homologiegruppen fiir die obere,
bzw. die untere Zeile, und wegen dem Fiinfer-Lemma, folgt nun, dafl auch der rechte
vertikale Pfeil Isomorphismen auf der Homologie induziert. (]

Satz. Seien X und A weg-zusammenhédngende Rdume, wo A Unterraum von X ist.
Die Inklusion von A in X sei (m—1)-zusammenhéngend. Dann ist die Abbildung

ﬂ'm(X7 A)i B Hm(Xa A)

ein Isomorphismus.

BEWEIS. Bezeichne E,,(X, A) die abelsche Gruppe, die erzeugt ist von den Abbildun-
gen von Raumpaaren, f: (D™,0D™) — (X, A).

Von dieser abelschen Gruppe ist 7,,(X, A)¥ ein Quotient. Bezeichne E’ den Kern
der Quotienten-Abbildung. Es ergibt sich aus der Definition von 7,,(X,A)}, da E’
diejenige Untergruppe ist, die von den folgenden beiden Typen von Elementen erzeugt
wird: Wenn f und f’ homotop sind (per Homotopie von Paaren), dann ist [f] — [f’]
in E’; und in der “Summen”-Situation (diskutiert bei der Definition von 7, (X, A)%)
ist das Element [f] — [f1] — [f2] in E’.

Wenn wir andererseits uns D™ mit dem Standard-Simplex V™ identifiziert denken,
so ist ein f der obigen Art dasselbe wie ein singuldres m-Simplex in X, das aller-
dings die zusétzliche Eigenschaft hat, dal der Rand ganz in A liegt; mit anderen
Worten, es handelt sich um ein Element der Menge S(X, A;m—1),,. Auf diese Weise
wird FE,,(X,A) also identifiziert mit der durch Linearisierung erhaltenen Gruppe
Z[S(X,A;m—1),,]. Diese Gruppe nun hat als Quotient die m-te Kettengruppe von
dem Kettenkomplex

Z[S(X,A,m-1).] / Z[S(A).] .
Diese m-Kettengruppe besteht (offenbar) nur aus Zykeln, hat also ihrerseits als Quo-
tient die m-te Homologiegruppe von dem Kettenkomplex (von der wir nach dem vorigen
Lemma wissen, dafl sie dasselbe wie H,,(X,A) ist). Bezeichne E” den Kern der
Quotienten-Abbildung. Nach der gerade gegebenen Herleitung wissen wir, dal E”
diejenige Untergruppe ist, die von den folgenden beiden Typen von Elementen erzeugt
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wird: Wenn das Bild von f ganzin A liegt, dann ist [f] € E”; und wenn f ein Element
von S(X,A,m—1),,41 ist, dann ist der Rand von f,
> D,
(]
ebenfalls in E".

Der Satz wird bewiesen sein, sobald wir gezeigt haben, dafl diese beiden als Kerne
von Quotienten-Abbildungen auftretenden Gruppen in Wirklichkeit zueinander gleich
sind,

v B :
oder, was auf dasselbe hinauslduft, sobald wir die folgenden beiden Behauptungen nach-
gewiesen haben.

[ Behauptung 1 lduft dabei darauf hinaus, zu zeigen, da m,,(X, A) — H,,(X, A)
eine wohldefinierte Abbildung ist; oder, was dasselbe bedeutet, dafl die Hurewicz-
Abbildung ein wohldefinierter Homomorphismus von abelschen Gruppen ist — die Ad-
ditivitét davon hatten wir bisher ja noch nicht gezeigt. |

El

BEHAUPTUNG 1. Die Elemente von E’ sind trivial in E,,,(X,A)/E" (~ H,(X,A)).
BEHAUPTUNG 2. Die Elemente von E" sind trivial in E,,(X,A)/E' (=~ m,(X,A)%).

BEWEIS VON BEHAUPTUNG 1. Es geniigt, den Nachweis fiir erzeugende Elemente zu
fithren. Einmal, wenn f homotop zu f’ ist, dann ist zu zeigen, da} [f] —[f’] = 0 ist in
der Quotientengruppe H,,(X, A); oder, was dasselbe bedeutet, [f] = [f’]. Dies wurde
aber schon gezeigt im Anschlufl an die Definition der Hurewicz- Abbildung.

Zum andern ist zu zeigen, daf} in der “Summen”-Situation gilt [f] — [f1] — [f2] =0
in der Quotientengruppe oder, dquivalent dazu, [f] = [f1] + [fz]. Das wurde noch nicht
gezeigt und soll jetzt nachgeholt werden.

Es gibt einen universellen Fall: einen (einzigen) speziellen Fall, auf dessen Behand-
lung wir uns zuriickziehen kénnen. Dazu betrachten wir einen m-dimensionalen Wiirfel
W zusammen mit einer Unterteilung von W in zwei Teile W; und Wy (“linke Hélfte”
und “rechte Halfte”). Es ist also W die Vereinigung dieser beiden Teile, und der Durch-
schnitt von W7 und Ws ist ein Wiirfel der Dimension m—1, der im Rand von bei-
den liegt. Sei U der Unterraum von W, der gegeben ist durch die Vereinigung der
Rénder von W; und Wy. Das Paar (W, U) ist unser universeller Fall, wie wir sogleich
nachpriifen werden.

Sei ndmlich der Ball D™ mit einer Orientierung versehen. Wir wihlen eine Identi-
fizierung w: D™ =, W. Wir wihlen zusiitzlich auch Identifizierungen wy: D™ — Wy
und wy : D™ — W5, und zwar machen wir das so, dafl die Inklusionen von W; und
Wy in W beide den lokalen Grad +1 haben. Die angesprochene Universalitit des
Paares (W,U) bedeutet das folgende. In der “Summen”-Situation fiir ein Tripel von
Abbildungen, (f, fi, f2), gibt es eine Abbildung

F: (WU) — (X,A)
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so dafB bis auf Homotopie (Homotopie von Abbildungen von Paaren) gilt
f = Fow , fi = Fow , f2 = Fows.

Es wird deshalb geniigen, zu zeigen, dal [w] = [w1]+ [w2] in H,,(W,U) gilt. Denn das
impliziert, per Transport entlang der Abbildung F, : H,,(W,U) — H,,(X,A), dann
auch die gewiinschte Beziehung [f] = [f1] + [f2]

Wir benétigen die Kenntnis dessen, dafl es eine direkte-Summen-Zerlegung gibt,
Hm(W, U) ~ Hm(Wl,c“)Wl) D Hm(WQ,8W2) .

Es gibt mehrere Moglichkeiten, dies einzusehen. Z.B. folgt es aus der Tatsache, dafl die
Homologie von einem relativen CW-Komplex aus dem zelluldren Kettenkomplex be-
rechnet werden kann: H,,(W,U) ist die freie abelsche Gruppe auf zwei Erzeugenden,
und die Erzeugenden entsprechen den beiden Zellen, kommen insbesondere also her von
Hm(Wl, 6W1) und von Hm(WQ, BWQ) .

Wegen der direkte-Summen-Zerlegung ist das Element [w] eine Summe
[w] = o [wi] + o2 [ws] .

Wir miissen uns davon iiberzeugen, dafl die Koeffizienten «; und «as beide = 1 sind.
Wir behandeln den Fall von ;. Der Fall von as geht genauso.

Die Inklusionen Wy, — W und 0W; — OW; U W, sind Homotopie-Aquivalenzen.
Deshalb ist die Abbildung H,,(W1,0W1) — H,,(W, 0W; U W3) ein Isomorphismus.
D.h. die zusammengesetzte Abbildung H,,(W1,0W;) — H,, (W, 0W; U W3) in dem
Diagramm

Hm(Wl, 8W1) o Hm(VV, U) I Hm(W, an U WQ)
ist ein Isomorphismus. Die zusammengesetzte Abbildung
Hm<W2, 8W2) — Hm(I/V, U) — Hm(W, an U WQ)

andererseits ist trivial (offensichtlich; denn sie faktorisiert tiber H,,(Ws, Wa2) ). Es folgt,
daB die Abbildung H,,(W,U) — H,, (W, 0OW;UW3) die Projektion auf den Summanden
H,,(Wy,0W;) von H,,(W,U) ist. Das Bild von [w] in H,, (W, 0W; U Ws) ist also
a1 [wy]. Nun sind die Abbildungen w und w; aber homotop, als Abbildungen von
Paaren, wenn man sie als Abbildungen (D™, 9D™) — (W, W7 U W3) betrachtet.
Deshalb ist «; gleich 1. OJ

BEWEIS VON BEHAUPTUNG 2. Wieder geniigt es, den Nachweis fiir erzeugende Ele-
mente zu fithren. Zunéchst ist zu zeigen, wenn das Bild von f ganz in A enthalten ist,
dann ist [f] = 0 in der Quotientengruppe 7,,(X, A)¥; das ist aber klar: da das Bild
von f in A liegt, induziert eine Kontraktion von D™ eine Homotopie von f zu einer
trivialen Abbildung (und zwar eine Homotopie von Abbildungen von Paaren).
Zum andern, wenn f ein Element von S(X,A,m—1),,41 ist, dann ist zu zeigen,
daB der Rand von f,
> ()Tl

i

28



in der Quotientengruppe 7, (X, A)* trivial ist. Das ist die Stelle, wo der Homotopie-
Additions-Satz bendtigt wird.

Um den Satz anzuwenden, ersetzen wir die m-dimensionale Randsphire V™!
durch einen m-dimensionalen Ball B. Dieses B verschaffen wir uns durch “Aufschnei-
den” der Randsphire. Besser gesagt, wir zerlegen die Randsphére zunéchst in ihre
Stiicke, die Randseiten 6;(V™). Dann setzen wir diese Stiicke wieder zusammen, aber
nur teilweise (wir fithren nicht alle Verklebungen aus, die wir brauchten, um die Rand-
sphére zu rekonstruieren).

Die Seite 6;(V"™) ist nach Definition diejenige, die die i-te Ecke nicht enthélt. Fiir
zwei Indizes i und j (wo i # j) treffen sich die beiden Seiten in OV™*! in einer
gemeinsamen Seite der Dimension m—1 (es ist die, die nicht die Ecken ¢ und j enthilt).

Fiir die Konstruktion von B ordnen wir die Seiten ¢;(V™) in einer Reihe an, nach der
Reihenfolge ihrer Indizes: erst 0, dann 1, dann 2, und so weiter. Fiir jedes Paar (i,i+1)
wird nun §; (V™) mit 6,41(V™) verklebt entlang der genannten (m—1)-dimensionalen
Seite (derjenigen, die nicht die Ecken ¢ und i+1 enthilt). Es werden sonst keine
Verklebungen vorgenommen.

Die Vereinigung der Rénder 0;(0V™) gibt einen Unterraum von B, den wir mit
Sk,,—1(B) bezeichnen. Er bildet ab (vermége der Quotienten-Abbildung B — 9V™*1)
auf den entsprechenden Unterraum Skm_l(avmﬂ) in V™t Wir betrachten die
zusammengesetzte Abbildung

(B, Skp_1(B)) —— (OV™H!, Sk, 1(0V™Y)) —L (X, A) .

Nach Wahl einer Orientierung von B reprisentiert die resultierende Abbildung von
(B,0B) zu (X, A) ein Element von m,,(X, A)*. Dieses Element ist 0; das kommt von
der Existenz der Abbildung f auf V™*!. Nach dem Homotopie-Additions-Satz ist
andererseits dieses Element nun tatséchlich gleich einer Summe

Y e dilf),
wo jedes der ¢; entweder gleich +1 ist oder gleich —1.

Wie wir in einem Moment sehen werden, sind die Elemente tatsichlich abwechselnd
gleich +1 oder —1; d.h. ¢; und €;41 sind verschieden (fiir jedes 7). Das bedeutet,
dafl die letztere Summe nun tatséchlich (bis eventuell aufs Vorzeichen) gleich der uns
interessierenden Summe Y (—1)"d;(f) sein wird, so daB diese folglich auch = 0 sein
mufl.

Die Verschiedenheit der lokalen Grade bei den Inklusionen von 6,(V™) und §;41(V™)
in B sieht man so. Bis auf die i-te, bzw. (i+1)-te Ecke haben diese beiden Inklusionen
von V™ in B alle Ecken gemeinsam, und zwar einschlieSlich deren Numerierung.
Andererseits liegen die i-te Ecke und die (i+1)-te Ecke zu verschiedenen Seiten von
dem Durchschnitt 6;(V™) N d;4+1(V™) in B. Deshalb benétigt man bei dem Vergleich
der Bilder von 6;(V™) und 6;41(V"™) eine Spiegelung; und die gibt das Vorzeichen.

O
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Zusatz S. 29

Die Aussage (kurz nach dem ersten Display): “ Dieses Element ist 0; das kommt
von der Existenz der Abbildung f auf V1. ” bedarf einer Rechtfertigung. Eine
solche Rechtfertigung bekommt man, sobald man weif3, dafl die Abbildung

(B, Skp—1(B)) —— (0V™, Sky_1(0V™ 1))
homotop ist (als Abbildung von Paaren) zu einer Abbildung, wo der Teil 9B von

Sky,—1(B) auf einen einzigen Punkt geht.
Dafiir geniigt es zu wissen, dafl die Abbildung

OB —— Sky_1(0V™)

nullhomotop ist. Das folgt aus diesem: In Sk,,_;(OV™*!) gibt es einen Unterraum T
mit den Figenschaften: Der Rand 0B bildet nach T' ab. Und T ist zusammenziehbar
(homotopie-dquivalent zum einpunktigen Raum).

Der Unterraum 7T ist definiert als eine Vereinigung von (m—1)-Seiten in V™1,
T = | 56 .
j>i+2
Das sind alle (m—1)-Seiten von V™*1 bis auf diejenigen, die fiir das Zusammenkleben
von dem Ball B verwendet worden sind. Daraus ergibt sich sofort, dafl der Rand 0B

nach T hinein abbildet. — Die Zusammenziehbarkeit von T ergibt sich durch eine
andere Konstruktion davon.

Wenn A ein Simplizialkomplex ist und B davon ein Unterkomplex, dann sagt man,
daB B aus A durch eine Schilung entsteht (englisch: shelling), wenn es genau zwei
Simplizes gibt: a? und b¢~! (oder kurz: a und b; der obere Index bezeichnete die
Dimension), die in A, aber nicht in B vorkommen ; dabei ist vorausgesetzt, dafl b Seite
von a ist und es ist verlangt, dal b eine freie Seite von dem Simplizialkomplex A ist;
was (nach Definition) bedeutet, da8 b in keinem andern Simplex aufler a enthalten ist.

Wenn B aus A durch eine Schilung entsteht, dann ist offenbar B ein Deformations-
retrakt von A (ein ‘starker’ Deformationsretrakt), also auch homotopie-dquivalent dazu.

Wir bekommen jetzt T auf die folgende Weise. Erst lassen wir aus der Rand-
sphire V™! das m-Simplex 6,,41(V™) weg. Was iibrigbleibt, ist die Vereinigung
der (anderen) m-Seiten :

U a(vm) .

i<m

Das ist ein Ball. Dieser Ball wird jetzt sukzessive heruntergeschélt.

Die erste Schilung entfernt das m-Simplex §,,(V™) und das (m—1)-Simplex
5m (6m (V™)) = Gpmp1 (G (V™)
Die néchste Schilung entfernt d,,—1(V™) und 6, (5m_1(Vm_1)) . Und so weiter.
Was schliefllich ibrigbleibt, das ist T'.



Variante des Beweises (Skizze)

Satz. (X, A) sei relativer CW-Komplex, die Inklusion A — X sei (n—1)-zusammen-
héngend. Es gibt einen relativ' A homotopie-dquivalenten CW-Komplex (X', A), der
keine Zellen in den Dimensionen < n hat.

BEWEIS. Das wurde vorher gezeigt mit Hilfe von simplizialen Mengen. Hier soll ein di-
rektes geometrisches Argument beschrieben werden. Es beruht auf dem Austauschtrick
(dieser stammt aus der Theorie der Whitehead-Torsion). Der Austauschtrick hat seinen
Namen daher, daf} bei seiner Verwendung die Anzahl der Zellen nicht vergréfiert wird.
Es werden jeweils nur die Zellen einer gewissen Dimension k& “ausgetauscht” gegen
Zellen einer anderen, grofieren Dimension (ndmlich k+2).

Wenn X keine Zellen in Dimension < m hat, so ist fiir den Satz nichts zu tun.
Andernfalls sei k definiert als die kleinste Dimension, in der es Zellen von X gibt. Es
ist 0 <k <n—-1.

Wir werden den Fall einer einzigen k-Zelle behandeln. Der Fall mehrerer Zellen geht
(fast) wortlich genauso; man mufl dann nur die k-Zellen mit Namen versehen (d.h. man
muf} an einige der nachfolgenden Symbole jeweils einen Index anhéngen).

Sei x: D*¥ — X die charakteristische Abbildung einer (oder, fiir uns, “der”) k-Zelle.
Nach Voraussetzung ist das (k—1)-Skelett von X gleich dem Unterraum A. Deshalb
konnen wir diese charakteristische Abbildung auch schreiben als eine Abbildung von
Paaren,

x: (D*,0D%) — (X, A) .
Nach der Voraussetzung des (n—1)-Zusammenhangs gibt es von der Abbildung x eine
Homotopie, relativ 0DF, zu einer Abbildung p: D* — A.

Die Existenz dieser Homotopie ist dquivalent zu der folgenden Tatsache. Es gibt eine

Abbildung o: D! — X mit den folgenden Eigenschaften: Die Komposition

Identifizierung o

DF Dk 7. X

ist gleich der charakteristischen Abbildung y, und die Komposition

Dk Identifizierung Dli o X

ist gleich der Abbildung p. Hier bezeichnet fo_ die “nérdliche” Hemisphére im Rand
von DFt':und D* die “siidliche”.

Wir bilden den reduzierten Abbildungszylinder der Abbildung o,
X' = 0DF! Upprsixjon DM x [0,1] Uprsiyqry X
(die Anhefte-Abbildung D¥*! x {1} — X ist durch o gegeben).
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Als Abbildungszylinder (bzw. reduzierter Abbildungszylinder) ist X’ homotopie-
dquivalent zu dem Unterraum X . Wir kénnen also X durch X’ ersetzen. Die Zellen-
struktur von X’ ist so: X’ entsteht aus X durch das Anheften von zwei Zellen, je einer
in den Dimensionen k+1 und £+2 (die beiden Zellen zusammen bilden eine “elementare
Erweiterung” von X zu X').

In X’ gibt es einen Unterkomplex B, der aus dem Raum A entsteht durch das
Anheften von genau zwei Zellen: der urspriinglichen k-Zelle und der gerade hinzu-
gekommenen (k+1)-Zelle. Das Anheften vermoge o war derart, dal auch diese beiden
Zellen zusammen eine “elementare Erweiterung” bilden, von A zu B. Insbesondere ist
A Deformationsretrakt von B. Wir wéhlen eine (Deformations-) Retraktion B — A.

Mit dieser Abbildung machen wir die Verklebe- (oder vielleicht besser: Kollaps-)
Konstruktion
X, = XjUA.
Nach dem Klebe-Lemma ist die Abbildung X; — X5 eine Homotopiedquivalenz.

Die k-Zelle von X befand sich in B. Sie wird beim Ubergang zu X; Ug A daher
vernichtet. Und zwar wird sie vernichtet zusammen mit der hinzugekommenen (k+1)-
Zelle. Die ebenfalls hinzugekommene (k+2)-Zelle hingegen bleibt erhalten. O

Satz. Der CW-Komplex X entstehe aus dem Raum A durch Anheften von n-Zellen
(und von keinen Zellen sonst). Es ist

(X, A —=— H,(X,A),
und zwar ist dies die freie abelsche Gruppe, die frei erzeugt ist von den n-Zellen.

BEWEIS. Das folgende Argument ist eine Verallgemeinerung dessen, mit dem vorher
die n-te Homotopiegruppe der n-Sphére ausgerechnet wurde.

Wir wissen, daf§ H,,(X, A) die gegebene Beschreibung hat (die freie abelsche Gruppe,
erzeugt von den n-Zellen). Das folgt aus der Moglichkeit, die singuléire Homologie mit
Hilfe des zelluldren Kettenkomplexes zu beschreiben. Denn in unserer Situation ist
der zelluldre Kettenkomplex von dem relativen CW-Komplex (X, A) ein recht banales
Objekt: die n-te Kettengruppe ist die schon angesprochene freie abelsche Gruppe, und
die anderen Kettengruppen sind sédmtlich trivial.

Als nichstes notieren wir, da die Abbildung 7, (X, A)} — H, (X, A) surjektiv ist.
Die charakteristische Abbildung von jeder der Zellen definiert ein Element in 7, (X, A)*.
Per Anderung des Modells fiir den n-Ball kénnen wir die charakteristische Abbildung
umschreiben als eine vom n-Simplex, a: (V",0V") — (X, A). Wie frither auch schon,
so ist die singuldre Kette 1 -« nun ein relativer Zykel. Dieser Zykel ist im Bild der
Hurewicz-Abbildung (nach deren Definition), und er représentiert das zu der fraglichen
Zelle gehorende erzeugende Element in H, (X, A).

Die Gruppe m,(X,A)* enthilt eine zu der Gruppe H, (X, A) isomorphe Kopie,
nédmlich diejenige Untergruppe, die von den schon angesprochenen Elementen erzeugt
wird: den Elementen, die repréisentiert sind von den Anhefte-Abbildungen der Zellen.
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Sobald man nachgewiesen hat, daf§ diese Untergruppe schon alles ist (d.h. die ganze
Gruppe), so hat man damit auch gezeigt, daf die Abbildung 7, (X, A)* — H, (X, A)
injektiv ist; und folglich ein Isomorphismus.

Es bleibt also zu zeigen, daf jedes Element von m, (X, A)* sich schreiben 148t als
eine Summe von den spezifizierten Elementen (und von deren additiv-inversen). Der
Nachweis davon ist eine leichte Modifikation dessen, was im Falle der n-Sphére fiir den
analogen Zweck gemacht wurde.

Sei V; ein konzentrischer offener n-Ball in der i-ten Zelle von X . Sei U eine offene
Menge in X, die A enthélt und auch aus jeder der Zellen einen dufleren konzentrischen
Ring. Diese Dinge seien so bestimmt, daf3 die Mengen V; und U zusammen eine offene
Uberdeckung von X bilden; daf die Inklusion A — U eine Homotopiedquivalenz ist;
und daB, fiir jedes i, der Durchschnitt UNV; ein Ring-Gebiet ist (also ~ S"~1x (0,1) ).

Die Elemente von 7, (X, A)* sind, nach Definition, Aquivalenzklassen von formalen
Summen von Reprisentanten «: (D", 0D") — (X, A). Es wird nun geniigen, nur von
Elementen, die von Représentanten (nicht formalen Summen von solchen) reprisentiert
sind, zu zeigen, daf} sie in der fraglichen Untergruppe liegen.

Sei a: (D",0D"™) — (X, A) ein solcher Représentant. Mit einer Anwendung des
Lebesgue’schen Uberdeckungs-Satzes (oder auch mit einer der beiden anderen bei der
Behandlung der n-Sphiére skizzierten Methoden) kénnen wir « ersetzen durch eine ho-
motope Abbildung, g, die die folgende Eigenschaft hat. Es gibt endlich viele Inklusionen
fj: D™ — D™, so daB die verschiedenen Bilder f;(D™) sich hochstens an ihren Réndern
treffen, und so daf} folgendes gilt:

(i) Fiir jedes j hat die Abbildung g o f; ihr Bild ganz in einem der V;.
(ii) Das Komplement von (J; f; (l%”) wird durch g ganz nach U abgebildet.
Eine Anwendung des Homotopie-Additions-Satzes in m,(X,U)* ~ m,(X,A)* zeigt
dann, daf} die Klasse [g] eine Summe ist (mit eventuellen Vorzeichen +1) von den
Elementen [go f;]. Wie bei der n-Sphére schon, so schlielen wir auch hier jetzt wieder
mit dem Hinweis auf die spezielle Eigenschaft, dafl die letzteren Repridsentanten ja in
Wirklichkeit Abbildungen

gofj : (Dn7aDn) - (ij Um%j)

sind. O

Satz. Sei (X, A) ein relativer CW-Komplex ohne Zellen in den Dimensionen < n. Die
Abbildung
7Tn(X7 A)i — Hn(X7A)

ist ein Isomorphismus.

BEWEIS. Sowohl fiir 7, als auch fiir H,, ist es richtig, daf} die Inklusion des n-Skeletts
eine Surjektion dieser Gruppe induziert (im Falle von 7, folgt das aus dem zelluliren
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Approximations-Satz; im Falle von H,, folgt es aus der Existenz des zelluldren Ketten-
komplexes). Wegen dem vorigen Satz wissen wir also, da 7, (X, A)* und H, (X, A)
beide Quotienten von ein- und derselben abelschen Gruppe sind (der freien abelschen
Gruppe, erzeugt von den n-Zellen). Wegen der Existenz der Abbildung von , (X, A)*
zu H,(X,A) wissen wir auch, da H,(X,A) Quotientengruppe von 7, (X, A)* ist.
Es bleibt nur noch zu kliren, daf, umgekehrt, auch m,(X, A)* Quotientengruppe von
H, (X, A) ist; oder, anders gesagt, dafl diejenigen Relationen, die in H, (X, A) gelten,
auch in 7, (X, A)* erfiillt sind.

Die Theorie des zelluldren Kettenkomplexes sagt, dafl es in der vorliegenden Situation
(keine (n—1)-Zellen) eine exakte Folge gibt

Z[{(n+1)-Zellen}] — Z[{n-Zellen}] — H,(X,A) — 0 ;

wo, wie auch sonst, Z [M] die von einer Menge M erzeugte freie abelsche Gruppe
bezeichnet.

Genauer ist es so, daf fiir jede (n+1)-Zelle die Anhefte-Abbildung 3: S™ — n-Skelett
ein erzeugendes Element ¢ € H,,(S™) auf ein Element (,(¢) in

H,(Sk,(X),A) = Z[{n-Zellen}]

abbildet. Diese Bilder, fiir die verschiedenen Anhefte-Abbildungen, erzeugen den Kern
der Abbildung Z [{n-Zellen}] — H, (X, A). Was wir zu tun haben, ist also, zu zeigen,
daB solche Elemente 3.(¢) auch in 7,(X, A)* schon =0 sind.

Wir fassen die Sphére S™ als das Bild einer surjektiven Abbildung ¢: D™ — S™ auf
(S™ ist der Quotientenraum D™/ 9D"™, und q ist die zugehorige Quotienten-Abbildung);
und zwar tun wir das in der Weise, dafi die Abbildung ¢ = o g den Rand D™ nach
A abbildet.

Die Abbildung ¢ unterwerfen wir nun wieder der vorbereitenden Manipulation fiir
eine Anwendung des Homotopie-Additions-Satzes, wie im vorigen Beweis beschrieben.
Die nachfolgende Anwendung des Satzes ergibt dann die Gleichheit zweier Terme in
7n(Skn (X), A)*, namlich

(1) eine Summe lokaler Terme , (2) [g] = Klasse von g .

Von dem zweiten Term wissen wir, daf8 er in 7, (X, A)* trivial wird: das liegt daran,
dafl die Abbildung f ja gerade verwendet werden soll, um eine (n+1)-Zelle anzuheften !
Von dem ersten Term wissen wir andererseits, dal er das fragliche Element (,(¢)
beschreibt. Mit Dank an den Homotopie-Additions-Satz nehmen wir folglich zur Kennt-
nis, da auch dieses Element in 7, (X, A)* trivial wird. O
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Faserbiindel

Sei B ein Raum, der Basisraum fiir das folgende. Es ist eine in der Topologie (und auch
anderswo) wichtige Idee, ein Biindel von Réumen zu betrachten: je einen Raum F; fiir
jeden Punkt b € B. Die Raume Fp heiflen die Fasern des Biindels.

Zwar werden verschiedene Fasern keine Punkte gemeinsam haben. Man wird aber
naturgemaf i.a. nicht daran interessiert sein, die Gesamtheit der Fasern als sozusagen
unabhéngig voneinander anzusehen. Der Totalraum des Biindels,

E=FR,

wird vielmehr ein Raum sein, der zwar als Menge die disjunkte Vereinigung der Fasern
ist, als Raum i.a. aber eben nicht.

Zusétzlich wird man auch noch daran interessiert sein, dafl die Fasern Fj, mit dem
Punkt b in einer “verniinftigen” Weise variieren; z.B. in “lokal trivialer Weise”, wie das
unten erldutert werden wird.

Wir fangen noch einmal von vorne an.

DEFINITION. Sei B ein Raum. Ein Raum tiber B ist ein Paar (E,p) bestehend
aus einem Raum F und einer Abbildung von Rdumen, p: F — B. Der Unterraum
Fy :=p~1(b) von E wird als die Faser von (E,p) iiber b bezeichnet.

DEFINITION. Ein Faserbiindel iiber B ist ein Raum (FE,p) iiber B, der die folgende
Bedingung der lokalen Trivialitét erfiillt: Zu jedem Punkt b € B gibt es eine Umgebung
U, so daf das Urbild p~!(U) isomorph ist zu dem Produktraum U x F}, und zwar mit
einem Isomorphismus w iiber B; d.h. das Diagramm

p N U) —— U x F,

r| [ o

U pr— U
ist kommutativ (wo pry die Projektion auf den ersten Faktor bezeichnet).

Statt “Faserbiindel” ist hier auch die Bezeichnung “lokal triviales Faserbiindel”
gebrauchlich, um die wichtige Bedingung hervorzuheben. Die Terminologie erklért
sich im iibrigen so. Ein Produktraum B x F zusammen mit der ersten Projektion
pri: B x F' — B ist ein triviales Beispiel fiir ein Faserbiindel und wird demgeméf auch
als das triviale Faserbiindel mit Faser F' und Basis B bezeichnet. Die Bedingung oben
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sagt nun gerade, dafl lokal jedes Faserbiindel von diesem Typ ist. Die obigen Daten
(Umgebung U von b und Isomorphismus «) nennt man auch eine lokale Trivialisierung.

Die Existenz einer lokalen Trivialisierung bei b impliziert insbesondere, daf} alle
Fasern in der Niahe von b zu der Faser Fp isomorph sind. Es folgt, dafl zu gegebenem
by die Menge derjenigen b, wo F, zu Fp, isomorph ist, eine offene Menge bildet.
Wenn also B sich nicht in zwei disjunkte offene Mengen zerlegen lift (m.a.W. wenn B
zusammenhédngend ist), so folgt, dafl alle F}, zueinander isomorph sind.

Es ist deshalb keine wesentliche Einschrénkung der Allgemeinheit, wenn man an-
nimmt, daf} bei einem Faserbiindel alle Fasern zueinander isomorph sind. Man ist dann
auch berechtigt, von der typischen Faser, F', zu reden.

Sei (E,p,B) ein Faserbiindel, bei dem alle Fasern zueinander isomorph sind; mit
typischer Faser F'. Es gibt dann eine Uberdeckung {Ui}icr von B, zusammen mit
einer lokalen Trivialisierung iiber jedem der Us;.

In Analogie zur Beschreibung einer Mannigfaltigkeit durch einen Atlas gibt dies
Anlafl zur Beschreibung eines Faserbiindels durch einen Biindel-Atlas.

Darunter versteht man die folgenden Daten: eine (zulissige) Uberdeckung {U;}icr
von B; iiber jedem der U; das triviale Biindel U; x F'; und fiir jedes Paar von Indizes,
(i,7), eine Verklebe-Abbildung durch einen Biindel-Isomorphismus

U;xF D (UZQUJ)XF

(UiﬂUj)xF C UjXF;

wobei man fiir jedes Tripel (4, 7, k) noch eine naheliegende Kompatibilitit dieser Biindel-
Isomorphismen iiber dem Durchschnitt U; N U; N Uy, verlangt (ndmlich von den drei
zu den Paaren (i,7), (i,k), (j,k) gehorenden Biindel-Isomorphismen ist einer [in der
obigen Auflistung der mittlere] das Kompositum der beiden andern).

Ein Biindel-Isomorphismus (U;NU;) x F — (U;NU;) x F ist ein fasern-erhaltender
Isomorphismus, d.h. es wird verlangt, dal das Diagramm

UinU;x F —=— U;NnU; x F

! !

unu; —— UnU;
kommutativ ist.

Moralisch gesehen, sind die Daten des Biindel-Isomorphismus dazu dquivalent, dafl
man fiir jeden Punkt b € U; NU; einen Isomorphismus /' — F' hat, mit der Kom-
patibilitdtsbedingung, daf3 die resultierende Abbildung

UinNU; — Iso(F,F)

stetig ist. Diese Formulierung setzt aber voraus, daf§ man weif}, dafl Iso(F,F) in
verniinftiger Weise ein Raum (nicht nur eine Menge) ist. Solche Dinge gehoren zu
dem Thema “Abbildungs-Riaume”, das wir in Kiirze diskutieren werden.
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Bei der Idee des “Faserbiindels” gibt es viele Varianten. Sie kommen u.a. daher,
dafl man sich vorstellen kann, dafl die Faser des Biindels mit zuséitzlicher Struktur
versehen ist. Wir illustrieren das am Beispiel des R™.

Bei den Struktur-Abbildungen fiir die Biindel-Isomorphismen, U; N U; — Iso(F, F),
hat man némlich die Moglichkeit, Top(R™, R™), die topologischen Isomorphismen von
R™ auf sich, durch etwas anderes (kleineres) zu ersetzen, z.B.:

— Diff(R™, R™), Diffeomorphismen; das fiihrt auf differenzierbare R™-Biindel (n.b.: die
Basis B muf} dafiir nicht eine Mannigfaltigkeit sein, geschweige denn eine differenzier-
bare Mannigfaltigkeit; wenn sie es ist, hat man die Mdoglichkeit fiir noch eine weitere
Variante);

— Vekt(R™, R™), Vektorraum-Isomorphismen; das fiithrt auf Vektorbiindel,

— Eukl(R™,R™), Euklidische-Vektorraum-Isomorphismen; das fithrt auf euklidische
Vektorbiindel (jede der Fasern ist nicht nur ein Vektorraum, sondern hat zusitzlich
eine euklidische Struktur (ein positiv definites symmetrisches Skalarprodukt); solche
Biindel werden manchmal auch als orthogonale Biindel bezeichnet).

Sei (E,p, B) ein Faserbiindel. Unter einem Schnitt des Biindels versteht man eine
Abbildung s: B — F mit der Eigenschaft, dafi po s = Idg. Mit anderen Worten, es

ist verlangt, dafl das Diagramm 3
FE —— F

S T l p
B ——— . B
kommutiert.

Bei einem trivialen Biindel ist ein Schnitt

BxF —— 5 BxF

B —— B
dquivalent zu der Angabe einer Abbildung f: B — F. Denn aus dem Schnitt s
bekommt man die Abbildung f = prs o s, und umgekehrt kann man den Schnitt aus
dieser Abbildung offenbar rekonstruieren.

Insofern kann man den Begriff des Schnitts auffassen als eine Verallgemeinerung des
Begriffs der Abbildung.

BEISPIELE. (1) Ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M ist, nach Definition, ein
Schnitt von dem Tangentialbiindel TM — M .

(2) Ein nirgends verschwindendes Vektorfeld auf M kann ebenfalls beschrieben werden
als ein Schnitt von einem Faserbiindel (nicht Vektorbiindel in diesem Fall); ndmlich als
ein Schnitt von dem Biindel TM \ M iiber M (“Tangentialbiindel minus Nullschnitt”).
Ein solcher Schnitt muf nicht existieren; ein Beispiel dafiir ist M = S?, die 2-Sphire.
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Die Hopf-Faserung

Es handelt sich dabei um ein Faserbiindel mit Basis 52, Totalraum S® und Faser S*.
Es war dieses Faserbiindel, das seinerzeit zu der spektakuldren Entdeckung gefiihrt hat
(durch H. HopF), dafi die hoheren Homotopiegruppen von Sphéren nicht trivial zu sein
brauchen. Diese Tatsache sieht man am leichtesten ein iiber die lange exakte Folge
der Homotopiegruppen einer Faserung, die wir in Kiirze kennenlernen werden. Wegen
dieses allgemeinen Sachverhalts hat man im vorliegenden Fall eine exakte Folge von
Homotopiegruppen (die Basispunkte lassen wir in der Notation fort)

- — 7rn+152 — 1, St — 7, 8% — 1,8% — 7,1 St — -

Nun wissen wir, da8 7,5 = 0 fiir m > 1. Als Spezialfall bekommen wir fiir n > 3
deshalb eine exakte Folge

0=mS"—mS®—n,5% —m_15 =0 ,

mithin einen Isomorphismus 7,53 ~ 7,58% (wenn n > 3) und insbesondere deshalb den

Isomorphismus
7352 ~ 138 ~ Z .

Wegen m,S* = 0 fiir n < k bekommen wir als Nebenprodukt auch noch eine exakte
Folge

0 = mS% — mS? — msSt —mS® =0,
also einen Isomorphismus 1552 ~ 7,5'; was eine neue Art von Berechnung von 752
bedeutet.

Was nun die Hopf-Faserung angeht, so ist es nicht eigentlich die S?, die die Basis von
dem Faserbiindel ist. Vielmehr ist es ein dazu isomorpher Raum, CP!, der komplex-
projektive Raum der (komplexen!) Dimension 1.

Es ist auch nicht so, dafl die Hopf-Faserung ein Einzelstiick wéire. Vielmehr ist sie ein
Stiick in einer ganzen Serie von Hopf-Faserungen. Wir sind zwar in erster Linie an dem
schon beschriebenen speziellen Fall interessiert, doch ist es iibersichtlicher, wenn man
zumindest einige der Dinge in ihrer allgemeinen Form zur Kenntnis nimmt. Deshalb
wollen wir das auch so tun.

Es sei K ein Korper. Wir sind hier interessiert an dem Fall K = C (Koérper der
komplexen Zahlen). Auch die entsprechende Diskussion fiir K = R (Kérper der reellen
Zahlen) ist von groflem Interesse fiir die Topologie, wenn auch fiir uns im Moment nicht
gar so sehr.
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Es bezeichne K™ den affinen n-dimensionalen Raum iiber K, d.h. die Menge der
n-Tupel {iber K. (Dabei wollen wir uns nicht daran stéren, dafl wir das Wort “Raum”
selbst dann benutzen, wenn der Kérper K, und damit auch die Menge K", nicht mit
einer Topologie daherkommen — die Algebraischen Geometer tun das schliefflich auch.)

Der projektive Raum von K™, Notation P(K™), ist definiert als der Raum der
Geraden in K™; wobei eine Gerade einen 1-dimensionalen Unter-Vektorraum von dem
Vektorraum K™ bezeichnet. Ein 1-dimensionaler Unter-Vektorraum nun ist festgelegt
durch die Angabe eines einzigen von 0 verschiedenen Elementes in K™. Umgekehrt
bestimmt der 1-dimensionale Unter-Vektorraum dieses erzeugende Element aber nur
bis auf Multiplikation mit einem von 0 verschiedenenen Element von K .

Man kann also P(K™), zumindest als Menge, identifizieren mit einer Menge von
Aquivalenzklassen in K™\ 0 (der ganze Vektorraum ohne den Null-Punkt). Die Aqui-
valenzrelation ist dabei so, wie oben beschrieben: man darf multiplizieren mit Elementen
von K*, der multiplikativen Gruppe der von 0 verschiedenen Elemente in K. Also

P(K") = (K"\0)/K*.
Statt P(K™) werden wir auch schreiben KP"~1.

Die alternative Schreibweise hat den folgenden verniinftigen Grund. Im Falle K = R
ist R™ eine reelle Mannigfaltigkeit der reellen Dimension n. Der zugehorige projektive
Raum P(R™) ist, wie die unten folgende Betrachtung zeigen wird, eine Mannigfaltigkeit,
deren Dimension um 1 kleiner ist; also von der reellen Dimension n—1. Folglich bietet
RP"~! sich als Notation an: der reell-projektive Raum der reellen Dimension n—1.

Ahnlich auch im Falle K = C. Es ist C" eine komplexe Mannigfaltigkeit der kom-
plexen Dimension n. Der zugehorige projektive Raum P(C"™) ist eine komplexe Man-

nigfaltigkeit, deren komplexe Dimension um 1 kleiner ist; also gleich n—1. Deshalb die
Notation CP™1.

DEFINITION. Sei G eine (topologische) Gruppe, die auf einem Raum E operiert. Es sei
vorausgesetzt, dafl die Operation frei ist (d.h. fiir alle z € E und ¢ € G kann z-g ==
nur dann vorkommen, wenn ¢ das Eins-Element der Gruppe ist). Sei B definiert als
der Raum der Bahnen (der Quotientenraum, bestehend aus den Aquivalenzklassen,
die gegeben sind durch die Operation der Gruppe). Es sei vorausgesetzt, dafi die
(Quotienten-) Abbildung p: E — B ein Faserbiindel ist (d.h. die lokale-Trivialitéits-
Bedingung erfiillt). Dann werden diese Daten (G, Aktion, E, Projektion, B) als ein
G -Prinzipalbiindel bezeichnet.

Satz. Im Falle K = R oder K = C definiert die Aktion von K* auf K™\O0 ein
K*-Prinzipalbiindel, mit Totalraum K™\ 0 und Basisraum KP"~!.

BeEwEIs. Dafl die Operation frei ist, ist klar. Es ist aber nicht ganz selbstversténdlich,
dal die lokale-Trivialitéitsbedingung erfiillt ist. Wir priifen sie nach durch explizites
Hinschauen.
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Dazu sei fiir 1 < i < n der Unterraum X; in K™\ 0 (dem Raum der n-Tupel mit
dem weggelassenen Null-Tupel) definiert durch die Bedingung, daf an der i-ten Stelle
des Tupels nicht die 0 steht. Es ist dann K™\ 0 = [J, X;.

Sei Y; das Bild von X; in B (= KP"!). Wenn ein Punkt (z1,...,2,) in X;
liegt, dann ist “Division durch z;”
(beziiglich der Aktion dquivalenten) Tupel (y1,...,y,) iibergehen, wo

Tk

Yp = , fir 1<k<n.
Z;

eine erlaubte Operation. Also kann man zu dem

Das resultierende Tupel hat an der i-ten Stelle eine 1. Die restlichen Stellen sind
andererseits eindeutig bestimmt durch die Aquivalenzklasse von (z1,...,,) (denn die
Briiche 7% “sehen” die Aktion von K™ nicht mehr). Man bekommt also eine Bijektion

¢i: Vi —— K"L.

Die Bijektionen ¢; insgesamt, also fiir 1 < ¢ < n, ergeben einen Atlas fiir eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit (reell, bzw. komplex, je nachdem ob K gleich R oder gleich
C ist). Das erfordert eine (leichte) Nachpriifung, die wir hier weglassen.

SchlieBlich, wenn wir das unterdriickte z; auch noch erinnern, das heifit mit der
Abbildung
(T1,. 0 20) —— ((ylv'-‘7yn) ) 331) )
bekommen wir einen Diffeomorphismus von dem Urbild von Y;, das heifit, von X;, zu
dem Produktraum Y; x K*. O

Sei weiterhin K = R oder K = C. Es bezeichne S(K") die Einheits-Sphére in K™ .
Im reellen Fall ist das die Sphiire S”~!. Im komplexen Fall ist es auch eine Sphére, und
zwar von der Dimension 2n—1. Denn sei z = a + bi die Darstellung einer komplexen
Zahl durch ihren Realteil und ihren Imaginérteil. Es ist

z:Z = (a+bi) (a—0bi) = a®*+b*.
Wenn wir also die Einheits-Sphére

S(C") = {z=(21,-.,22) € C" | ||| (de)

in dem unterliegenden R?" des C™ anschauen, so bekommen wir die Beschreibung
S(C™) = {((a1,b1),..., (an,by)) € R*" | @ +b1° +-+ +a,>+b,> =1},

d.h., es handelt sich um die ganz normale Sphire S?7~1,

A F etz E = 1)

Bezeichne G(K) die Untergruppe von K*, die aus den Zahlen vom Betrag 1 besteht;
im reellen Fall also die Gruppe {£1}, und im komplexen Fall die Gruppe

sto= {5€C| s> =s5-5=1 }.

Die Operation von K* auf K™\O0 induziert eine Operation von G(K) auf S(K").
Das ist klar im reellen Fall. Im komplexen Fall ist es eigentlich auch klar. Denn wenn
|s| =1, dann ist

l[s2||> = 821521+ +52,52, = (55)(2121) + -+ (58)(2nZn) = ||2|*.
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Satz. Die Aktion von G(K) auf S(K"™) definiert ein G(K)-Prinzipalbiindel, mit
Totalraum S(K™) und Basisraum KP"1.

BEwEIS. Mit den Notationen des vorigen Beweises ist es richtig, dafl die Abbildung
S(K") N X; —— Y, xG(K)

Li
($17"‘7‘rn) — ( (y17"‘7yn) ) m ) )
eine Aquivalenz ist. Die Umkehr-Abbildung ist dadurch gegeben, daB man zunichst
das Tupel (z1,...,x,") definiert durch =" = yi-s (= yx - ro-7) und dieses Tupel in
einem zweiten Schritt dann auf Lédnge 1 normiert.

Daf} die zusammengesetzte Abbildung links die Identitéit ergibt, liegt daran, dafl der

Vektor (z1/,...,z,") sich von dem urspriinglichen Vektor (x1,...,x,) nur unterscheidet
durch die Multiplikation mit einem positiven Skalaren (n&dmlich ﬁ), wenn man ihn
auf Liange 1 normiert, so wird er folglich gleich (x1,...,zy,).

Dafl man andererseits fiir die zusammengesetzte Abbildung rechts die Identitiat be-
kommt, liegt daran, dafl die Bildung der Briiche die vorher stattgefundene Multiplikation
mit einem Skalar wieder absorbiert. (|

Wir spezialisieren jetzt auf den Fall K = C und n = 2. In dem Fall ist
CP! ~ §?,

die 2-Sphére. Denn seien, wie vorher auch, X; und X, die Unterrdume von C?2\ 0,
die definiert sind durch

Xlz{(ﬂfl,.l‘g)ECQ‘l'l?éO} , ng{(a:l,:vg)e(CQ‘xg;éO}.
Ihre Bilder Y; und Y5 in CP! sind isomorph zu C ; Isomorphismen sind
YT, — C Y, — C
[21,22] — (L,y2) = (34, 32) (21, 22] — (y1,1) = (2, 22)
Auf dem Durchschnitt Y7 NY5 ist

Y2 (:E) = U

Das heifit, es werden hier zwei Exemplare C zusammengeklebt, und die Verklebung
erfolgt entlang C\0, der komplexen Ebene C minus dem Nullpunkt. Dabei ist die
Verklebe-Abbildung gegeben durch den Ubergang zum Inversen.

Was wir sehen, ist also die 2-Sphére, zusammengeklebt aus
(82 minus Norpol) und (S? minus Siidpol) ;

wobei die Verklebung eben erfolgt entlang dem Gebiet zwischen den Polen.
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Homotopie-Liftungs-Eigenschaft, Faserungen

Beim Studium der Uberlagerungen waren wir seinerzeit dazu gefiihrt worden, eine etwas
technisch aussehende Eigenschaft systematisch zu betrachten. Es handelte sich um
die Wege-Liftungs-Figenschaft. Das Vorliegen dieser Eigenschaft war, wie sich spéter
herausstellte, die Grundlage fiir die wesentlichen Ergebnisse zu den Uberlagerungen.

Uberlagerungen kann man als einen speziellen Fall von Faserbiindeln auffassen. Es
sind nédmlich gerade diejenigen Faserbiindel, wo die Fasern diskrete Ridume (d.h. mit
der diskreten Topologie versehen) sind.

Insofern ist es plausibel, dafl auch bei den Faserbiindeln die Wege-Liftungs-Eigen-
schaft eine Rolle spielen wird; oder vielmehr eine Verallgemeinerung von ihr: die Homo-
topie-Liftungs-FEigenschaft.

Die Homotopie-Liftungs-Eigenschaft gibt es in etlichen Varianten; von denen werden
wir einige anschauen. Wir werden dann zur Kenntnis nehmen, dafi Faserbiindel die
Homotopie-Liftungs-Eigenschaft haben; und daf, als Folgerung davon, die lange exakte
Folge der Homotopiegruppen existiert.

Spéter werden wir zur Kenntnis nehmen, dafl es Dinge gibt, die nicht Faserbiindel sind
(oder zumindest nicht ganz), wo aber trotzdem die Homotopie-Liftungs-Eigenschaft er-
fiillt ist (und wo folglich auch eine lange exakte Folge der Homotopiegruppen existiert).
Es hat sich als zweckmiflig herausgestellt, solche Dinge sozusagen ehrenhalber auch
noch als “Faserungen” anzusehen. Mit anderen Worten, es hat sich als zweckméfig her-
ausgestellt, den allgemeinen Faserungs-Begriff auf die Homotopie-Liftungs-Eigenschaft
zu griinden.

Sei p: F — B eine Abbildung von Raumen. Die Test-Situation fiir die Homotopie-
Liftungs-Figenschaft besteht in der Angabe eines Raumes X und eines kommutativen
(Test-) Diagramms

xx{oy L F

| [»

Xx[0,1] —2— B

Gegeben sind, mit anderen Worten, eine Abbildung f: X — FE und eine Homotopie
der zusammengesetzten Abbildung p o f; also eine Abbildung ¥: X x [0,1] — B mit
V(X x0) =pof.

Die HLE fiir die Abbildung p: E — B (und fiir den Testraum X ) fordert, daf in
dieser Situation eine Abbildung von links unten nach rechts oben in dem Diagramm
existiert, ®: X x [0,1] — E, so da} auch das ergénzte Diagramm noch kommutativ ist.
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Mit anderen Worten, gefordert ist die Existenz einer Homotopie @, die erstens eine
Homotopie von f ist, und die zweitens eine Homotopie {iber ¥ ist oder, wie man auch
sagt, die die Homotopie ¥ liftet; mit anderen Worten, gefordert ist die Existenz einer
Abbildung ®: X x [0,1] — E mit ®|(X x0) = f und ¥ = po ®.

Eine Variante der Test-Situation fragt nach einer relativen Version hiervon insofern
als in dem Testraum X noch ein Unterraum A spezifiziert ist, und auf dem ist eine
Liftung der Homotopie schon vorgegeben. Das Test-Diagramm ist also

Xx{0}UuAx[0,1] —— E

| s

X x [0,1] Y . B

und gefordert ist wieder eine Ergéinzung des Diagramms (eine Abbildung von unten
links nach oben rechts, so dafl das Diagramm kommutativ bleibt).

DEFINITION. Die Abbildung p : £ — B hat die Homotopie-Liftungs-Eigenschaft
(abgekiirzt HLE), wenn die obige Homotopie-Liftungs-Bedingung fiir alle Rdume X
(und fiir alle Test-Diagramme) erfiillt ist.

DEFINITION. Die Abbildung p: F — B hat die Homotopie-Liftungs-Eigenschaft fiir
Polyeder (abgekiirzt HLEP ), wenn die Bedingung zumindest fiir jeden solchen Raum
X erfiillt ist, der ein Polyeder (endlicher Simplizialkomplex) ist.

DEFINITION. Die Abbildung p : F — B heifit eine Hurewicz-Faserung, wenn sie
die Homotopie-Liftungs-Eigenschaft hat. Sie heifit eine Serre-Faserung, wenn sie die
Homotopie-Liftungs-Eigenschaft fiir Polyeder hat.

Wir werden uns hier mit der Behandlung der Homotopie-Liftungs-Eigenschaft fiir
Polyeder begniigen. Es gibt nicht viel wesentliches, was uns auf die Weise entgeht, und
es ist mit weniger an technischen Komplikationen verbunden. Die Hauptanwendung ist
folgender Satz:

Satz. Sei p: E — B eine Serre-Faserung. Sei b € B und sei x € F = p~1(b). Es gibt
eine lange exakte Folge von Homotopiegruppen:

- — Tpe1(B,b) — m(Fox) — 7w (E,x) — 7m,(B,b) — mp_1(F,z) — - --
BEwEIS. Aufgrund des nachfolgenden Lemmas gibt, fiir n > 1, die Projektion p einen
Isomorphismus

(B, F;2) —2— m,(B,{b};z) ~ mn(B,z) .
Mit Hilfe dieses Isomorphismus 1dft sich die lange exakte Folge des Paares (E, F)),
— M1 (B, Fix) — mp(Fyz) — mp(E,2) — 7 (E, Fiz) — w1 (Fyx) —

in die von dem Satz behauptete Form umschreiben. O
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Lemma. Sei p: E — B eine Serre-Faserung. Sei Y C B ein Unterraum (z.B. Y = {b}).
Sei x € p~1(Y). Die Projektion p induziert einen Isomorphismus (fiir n > 1)

pe: T (E,p (V) 2) =, (B, Y;p(x)) .

BEwWEIS. Wir zeigen, dafl die Abbildung p. erstens surjektiv und zweitens injektiv ist.
— Surjektivitdt. Sei [(] € m,(B,Y;p(x)), sei B: (D™, 0D",s9) — (B,Y,p(x)) davon
ein Reprisentant. Per Umschreiben kénnen wir § alternativ auch auffassen als eine
Abbildung des n-Wiirfels [0,1]". Der Basispunkt so sei in [0,1]"71x{0} enthalten.
Indem wir notfalls # durch eine homotope Abbildung ersetzen (HEE der Inklusionen
[0,1]""tx{0} c @[0,1]™ und 9[0,1]™ C [0,1]™) koénnen wir annehmen, dafl 3 einge-
schrinkt auf [0,1]""1x{0} die triviale Abbildung in den Basispunkt p(z) ist. Diese
triviale Abbildung 18t sich liften zur trivialen Abbildung von [0,1]"~*x{0} in den Ba-
sispunkt xz von E. Jetzt kommt der Trick: Nichts hindert uns daran, die Abbildung (3
als eine Homotopie aufzufassen; ndmlich eine Homotopie, die bei der trivialen Abbildung
von [0,1]"~!x{0} startet. Diese triviale Abbildung haben wir schon geliftet. Aufgrund
der ausdriicklich vorausgesetzten HLEP konnen wir deshalb auch die “Homotopie”,
d.h. die Abbildung 3 selbst liften. Die Liftung hat nun automatisch die Eigenschaften,
die von einem Reprisentanten eines Elements von m, (E,p~!(Y);z) verlangt werden.

— Injektivitdt. Das geht ganz dhnlich und nur ein klein wenig komplizierter. Seien
ar: (D", 0D",s,) — (E,p~1(Y),z) und ay: (D",dD",s,) — (E,p~1(Y),z) Reprisen-
tanten von zwei Elementen von m,(E,p~!(Y);z). Da} die beiden Elemente durch die
Abbildung p. abgebildet werden auf ein- und dasselbe Element von 7,(E,Y;p(x)),
heifit, dal eine Homotopie von poa; zu poas existiert, die gewisse Eigenschaften hat:
es ist eine Homotopie von Paaren von Abbildungen, und die Homotopie ist am Basis-
punkt konstant. Wir ersetzen wieder D™ durch [0,1]™ und schreiben die Homotopie
um als eine Abbildung
[1,2] x [0,1]™ ~ [1,2] x [0,1]""'x [0,1] —— B.
Wir nehmen wieder an, dafl der Basispunkt enthalten ist in [0,1]"~!x{0}. Wie oben
konnen wir annehmen, dafl a; und as beide die Eigenschaft haben, dafl ihre Ein-
schrinkung auf [0,1]"~!x{0} die triviale Abbildung in den Basispunkt x von E ist.
Zusétzlich konnen wir auch annehmen, dafl jede der Abbildungen po oy, t € [1,2], die
analoge Eigenschaft hat, daf [0,1]""1x{0} in den Basispunkt p(z) von B abgebildet
wird (denn das kénnen wir erreichen durch eine Anderung der Homotopie mittels einer
Deformationsretraktion von [1,2] x [0,1]""! x {0} in den Unterraum
{1} x [0,1]* "' x {0} U [1,2] x {so} U {2} x [0,1]" ' x {0}
und anschliefendes Zitieren der HEE). Es kommt jetzt derselbe Trick wie oben auch: Die
Homotopie wird um-interpretiert als eine Homotopie, die bei der trivialen Abbildung
[1,2] x [0,1]" 7 x {0} ——— {p(x)}
startet. Diese triviale Abbildung wird geliftet zur trivialen Abbildung in den Basispunkt
x, und zum Schlufl wird die HLEP zitiert. Dabei verwenden wir eine geeignete relative
Version (entweder Nr. 3 oder Nr. 5 in dem nachfolgenden Satz). Die erhaltene Liftung
gibt eine Homotopie zwischen a; und as; es ist also [a1] = [az]. O
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Bevor wir die HLEP fiir Faserbiindel nachweisen, geben wir eine Auflistung einiger
dquivalenter Eigenschaften. Die Niitzlichkeit davon ergibt sich z.B. daraus, dafl eine der
Alternativen schon in dem vorstehenden Beweis benutzt wurde.

Satz. Sei p: E — B eine Abbildung. Es sind dquivalent:
(1) HLEP

(2) HLE fiir den Testraum D™ (fiir alle n)

(3) HLE fiir D™, relativ zu dem Unterraum 9D"™

(4) HLE fiir CW-Komplex, relativ Unterkomplex

()

5) HLE fiir Polyeder, relativ Unterpolyeder.

BEWEIS. (1) = (2). D™ ist topologisch dquivalent zu einem Polyeder.

(2) = (3). Gefragt ist nach dem Ergéinzungspfeil D" x [0,1] — E in dem linken
bzw. rechten Diagramm

D" x {0} —— FE D"x{0}uoD"x[0,1] —— E
! l l l
D" x[0,1] —— B D™ x [0,1] —— B

Diese beiden Aufgaben sind zueinander dquivalent. Denn es gibt eine topologische
Aquivalenz von D™ x [0, 1] auf sich, mit

D"x{0} U dD"x [0,1] == D" x {0} .

Folglich kann man eine Aufgabe vom Typ “links” iibersetzen in eine solche vom Typ
“rechts”, und umgekehrt.

(3) = (4). Wenn X aus X’ durch das Anheften einer Zelle entsteht, X = X'Ugp» D™,
so ergibt sich die HLE fiir X relativ zu X’ aus derjenigen fiir D™ relativ zu 9D™
durch “Zusammenkleben”: Man benutzt die Abbildung D™ — X (die charakteristische
Abbildung der neuen Zelle) um aus der vorgegebenen Aufgabe (das rechte Teildiagramm
unten) eine neue Aufgabe zu schaffen (das Diagramm, das durch das groBe Rechteck
gegeben ist),

D"x{0} uoD"x[0,1] —— Xx{0}UX'x[0,1]] —— E

| | !

D" % [0,1] — Xx[0,1] —— B

Diese Aufgabe ist 16sbar, wegen (3). Die resultierende Abbildung D™ x [0,1] — E
ergibt sofort die gesuchte Abbildung X x [0, 1] — E, da das linke Quadrat ein Verklebe-
Diagramm ist,

Xx{0}UX' x [0,1] Upnyioyuapnxio D™ x[0,1] —— X x[0,1] .
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Wenn nun X aus X’ nicht durch das Anheften von einer einzigen n-Zelle entsteht,
sondern durch das Anheften von mehreren, so geht es genauso. Folglich kénnen wir
endlich-dimensionale CW-Komplexe induktiv behandeln: den Induktions-Schritt haben
wir gerade gemacht. — Der Rest ist eine uns vertraute Formalie (wegen der Tatsache,
daf} eine Abbildung von CW-Komplexen schon dann stetig ist, wenn die Einschréankun-
gen auf die Skelette es sind).

(4) = (5). Simplizialkomplexe sind (spezielle) CW-Komplexe.

(5) = (1). HLEP ist der Spezialfall von (5), wo das Unterpolyeder leer ist. O

Der nun folgende Satz verallgemeinert den Wege-Liftungs-Satz der Uberlagerungs-
Theorie, und zwar ist dies eine Verallgemeinerung in mehrfacher Hinsicht: Faserbiindel
sind allgemeiner als Uberlagerungen; und es werden nicht nur Wege geliftet, sondern
auch allgemeinere Homotopien.

Satz. Sei p: E — B ein Faserbiindel. Die Abbildung p: E — B hat die Homotopie-
Liftungs-Eigenschaft fiir Polyeder.

BEwWEIS. Nach dem vorangegangenen Satz geniigt es, die HLE fiir den n-Ball D" zu
zeigen (fiir jedes n) oder, was auf dasselbe hinauslduft, fiir den Wiirfel [0, 1]™. Sei also
ein Test-Diagramm

[0,1]" x {0} —— FE

| v
n v
[0,1]" x [0,1] —— B
gegeben. Wenn das Faserbiindel ein triviales Biindel wire (was es im allgemeinen
natiirlich nicht sein wird), so wire unsere Aufgabe vermutlich besonders einfach. Wir
versuchen deshalb so gut als moglich, uns auf diesen Fall zuriickzuziehen. Die Idee ist,
die Existenz von lokalen Trivialisierungen zu verwenden und aus dieser Existenz dann
Nutzen zu ziehen mit Hilfe des Lebesgue’schen Uberdeckungs-Satzes.

Nach Definition der Faserbiindel gibt es eine offene Uberdeckung {U;}ic; von dem
Basisraum B durch Elementar-Umgebungen; das heiflt, daf§ iiber jeder der Mengen U;
eine lokale Trivialisierung des Faserbiindels p: ' — B existiert.

Wir ziehen die Uberdeckung auf den (n+1)-Wiirfel [0, 1] x [0, 1] zuriick. Das heifit,
wir betrachten die Uberdeckung { U—1(U;) }ie; von dem Wiirfel [0, 1]™ x [0,1].

Der Lebesgue’sche Uberdeckungs-Satz sagt, daf [0, 1] x [0, 1] so in Teilwiirfel gleicher
Grofle unterteilt werden kann, daf jeder der Teilwiirfel ganz enthalten ist in einer der
Mengen {V~(U;) }ier; oder, was auf dasselbe hinausliuft, der Teilwiirfel wird durch
die Abbildung ¥ ganz in eine der Elementar-Umgebungen U; abgebildet.
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Die Teilwiirfel denken wir uns nun geschrieben als Produkte W X [a,b], ndmlich
Teilwiirfel von [0,1]" x Teilintervall von [0, 1] .

Wie iiblich, so empfiehlt es sich auch hier, klein anzufangen. Das heif}t, bei den
Teilwiirfeln von [0,1]™ beginnen wir nicht unbedingt gleich mit den n-dimensionalen.
Vielmehr werden wir vorher vielleicht noch solche von kleinerer Dimension behandeln
wollen.

Die richtige Reihenfolge ist diese. Wenn wir das Produkt W x [a, b] behandeln wollen,
so setzen wir voraus, dafl vorher schon behandelt sind:

(i) alle die W’ x [a/,b'], wo @’ < a (ganz gleich, von welcher Dimension W' ist) und
(ii) alle die W x [a”,b"] , wo @” = a, und wo W kleinere Dimension als W hat.
Offenbar ist es moglich, die Teilwiirfel in dieser Weise anzuordnen.

Kommen wir nun zur Behandlung des Teilwiirfels W x [a,b] | Geméifl der gerade
beschriebenen Vorgehensweise ist die gesuchte Abbildung ® von W X [a,b] zu E auf
einem Teil von W x [a,b] schon definiert; ndmlich auf dem Teil

W x {a} U OW X [a,],

da dieser sich zusammensetzt aus vorher schon behandelten Teilwiirfeln.

Nach Herleitung gibt es eine Menge U; aus der Uberdeckung, die die Eigenschaft
hat, dal (W x [a,b]) C U;; sei eine solche Menge ausgewahlt. U; ist eine Elementar-
Umgebung: das Biindel ist dariiber trivialisierbar; sei eine lokale Trivialisierung aus-
gewihlt,

pil(Ui) L> Ul X f‘jgC

v| [ o

v —— U
(wo F, die Faser iiber einem Punkt x € U; bezeichnet). Das Diagramm

Wx{a} UdW x[a,b] —L— p~\(U;) —Z— U, x F,

| .| [

W x [a, b] ., U —= U
gibt uns nun eine Ubersetzung der gesuchten Abbildung ® von W x [a,b] zu p~*(U;)
in eine Abbildung ® von W x [a,b] zu U; x F,.

Die Komposition pr; o @ ist eine vorgegebene Abbildung, ndmlich ¥ (wegen der
Bedingung, dafl ® eine Liftung von ¥ sein soll). Also kann nur iiber die andere Kom-
ponente,

o: Wxla,b) — F, , ¢ = prao®,
noch verfiigt werden. Diese Komponente steht andererseits zur freien Verfiigung soweit
die eine (schon diskutierte) Bedingung betroffen ist: die Kommutativitidt des unteren
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Dreiecks in dem zu vervollstdndigenden Diagramm. Das obere Dreieck in diesem Dia-
gramm andererseits gibt eine weitere Bedingung. N&mlich die Einschrinkung von ¢ soll
durch die Abbildung f gegeben sein (genauer: durch f, gefolgt von dem Isomorphismus
und von der nachfolgenden Projektion prg). Diese Bedingung wird aber automatisch
erfiillt sein, wenn wir nun ¢ definieren als die zusammengesetzte Abbildung

W x [a,b] —— Wx{a} UOW x|a, V] L>P_1(Ui) = Ui x F, /5 F,
wo r: W x|a,b] — Wx{a}UOW x[a,b| eine Retraktion sein soll — wir wissen, daf} eine
solche existiert.

Die induktive Behandlung der Teilwiirfel ist damit abgeschlossen. O

BEeisPIEL (HLEP, aber nicht Faserbiindel ). Sei F = V2, das 2-Simplex, und B = V!,
das 1-Simplex. Sei p: E — B definiert als eine “Ausartungs-Abbildung”: eine sur-
jektive, affine und ecken-erhaltende Abbildung. Das Urbild der einen Ecke von V! ist
dann ein einziger Punkt, wihrend jeder andere Punkt von V' als Urbild ein Intervall
hat. Die Abbildung p: E — B ist also sicherlich kein Faserbiindel. Es ist andererseits
aber richtig, dafl diese spezielle Abbildung p: £ — B die HLEP hat; der Beweis ist
nicht-trivial und soll hier nicht erbracht werden. O

In dem Beispiel ist es so, dafl zwei Fasern der Abbildung p: F — B immer den-
selben Homotopietyp haben, wenn sie auch nicht isomorph zueinander sein miissen. Der
folgende Satz sagt, dal das kein Zufall ist.

Satz. Sei p: E — B eine Abbildung. Der Raum B sei weg-zusammenhéngend.

(1) Wenn p Hurewicz-Faserung ist (d.h. wenn p die HLE hat), dann sind je zwei Fasern
von p zueinander homotopiedquivalent.

(2) Wenn p Serre-Faserung ist (d.h. wenn p die HLEP hat), dann sind zumindest je
zwei solche Fasern zueinander homotopiedquivalent, deren jede (nach Voraussetzung)
den Homotopietyp von einem CW-Komplex hat.

BeEwEIs (Skizze). Seien b; und bs zwei Punkte in B. Seien F; und F, die Fasern
dariiber, F; = p~1(b;). Ein Weg w von b; zu by kann interpretiert werden als eine
Homotopie, die bei der (trivialen) Abbildung F; — {b;} C B startet. Die Inklusion
Fy — FE gibt eine Liftung der Start-Abbildung; Zitieren der HLE gibt dann eine Liftung
der Homotopie selber. Die SchluB3-Abbildung in der Homotopie ist eine Abbildung
fi1: F1 — F5. Man zeigt, f1 ist Homotopieiquivalenz, mit homotopie-inverser gegeben
durch die analoge Abbildung fo: F» — F;. Die Komposition f;o f; ist ndmlich Liftung
der Homotopie der trivialen Abbildung, die durch den zusammengesetzten Weg, erst
w, dann w (der inverse Weg), gegeben ist. Der Trick ist nun, den Weg ww auf seinen
Anfangs- und Endpunkt zusammenzuziehen. Eine Liftung der daraus resultierenden
Homotopie ergibt, als ihren Endzustand (nach kiirzerem Hinsehen) eine Homotopie von
fa o f1 zur identischen Abbildung auf F;. — Fiir den Teil (2) steht die HLE nicht zur
Verfiigung. Man bendtigt CW-Approximationen F;’ —— F; um zumindest die HLEP
zitieren zu konnen. g
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Induzierte Faserungen

Es ist eine wichtige Tatsache, daf man eine “Faserung” (der einen oder andern Art)
entlang einer Abbildung “transportieren” kann — aber Vorsicht: solcher Transport
geht nur in einer Richtung, ndmlich riickwérts; dementsprechend spricht man auch vom
Zuriickziehen einer Faserung p: F — B entlang einer Abbildung : B’ — B.

Es ist plausibel, was man zu machen hat. Man will ja erkldren, was (fiir die neue
Faserung) die Faser indiziert durch einen Punkt o’ € B’ sein soll. Nun hat aber &’ den
Bildpunkt b = 8(V’), und dieser Bildpunkt indiziert ja schon seine Faser I, = p~1(b).
Insofern sieht es wie ein verniinftiger Entschlufl aus, dal auch b nun diese selbe Faser
Fy indizieren soll,

®)'@) = pH(BO)) .

Man muf schlielich noch sagen, wie die Gesamtheit der Fasern fiir die neue Faserung
“zusammengebaut” ist; das heifit, wie diese Gesamtheit mit einer topologischen Struktur
versehen sein soll. Auch dafiir gibt es eine Losung, die einerseits die “richtige” ist und
andererseits von frappierender Einfachheit. Man definiert nimlich den Totalraum fiir
die neue Faserung als das sogenannte Faserprodukt (es wird oft, und nicht nur in der
englischen Literatur, auch als der Pullback bezeichnet),

E' = B'xgE := {(V,e) € BxE | B(t/) =ple) } .

Dabei ist die neue Faserprojektion definiert als diejenige Abbildung, die von der ersten
Projektion, (b, e) — b, induziert ist. Das resultierende Diagramm

B'xgpE —— FE

/| »
B’ L} B

wird auch als ein Pullback-Diagramm bezeichnet.

BEISPIEL. Sei A ein Unterraum von B, mit Inklusions-Abbildung 3. Die Definition
AxgpE = {(a,e) € AxE ‘ B(a) :p(e)}

lduft in dem Fall darauf hinaus, dal A xg E der Unterraum p~1(A) ist (jedenfalls
bis auf kanonische Isomorphie). Die Angabe der Komponente a in dem Paar (a,e) in
A xp FE ist schlicht iiberfliissig; denn a ist eindeutig dadurch bestimmt, daf} sein Bild
unter der Inklusion dasselbe sein soll wie der Bildpunkt p(e). Pullback entlang einer
Inklusion ist also dasselbe wie die Einschrinkung auf den betreffenden Unterraum.
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Satz. Wenn p: E — B ein Faserbiindel ist, dann auch p': E' — B’.

BEWEIS. Nach Definition eines Faserbiindels gibt es eine offene Uberdeckung {Ui}ier
von B derart, daf} iiber jedem der U; eine lokale Trivialisierung existiert:

P (U) —— Uix F;

Wir betrachten die zuriickgezogene Uberdeckung { 3~ (U;) }ie; von B’. Es wird nun
geniigen, zu zeigen, daf iiber jeder der offenen Mengen 3~!(U;) eine lokale Triviali-

“zuriickgezogene Faserung” p’: B/ — B’ existiert. Das folgt aber sofort

sierung fiir die
aus der Tatsache, dafl der Pullback eines trivialen Biindels wieder ein triviales Biindel
ist: Sei pri: U x F' — U triviales Biindel, sei 3: V — U eine Abbildung. Der Pullback
V xy (UXF) ist

{ (v, (u,f)) € Vx(UxF) ‘ B(v) :u}

was offenbar dasselbe ist wie V' x F' (bis auf kanonische Isomorphie). O

Satz. Wenn p: E — B Hurewicz-Faserung ist, dann auch p': E' — B’; dhnlich mit
Serre-Faserungen.

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen: wenn p: E — B die Homotopie-Liftungs-Eigenschaft
fiir einen Raum X hat, dann hat p’: E/ — B’ sie auch. Es sei ein Liftungs-Problem
gegeben; der linke Teil in dem folgenden Diagramm:

Xx{0} —— B xpE —— FE

| v .|

xx01] 2%~ B .8

Nach Hypothese existiert eine Liftung in dem grofien Diagramm, eine Abbildung G von
X x[0,1] zu E. Man bekommt eine Abbildung
X x[0,1] — B'xpE

als diejenige Abbildung X x [0,1] — B’ x E, deren Komponenten die Abbildungen
H und G sind: wegen der Giiltigkeit von

foH = po(G
landet diese Abbildung in dem Unterraum B’ xg E von B’ x E; und sie erfiillt auch
die Bedingung, dafl die beiden resultierenden Dreiecke kommutativ sind. O

BEMERKUNG. Der vorangegangene Beweis besteht aus nichts anderem als dem Hinweis
darauf, da§ die “Pullback” Konstruktion eine gewisse “universelle Eigenschaft” hat (der
Pullback ist der Inverse Limes von einem bestimmten Diagramm).

49



Abbildungs-Riume

X und Z seien Mengen. Die Menge der Abbildungen von X zu Z soll mit
7X
bezeichnet werden. Es gilt das Exponentialgesetz fiir Abbildungen: wenn Y eine weitere
Menge ist, so ist
ZXXY ~ (ZX)Y .
Dies ein natiirlicher Isomorphismus; er ist dadurch gegeben, dafl man eine Funktion von
zwei Variablen,
f:XXY_>Z7 (.’L’,y)'—>f(.'13‘,y),
auch interpretieren kann als eine parametrisierte Familie von Funktionen von einer
Variablen,
Y — 7%, y e fys
dabei bezeichnet f, die partielle Funktion
fy: X_>Z7 fy(x) = f(xuy) °

Wir sind daran interessiert, d&hnliche Um-Schreibe-Tricks zur Verfiigung zu haben in
einer Situation, wo die beteiligten X, Y, Z nicht nur Mengen sind, sondern Riume.
Die Angelegenheit wird dadurch nicht-trivial. Es ist erstens zu kléren, auf welche Weise
auch ZX, etc., ebenfalls Rdume sind. Zweitens ist es nicht selbstversténdlich, da8 der
gewiinschte natiirliche Isomorphismus auch ein Isomorphismus von Rdumen ist; d.h.,
daB er mit den beteiligten topologischen Strukturen vertréglich ist.

Als erstes stellen wir fest, dafl es eine sehr einfache Lésung des Problems gibt, wenn
wir uns gestatten, ein wenig zu mogeln. Namlich wir nehmen an, dafl X, Y, Z nicht
nur topologische Rdume sind, sondern dafl zusétzlich auch gilt: Z ist metrischer Raum,
X und Y sind kompakt. In dem Fall ist auch ZX ein metrischer Raum,

d(g1,92) := supd(gi(z), g2(x)) ;
zeX
ZXXY und (ZX)Y sind es in analoger Weise eben-
falls. Schliellich ist der Isomorphismus ZX*Y =~ (Z%)Y auch ein Isomorphismus von

und die anderen Funktionenrdume

metrischen Rdumen, wegen

sup  d(fi(z,y), folz,y)) = sup( sup d(fi(z,y), fa(z,y)) ) .

(z,y) € X XY yeY zeX

In unseren Anwendungen werden die zusitzlichen Voraussetzungen (X, Y kompakt,
Z metrischer Raum) erfiillt sein. Der gemogelte Teil besteht darin, dafi wir keineswegs
darauf achten werden, wie die Metrik sich bei irgendwelchen Konstruktionen éndert; es
wire ein Akt des reinen Glaubens, anzunehmen, da8 solche Anderungen der metrischen
Struktur fiir die topologische Struktur der Funktionenrdume unerheblich sind.
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Eine Méglichkeit, das Problem zu vermeiden, ist, die Funktionenriume ZX, etc.,
einschlieBlich ihrer topologischen Struktur zu beschreiben unter alleiniger Verwendung
der topologischen Strukturen der beteiligten Rdume; und dann damit zu arbeiten. Das
ist auch genau das, was wir tun werden.

Dabei werden wir mit Befriedigung zur Kenntnis nehmen, dafl die vorhin iiber
die Metrik konstruierte topologische Struktur in dem da vorliegenden speziellen Fall
tatséchlich die richtige war (das wird unser erster Satz sein).

DEFINITION. (1) Seien X und Z topologische Riéume. Es bezeichne ZX die Menge
der stetigen Abbildungen von X nach Z.

(2) Sei K eine kompakte Teilmenge von X ; sei O eine offene Teilmenge von Z. Es be-
zeichne W(K,O) die Untermenge von Z~ | die aus denjenigen Abbildungen f besteht,
die die Eigenschaft haben, dafi f(K) C O.

(3) ZX sei mit der topologischen Struktur versehen, die von dem Mengensystem

{W(K’ O) }(KCX kompakt , OCZ offen)

erzeugt ist. Mit anderen Worten, die topologische Struktur von ZX ist so definiert,
daf das genannte Mengensystem eine Sub-Basis der Topologie von ZX ist.

(4) Die beschriebene topologische Struktur wird als die kompakt-offene Topologie von
dem Funktionenraum ZX bezeichnet.

Satz. Sei X kompakt, sei Z metrischer Raum. Die metrische Topologie auf ZX stimmt
iiberein mit der kompakt-offenen Topologie.

BEWEIS. Sei A eine Teilmenge von ZX . Wir miissen zeigen, wenn A offen ist in der
kompakt-offenen Topologie, dann auch in der metrischen Topologie; und umgekehrt.

Sei zunéchst vorausgesetzt, daff A offen ist in der kompakt-offenen Topologie. Nach
Definition (“Sub-Basis”) heifit das, dal A eine (beliebige) Vereinigung von endlichen
Durchschnitten von Mengen des Typs W(K, O) ist. Offenbar wird es deshalb geniigen,
zu zeigen, dafl jede der Mengen W(K, O) beziiglich der metrischen Topologie eine offene
Menge ist.

Sei eine kompakte Menge K in X fixiert und eine offene Menge O in Z. Sei
f € W(K,O). Wir haben zu zeigen, daf} eine e-Umgebung von f existiert, die noch
ganz in der Menge W(K,O) enthalten ist. Dazu definieren wir eine Zahl ¢ als die
Distanz von f(K) zu dem Komplement von O,

e = xlg{d(f(x), CoO) .

Wegen der Abgeschlossenheit von CO ist d(f(z), CO) > 0 fiir jedes x; wegen der Kom-
paktheit von K ist deshalb e > 0. Wenn g € Z¥ die Eigenschaft hat, da8 d(g, f) < €,
dann ist insbesondere d( g(x), f(z)) < € fiir alle z € K. Folglich ist g(x) € O fiir alle
reK;dh g W(K,O).

51



Sei umgekehrt nun vorausgesetzt, dafl A eine offene Menge in der metrischen Topolo-
gie ist. Sei f € A. Wir miissen zeigen, dafl die Menge A eine Umgebung von f in
der kompakt-offenen Topologie ist. Es wird geniigen, dal wir uns von jetzt an auf ein
bestimmtes f konzentrieren. Wir haben zu zeigen, dafl es ein endliches System von
Kompakta K; in X gibt, ¢ € I, und ein entsprechendes System von offenen Mengen
O; in Z, derart, da§ der Durchschnitt der Mengen W(K;, O;) einerseits f enthilt und
andererseits ganz enthalten ist in der Menge A.

Um diese Dinge zu produzieren, werden wir die Metrik benutzen. Da A offen ist,
gibt es ein € > 0, so dafl die e-Kugel um f noch ganz in A enthalten ist. Wir werden
die K; und O; so produzieren, daf§ der Durchschnitt der W(K;, O;) tatsdchlich schon
in der e-Kugel enthalten sein wird.

Zu dem Punkt z € X betrachten wir das Urbild, unter f, von der £-Kugel um
f(x) in Z. Dieses Urbild ist eine Umgebung von z, es enthélt deshalb auch noch eine
kompakte Umgebung K, (wegen der uns von frither her schon bekannten Tatsache,
dafl ein kompakter Raum automatisch auch lokal-kompakt ist). Indem wir noch einmal
die Kompaktheit von X zitieren, erhalten wir, daf die Uberdeckung {K,},cx eine
endliche Teil-Uberdeckung {K;};c; hat.

g

Fiir jedes ¢ € I wird die Menge O; in Z jetzt definiert als die offene f-Umgebung
der Bildmenge f(K;). Aus der Herleitung ergibt sich, dafi der Durchmesser von O;
(d.h. der maximale Abstand von zwei Punkten in O;) hochstens gleich 2- £ +2- £ ist.

Sei g € Z¥ so, dal g enthalten ist in jeder der Mengen W(K;, O;). Zu = € X gibt
es ein i, so dafl z € K;. Da g € W(K;,0;), ist g(x) € O;. Andererseits ist f(z) € O;
sowieso. Also haben g(z) und f(z) Abstand < 2e. Das gilt fiir alle z, also ist g
enthalten in der e-Kugel um f. O

BEMERKUNG. Die Kompaktheit von X war in dem vorstehenden Argument eine sehr
wichtige Hypothese. Der Satz ldfit sich nur dadurch auf (sagen wir, lokal-kompakte)
Riume X iibertragen, dafl man die Behauptung dndert: Man muf} die “Topologie der
gleichméfigen Konvergenz” (d.h. die metrische Topologie) ersetzen durch die “Topologie
der gleichméfligen Konvergenz auf Kompakta”. a

Korollar. X und Y seien kompakt, Z sei metrisierbar (isomorph zum unterliegenden
topologischen Raum eines metrischen Raumes). Fiir die Funktionenrdume, mit der
kompakt-offenen Topologie, gilt das Exponentialgesetz ZX*Y = (zZX)Y

BEwEIS. Man wéhlt einen Isomorphismus von Z zu einem metrischen Raum; oder,
was auf dasselbe hinausléuft, man wéhlt eine metrische Struktur fiir Z. Wie eingangs
festgestellt, gilt (aus sehr einfachen Griinden) das Exponentialgesetz fiir die metrischen
Funktionenrdume, also auch fiir deren unterliegende topologische Rdume. Nach dem
Satz iibersetzt sich das in das Exponentialgesetz fiir die Funktionenrdume mit der
kompakt-offenen Topologie. O
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Wir werden uns noch die etwas iiberfliissige Miihe machen, das Exponentialgesetz
auch “topologisch” zu beweisen. Dabei wird sich herausstellen, daff der Raum Z ein
ganz beliebiger Raum sein darf; und dafl auch fiir die R&ume X und Y deutlich weniger
benétigt wird als die Voraussetzung ‘kompakt’. Der Exkurs wird uns die Gelegenheit
geben, die wichtige kompakt-offene Topologie ein wenig zu studieren.

Satz. Seien X und Z topologische Raume.

(1) Sei B eine Basis der Topologie von Z. Die Mengen W(K,O), K C X kompakt,
O € B, bilden eine Subbasis der kompakt-offenen Topologie auf ZX .

(2) Sei S eine Subbasis der Topologie von Z . Die Mengen W(K,O), K C X kompakt,
O € S, bilden eine Subbasis der kompakt-offenen Topologie auf ZX .

BewEIs. (1) Es ist zu zeigen, daf8 jede offene Menge aus Z% oder, was auf dasselbe
hinausléuft, jede Menge der Art W(K,O), wo K C X kompakt und O C Z offen, auch
offen ist beziiglich der in (1) beschriebenen Subbasis. Das Argument dafiir ist &hnlich
zu dem im zweiten Teil des Beweises von dem vorigen Satz. Sei f € W(K,0). Da O
Vereinigung von Mengen aus B ist, kann man zu jedem x € K eine offene Basismenge
O, € B finden mit f(z) € O, C O; und weiter dann eine kompakte Umgebung K, von
z in K derart, daB f(K,) € O,. Von der Uberdeckung {K,}.cx gibt es eine endliche
Teiliiberdeckung { K, }zer. Es ist dann f € (), c; W(K,,0,) C W(K,O). Das zeigt,
da W(K,O) Umgebung von f ist beziiglich der in (1) beschriebenen Topologie.

(2) Zu der gegebenen Subbasis S sei Bg die davon erzeugte Basis: eine Teilmenge
A C Z ist in Bg genau dann, wenn sie sich darstellen &t als endlicher Durchschnitt
von Mengen aus S. Nach (1) ist eine Subbasis der Topologie von ZX gegeben durch
die Mengen W(K,0O), wo K C X kompakt ist und O C Z eine offene Menge aus Bg.
Wir sind nun sofort fertig mit der Bemerkung, da8 W(K,O) = (;c; W(K, O;), wenn
0= ﬂie[ 0;. O

Satz. Seien X und Z topologische Rdume. Es sei vorausgesetzt, dafl X lokal-kompakt
ist. Die Evaluations-Abbildung

eV:ZXXX—)Z7 (fvl')'—>f(1")7
ist stetig.

BEWEIS. Sei O C Z offen. Wir zeigen, daf8 jeder Punkt in dem Urbild ev—1(O) noch
eine ganze Umgebung in dem Urbild hat. Sei (f,z) € ev=(O). Das bedeutet nichts
weiter, als da8 f(z) € O. Wegen der Stetigkeit von f ist f~'(O) Umgebung von z.
Da X lokal-kompakt ist, enthélt diese Umgebung noch eine kompakte Umgebung K
von z. Damit ist f € W(K,O), und W(K,O) x K ist eine Umgebung von (f,z), die
die gewiinschte Eigenschaft

ev(W(K,0)xK) Cc O
hat. O
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Wir kommen nun zu dem Exponentialgesetz fiir Raume stetiger Abbildungen (die
Abbildungsridume tragen die kompakt-offene Topologie). Seien X, Y, Z topologische
Réume. Einer Abbildung f: X xY — Z ordnen wir ihre partiellen Funktionen zu.
Dies definiert eine Abbildung

P - ZXXY (ZX)Y ,
namlich f: XxY — Z wird durch ® abgebildet auf

% (f)

Z¥, y— o) = fy . @HO)E) = @) = fay) .
Es ist nicht ganz selbstversténdlich, dal mit f auch die Abbildung ®(f): Y — Z¥ eine
stetige Abbildung ist; es ist aber richtig: Dafiir geniigt es, zu zeigen, daf§ das Urbild,
unter ®(f), von einer offenen Menge in der Subbasis auch wieder eine offene Menge sein
wird. Sei W(K, O) eine solche offene Menge (K C X kompakt und O C Z offen). Sei
y € ®(f)"H(W(K,O)). Das heifit, dal f(Kx{y}) € O. Da K kompakt ist, enthilt
die offene Menge f~1(O) mit K x {y} auch noch K x U fiir eine ganze Umgebung U
von y in Y. Damit ist aber ®(f)(U) C W(K,O). Das heifit, wir haben nachgepriift,
daf8 das Urbild ®(f)~!(W(K,O)) mit dem Punkt y auch noch die ganze Umgebung U
davon enthélt.

Satz. (1) Seien X, Y, Z topologische Rdume. Die Abbildung ® : ZX*Y — (ZX)¥
ist stetig.

(2) Es sei vorausgesetzt, dal X lokal-kompakt ist. Die Abbildung ® ist bijektiv. (Es
ist hier nicht behauptet, da§ die Umkehr-Abbildung ¥ : (ZX)Y — ZX*Y gtetig ist.)

(3) Es sei vorausgesetzt, dafl X und Y Hausdorfl-Rdume sind, und X lokal-kompakt.
Die Abbildung ® : ZX*Y — (ZX)Y ist eine topologische Aquivalenz.

BEWEIS. (1) Da ZX eine Subbasis von Mengen der Form W(K,O) hat (wo K C X
kompakt, O C Z offen), hat nach dem obigen Satz der Raum (ZX)Y eine Subbasis
von Mengen der Form W(K',W(K,0)) (wo K C X kompakt, K’ C Y kompakt,
O C Z offen). Wir wollen wissen, dafl das Urbild einer solchen Menge, unter ®, wieder
eine offene Menge ist. Nun ist aber das Urbild von W(K’, W(K, O)) gerade die Menge
W(KxK',0). Dies ist eine offene Menge in Z**Y (nimlich ein Mitglied der Subbasis),
weil mit K und K’ auch deren Produkt K x K’ kompakt ist.

(2) Im Falle, wo X lokal-kompakt ist, haben wir oben gezeigt, dafl die Evaluations-
Abbildung ZX x X — Z stetig ist. Wir benutzen diese, um einer stetigen Abbildung
g:Y — ZX die zusammengesetzte Abbildung

Idxg

Tg) : X xY XxZ¥ ~ 728 xXx = 7

zuzuordnen. Als Zusammensetzung zweier stetiger Abbildungen ist W(g) wieder stetig.
Die so definierte Abbildung W: (ZX)Y — ZX*Y ist invers zu der Abbildung ®. Denn
sei f: XxY — Z. Dann ist ®(f) die Abbildung y — f,, fy(z) := f(z,y). Unter ¥
geht das auf die Komposition (z,y) — (z, fy) — fy(z).

54



(3) Wir haben oben nachgepriift (im Beweis von (1)), dafl die Mengen einer Subbasis
von (Z*X)Y¥ simtlich auch in einer Subbasis von ZX*Y vorkommen (und insbeson-
dere deshalb in ZX*Y offene Mengen sind). Es handelte sich dabei um die Mengen
W(K',W(K,0)) (wo K C X kompakt, K" C Y kompakt, O C Z offen); oder, nach
ZX*Y {ibersetzt, die Mengen W(K xK’,0)). Wir werden umgekehrt hier nun sofort
fertig sein, sobald wir wissen, dafl diese Mengen ihrerseits schon eine Subbasis von
ZX>*Y bilden. Das sagt das folgende Lemma. O

Lemma. Seien X und Y Hausdorff-Rdume, Z ein Raum. Die Mengen W(K xK',O))
(wo K C X kompakt, K’ C Y kompakt, O C Z offen) bilden eine Subbasis der

kompakt-offenen Topologie auf ZX*Y

BEWEIS. Sei W(L,O) eine der Teilmengen aus der Subbasis von ZX*Y (O offene
Menge in Z, und L kompakter Teilraum von X x Y'). Es ist zu zeigen, daf die Menge
W(L, O) offen ist beziiglich der Topologie, die durch die in dem Lemma beschriebene
Subbasis definiert ist.

Sei f € W(L,O). Wir miissen zeigen, dal W(L, O) Umgebung von f beziiglich der
fraglichen Topologie ist. Zu jedem (z,y) aus L sei eine Késtchen-Umgebung Uy, x V ,,
von (z,y) in f~1(0) gewihlt.

Wenn Lx und Ly die Projektionen des Raumes L auf die Faktoren X und Y
bezeichnen, so sind die Rdume Lx und Ly quasi-kompakt und deshalb auch kompakt
(wir benutzen hier die vorausgesetzte Hausdorfl-Eigenschaft der Rdume X und Y).
Innerhalb von U, , gibt es folglich eine kompakte Umgebung K., von z in Lx.
Ebenso gibt es innerhalb von V, , auch eine kompakte Umgebung K:;’y von y in Ly .

Das System {K,, X K ,}(z.y) e xxy lberdeckt L. Da L kompakt ist, gibt es ein
endliches Teilsystem {K. , X K ,}(x) e, das auch noch iiberdeckt. Es ist nun

fe | WKeyxK,,,0) = W( |J KuyxK,

RV
(zy)el (zy) el

0) ¢ W(L,0) ,

Y I

und wir sind fertig. O
Eine naheliegende “Natiirlichkeits”-Eigenschaft soll noch erwdhnt werden:

Bemerkung. Seien xy: X — X’ und n: Y — Y’ stetige Abbildungen. Komposition
mit diesen induziert die Abbildungen in dem folgenden kommutativen Diagramm:

YX U Y’ X
X" T X" T
YX' = Y’ X'
Die Abbildungen in dem Diagramm sind stetig. Denn sei z.B. W(K, O) eine Basismenge
in Y’ Dann sind W(K,n71(0)) ¢ Y¥ und W(x(K),0) C Y'™ Basismengen,

die da hinein abbilden (denn 7~1(O) ist offen wegen der Stetigkeit von 7, und y(K)
ist kompakt wegen der Stetigkeit von x); und sie sind auch die Urbilder von W(K, O).
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Wege-Riaume, Schleifen-Riume

Die Abbildungs-Raum-Konstruktion liefert auf einfache Weise, und in grofem Umfang,
so etwas wie Faserungen; jedenfalls etwas, das fiir homotopie-theoretische Zwecke ebenso
gut geeignet ist. Das liegt an dem folgenden Sachverhalt.

Satz. Sei P ein Polyeder und P’ darin ein Unterpolyeder. Sei X ein Raum. Die
Restriktion (f: P — X) —— (f|P': P — X) gibt eine Abbildung

xP . xP .

Diese Abbildung ist eine Serre-Faserung; das heiflt, die Abbildung hat die HLEP (die
Homotopie-Liftungs-Eigenschaft fiir Polyeder).

BEWwEIS. Da$ die Abbildung X* — X¥ " existiert (als stetige Abbildung topologischer
Réume), wissen wir: eine eben nachgepriifte Natiirlichkeits-Eigenschaft. Fiir die HLEP
haben wir mehrere zueinander dquivalente Formulierungen zur Kenntnis genommen;
eine davon ist die (absolute) Homotopie-Liftungs-Eigenschaft fiir Test-Polyeder Q). Wir
betrachten ein solches @Q; und ein Testdiagramm

Qx{0} —— XP

| l

Qx[0,1] — X¥

Die gesuchte Abbildung @ x [0,1] — X% kann alternativ aufgefaBt werden als ein
Punkt in dem Abbildungsraum (X7)@*[01 oder auch, wegen dem Exponentialgesetz
fiir Abbildungsriume, als ein Punkt in dem Abbildungsraum X7*@*[01]: das heifit, als
eine Abbildung P x @ x [0,1] — X.

Die vorhandenen Abbildungen @ x {0} — X und Q x [0,1] — X*' in dem
Diagramm lassen sich dhnlich umschreiben in eine Abbildung P x @ x {0} — X
und eine Abbildung P’ x @ x [0,1] — X. Wegen der vorausgesetzten Kommuta-
tivitdt des Diagramms haben diese beiden Abbildungen die Eigenschaft, dafl sie auf
dem Unterraum P’ x @ x {0} iibereinstimmen. Die Daten in dem Diagramm kénnen
also insgesamt aufgefafit werden als eine Abbildung von dem zusammengeklebten Raum

PXQX{O} UP’XQX{O} PIXQX[O,l] .

Nun ist dieser Raum Retrakt von dem Raum P x @ x [0,1]. Durch die Komposition
mit einer Retraktion bekommen wir von dem letzteren Raum nun auch eine Abbildung
nach X . Sie stimmt auf dem Unterraum mit der dort vorhandenen Abbildung iiberein;
daraus resultiert die geforderte Kommutativitat des ergénzten Test-Diagramms. |
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Sei Y ein Raum. Ein Weg in Y bezeichnet, wie sonst auch, eine stetige Abbildung
w: [0,1] — Y.

Die Wege sollen nun ihrerseits als die Punkte eines Raumes angesehen werden. Dieser
Raum wird naturgeméf als der Wegeraum von Y bezeichnet. Nach Definition handelt
es sich dabei um den Abbildungsraum Y%!; er soll topologisiert sein in der Weise, die
wir besprochen haben.

Wir kommen nicht umhin, mit grossem Ernst nun einige banale Dinge anzusprechen.
N&amlich der Raum der Wege enthélt als einen Unterraum den Raum der konstanten
Wege; das heifit, derjenigen w: [0,1] — Y, wo das Bild der Abbildung w nur ein
einziger Punkt in Y ist. Es ist klar (oder?), daB der Raum der konstanten Wege
topologisch dquivalent ist zum Raum Y selbst. Wir notieren die Inklusion einfach als
Y ¢ YU (wo also der Punkt y € Y nun steht fiir den konstanten Weg an ).

Satz. Y ist Deformationsretrakt von Y1011

BEWEIS. Die Deformation ist induziert von einer Kontraktion von [0,1] auf seinen
Anfangspunkt. Sei namlich H : [0,1] x [0,1] — [0, 1] eine solche Kontraktion; die
Abbildung H hat also die Eigenschaften

H(0,t) = 0 (furallet) , H(s,0) =s und H(s,1) = 0 (fiir alle s).
Die Deformation ist dann diejenige Abbildung Y1 x [0,1] — Y01 die dem Weg
s — w(s) und dem Parameter ¢ den folgenden Weg zuordnet: s — w( H(s,t)) .

Wenn man will, so kann man diese Konstruktion auch noch anders beschreiben.
Nimlich per Exponentialgesetz entspricht die gesuchte Abbildung Y101 x [0, 1] — Y10:1]
einer Abbildung Y% — (Y0101 oder, was wieder dasselbe ist, einer Abbildung
y01 — yl01x[01]  Tetztere Abbildung nun ist gegeben durch die Komposition mit
der Abbildung H . O

Es sei yp € Y ein fest gewihlter Punkt; ein “Basispunkt”. Wir bezeichnen mit
EY den Unterraum von Y% bestehend aus denjenigen Wegen, die im Basispunkt
anfangen. Und mit Y bezeichnen wir darin den Unterraum der Schleifen, das heifit
derjenigen Wege, die nicht nur im Basispunkt anfangen, sondern auch dort aufhoren.
QY wird als der Schleifenraum von Y bezeichnet. Der Raum QY (und damit auch der
Raum EY') hat einen kanonischen Basispunkt e, ndmlich die triviale Schleife.

Satz. Der Raum EY ist zusammenziehbar auf e. Die “Endpunkt”-Abbildung
p: BY — Y | wr— pw):= w(l)

ist eine Serre-Faserung.

Korollar. Esist m,(QY,e) = m,4+1(Y,y0) (fiir n > 0).
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BEwWEIS DES KOROLLARS. Fiir eine Serre-Faserung hat man eine lange exakte Folge
der Homotopiegruppen; nach dem Satz also eine lange exakte Folge

- — mpy1(EY)e) — w1 (Y,y) — m(Y,e) — m(EY,e) — ---

da offenbar QY die Faser von EY — Y iiber dem Basispunkt yq ist. Da die Homotopie-
gruppen von EY sdmtlich trivial sind (der Satz sagt, daf EY zusammenziehbar ist),
reduziert die lange exakte Folge sich auf Isomorphismen m,1(Y,50) —— 7, (QY,€).

BEWEIS DES SATZES. Die Homotopie, die jeden Weg auf seinen Anfangspunkt zusam-
menzieht, definiert auch eine Deformation von dem Raum EY . Das gibt die Zusammen-
ziehbarkeit von EY .

Fiir die zweite Behauptung erinnern wir an die Tatsache, daffl man bei Abbildungs-
rdumen eine Serre-Faserung bekommt durch die Restriktion entlang einer Abbildung mit
der Homotopie-Erweiterungs-Eigenschaft. Insbesondere ist die durch die Restriktion
gegebene Abbildung

ylou — ylolh >~y y
eine Serre-Faserung. Die Abbildung p : EY — Y nun ist die “induzierte Faserung”,
die man aus dieser Faserung durch Zuriickziehen entlang der Inklusion

Y~ {y}xY — Y xY

bekommt. Sie ist deshalb, wie wir wissen, ebenfalls eine Serre-Faserung. U

Die Konstruktion hat als Variante eine weitreichende Verallgemeinerung. Sie sieht
ziemlich spektakulér aus, wenn es sich auch eigentlich nicht um eine besonders schwierige
Sache handelt. Namlich es stellt sich heraus, daf}, fiir homotopie-theoretische Zwecke,
jede(!) Abbildung durch eine Faserung ersetzt werden kann.

Satz. Sei f: X — Y eine Abbildung. Die Abbildung faktorisiert als eine Homotopie-
Aquivalenz, gefolgt von einer Serre-Faserung,

f: X —E(f) 2>Y.

BEwEIS. Der Raum E(f) ist definiert als X xy Y% der “Pullback” des Diagramms

x Loy ybl

wo “anf” die “Anfangspunkt”-Abbildung bezeichnet. Die oben angegebene Deformation
von Y01 die jeden Weg auf seinen Anfangspunkt kontrahiert, hat die Eigenschaft,
daB sie fiir die Abbildung “anf” eine fasernweise Deformation ist (die Homotopie bewegt
Punkte nur innerhalb von Fasern). Die Deformation induziert deshalb eine Deformation
von X xy Y% in den Unterraum (X =) X xy Y (wo wieder das rechte Y fiir den
Unterraum der konstanten Wege steht). Das gibt die Homotopie-Aquivalenz X — E(f).
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Die Abbildung p ist definiert iiber die kanonische Abbildung von E(f) zu Y01l
gefolgt von der “Endpunkt”-Abbildung zu Y. Daf} sie eine Serre-Faserung ist, kann
man z.B. so einsehen. Der Pullback des Diagramms

fXIdy
s

XxY yiol  ylod]

ist zu E(f) kanonisch isomorph (der Isomorphismus ist gegeben durch die Abbildung
von Diagrammen, die die beiden zusétzlichen Faktoren “Y” links und in der Mitte
wieder unterdriickt). Die resultierende Abbildung E(f) — X xY ist dann eine “zuriick-
gezogene Faserung”, folglich eine Serre-Faserung, wie wir wissen. Die Komposition mit
der (trivialen) Serre-Faserung X xY — Y ist die Abbildung p, die folglich damit auch
eine Serre-Faserung ist. (|

Bezeichnung. Die Faser der Serre-Faserung E(f) — Y am Punkt y € Y heifit die
Homotopie-Faser der Abbildung f (iiber y); Notation: HoFas,(f).

Ausgeschrieben bedeutet die Definition der Homotopie-Faser, daf diese ein “iterierter
Pullback” ist,
HoFas,(f) = X xy YUy {y},

oder, etwas ausfiihrlicher bezeichnet, der inverse Limes von dem folgenden Diagramm:

X f Yy anf Y[071} end Yy {y}

Selbst wenn X und Y CW-Komplexe sind, so ist so etwas wie eine Zellenstruktur
bei der Homotopie-Faser von f: X — Y natiirlich nicht in Sicht. Es ist sogar nicht
einmal klar, ob die Homotopie-Faser in dem Fall iiberhaupt den Homotopietyp von
einem CW-Komplexes haben wird. Letzteres ist aber richtig: Wenn sowohl X als auch
Y “verniinftige” Rdume sind (den Homotopietyp von CW-Komplexen haben) und wenn
f: X — Y eine Abbildung zwischen ihnen ist, so hat die Homotopiefaser von f (an
irgendeinem Punkt in Y') auch wieder den Homotopietyp von einem CW-Komplex. Wir
werden uns den Luxus erlauben, den Nachweis fiir diesen nicht-trivialen Sachverhalt
nicht zu erbringen.

Es gibt zwei Griinde, warum diese Liicke nicht gar so schwerwiegend ist. Einmal ist es
immer moglich (wie wir in Kiirze sehen werden), einen Raum durch einen CW-Komplex
zu “approximieren”.

Zum andern gibt es auch eine Variante der Faserungs-Theorie, die mit “kombi-
natorisch definierten CW-Komplexen” (d.h. mit simplizialen Mengen) arbeitet anstatt
mit topologischen Raumen (auch das werden wir in Kiirze sehen). Bei solchem Vorgehen
wird ganz automatisch auch die Homotopie-Faser ein “kombinatorisch definierter CW-
Komplex” sein, die Frage der Verbesserungsbediirftigkeit stellt sich also nicht einmal.
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Relative Homotopiegruppen einer Abbildung

Sei f: (X,z9) — (Y,yo) eine Abbildung von punktierten Réumen. Die relativen
Homotopiegruppen von f sollen definiert werden ohne die Voraussetzung, dafl f die In-
klusion eines Unterraumes ist, und auch ohne den Umweg iiber den Abbildungszylinder.
Das geht dadurch, dal man geeignete Diagramme von Abbildungen betrachtet.
Bezeichne D™ den n-Ball und S™~! seine Rand-Sphiire (fiir n > 1). Sei so € "1
ein gemeinsamer Basispunkt fiir die beiden. 7,(f) wird nun definiert als eine Menge
von Aquivalenzklassen: Reprisentanten sind die kommutativen Diagramme von Abbil-

dungen
(Snilv 50) - (Xv l‘o)

| |1
(D", s0) —2— (Y,0)

oder, kurz, die kompatiblen Paare von Abbildungen (a,3). Zwei Repréisentanten
(a0, fo) und (a1, B1) sollen als dquivalent angesehen werden, wenn eine Homotopie
zwischen ihnen existiert, also ein Diagramm von Abbildungen

(871 s0) x [0,1] —— (X, x0)

! s

(D", s0) x [0,1] ——— (Y, 0)

mit der Eigenschaft, daf die beiden Paare (ag,3p) und (aq, 1) resultieren durch die
Einschréankung auf (---) x {0} bzw. auf (---) x {1}.

Wenn die Abbildung f eine Inklusion ist, dann ist 7, (f) = m, (Y, X;x0), die iibliche
relative Homotopiegruppe (bzw. -menge). Denn die Angabe der Abbildung « ist in
dem Fall insofern iiberfliissig, als a durch die andere Abbildung [ schon eindeutig
bestimmt ist (wegen der Injektivitidt von f); das einzige, was man von « erinnern muf,
ist die Bedingung, dafl die entsprechende Einschriankung von (8 eine Abbildung in den
Unterraum X ist.

Die gegebene Beschreibung hat eine Variante, die meistens vorzuziehen ist. Wir
schreiben, abkiirzend, I™ = [0,1]". In dem n-dimensionalen Wiirfel I sei I"~! der
Teilwiirfel [0,1]*~!x{0}, und J sei das abgeschlossene Komplement von I"~! im Rand
von I™ (mit anderen Worten, J ist die Vereinigung der 2n—1 anderen (n—1)-Wiirfel).
Man hat eine topologische Aquivalenz von Paaren

(1/J, 1mtor"'y ~ (D", S"71).
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Deshalb 1duft es deshalb auf dasselbe hinaus, statt der obigen Reprisentanten nun

Diagramme
(In—l’a]'n—l) — (Xa .’L'o)

l L

(mg) 2 (Vi)

zu betrachten; wo, entsprechend, eine Homotopie nun gegeben sein wird durch ein

Diagramm:
(I, 01" 1) x [0,1] —%— (X, x0)

l L

() x 0.1 —2— (Vig)

Mit Hilfe der neuen Beschreibung kann man, fiir n > 2, eine Addition von Repréisentan-
ten definieren durch “Nebeneinandersetzen mit halber Breite in der ersten Koordinate”.
Diese Addition setzt sich, wie gehabt, auf Homotopieklassen fort. Sie macht m,(f) zu
einer Gruppe (fiir n > 2); fiir n > 3 ist diese abelsch.

Die Struktur-Abbildungen fiir eine erwartete “lange Folge” haben die folgende Be-
schreibung.  Fiir die Abbildung 7,(Y,y9) — m.(f) wird einem Représentanten
B (I",0I") — (Y,yo) das Paar («,[3) zugeordnet wird, wo « definiert ist als die
triviale Abbildung von I"~! in den Basispunkt zo. Die Rand-Abbildung 9: 7, (f) —
mn—1(X, o) ist durch Restriktion gegeben; oder, was hier dasselbe bedeutet, von dem
Paar (o, ) wird nur die Komponente « erinnert. Es resultiert eine (lange) Folge

o T () =5 (X, 30) —L 10 (Vo) — mn(f) =5 mno1 (X, 20) — -+

Die Folge ist exakt: der Beweis dafiir geht genauso wie bei der frither behandelten Folge
der Homotopiegruppen eines Paares; und sie ist natiirlich: zu einem kommutativen
Quadrat
f
(X,z0) —— (Y, %0)
g a

(X', xh) —— (V")
gehort eine natiirliche Transformation von langen exakten Folgen; d.h. ein kommutatives
Diagramm:

() —2 m(Xmo) —L m(Yige) —— ma(f) —2—

) fi )
= Mgt (f) —— (X 2p) —— m (Y, y) —— m(f) —— -

Sei Z(f) der Abbildungszylinder der Abbildung f: X — Y; bezeichne j: X — Z(f)
die Inklusion und p: Z(f) — Y die Projektion. Wie oben schon angemerkt, kénnen wir
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die relativen Homotopiegruppen des Paares (Z(f),X) identifizieren mit den relativen
Homotopiegruppen der Inklusionsabbildung j. Wir kénnen sie folglich auch identi-
fizieren mit denen der Abbildung f selbst. Das kommt von dem kommutativen Quadrat

(X,20) —2— (Z(f),0)

| »

(X7 :C()) L} (Y7 yO)

und der resultierenden Transformation von exakten Folgen:

(X, 20) =L T (Z(f), 00) —— Tn () —2— T1(X, 20) —2— 1 (Z(f), 20)

| [ J H >

(X, 20) —2— ma(Vig0) —— () —2— T 1 (X, 20) =2 11 (Vw0)

Das Fiinferlemma ist hierauf anwendbar, da die Abbildung p, ein Isomorphismus ist.
Es resultiert, da§ auch die Abbildung 7,(j) — 7, (f) ein Isomorphismus ist.

Nicht nur die relativen Homotopiegruppen der Abbildung f “messen”, wie weit die
Abbildungen f, : 7, (X, x0) — m, (Y, yo) davon abweichen, Isomorphismen zu sein; die
Homotopiegruppen des Raumes “Homotopie-Faser von f” tun das auch. Insofern ist
es plausibel, daf da ein Zusammenhang besteht. Richtig ist es auch:

Satz. Sei f: (X, z¢) — (Y,yo) eine Abbildung von punktierten Rdumen; sei HoFas,, (f)
die Homotopie-Faser am Basispunkt,

HoFas, (f) = X xy Yol »y {yo}

(versehen mit dem Basispunkt xz, := (xo,konst-yg) = (z¢, konstanter Weg an yo ) ).
Es gibt einen natiirlichen Isomorphismus, fiir n > 1,

Tn—1(HoFasy, (f),z5) ~ ma(f) .

BEwEIS. Die Elemente von 7,_1(HoFasy,(f),z,) sind reprisentiert von Abbildungen
v (I7L0IY) — (X xy YU iy (g}, (2o, konst-yo) ) -
Eine solche Abbildung v entspricht einem Paar von Abbildungen
a: (I oY — (X, x) , o (" oY) — (YIOU konst-y)
mit der Nebenbedingung, dafl
o/ (2)(0) = f(a(x)) und o (2)(1) = yo
fiir alle « aus I"~! ist. o/ wiederum entspricht einer Abbildung

B (I"1x[0,1], a1 'x[0,1] U I""'x{1}) — (Y,50)
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mit G(z,0) = f(a(x)). Da nun aber
(I"'x[0,1], oI" ' x[0,1] U I 'x{1}) =~ (I, J),

so ist dies genau ein Paar von Abbildungen (a, (), das ein Element von m,(f) re-
présentiert.

Die erhaltene Bijektion auf den Reprisentanten ist vertriglich mit Homotopie und
auch vertriglich mit Addition. Es gilt auch noch die folgende Natiirlichkeits-Eigenschaft:

Ein kommutatives Quadrat

(X, o) — (Y, %0)

induziert eine Abbildung
HoFasy,(f) — HoFasy, (f),

niamlich ein Punkt (z,w: [0,1] — Y ) (mit den entsprechenden Bedingungen) wird
abgebildet auf den Bild-Punkt (¢(z), 1 ow). Das resultierende Quadrat

ﬂn—l(HOFaSyo(f)ag()) L’ ﬂ-n(f)
Wn—l(HOFaSy(’)(f/)alé)) L’ 7Tn(f/)

ist kommutativ. Denn die induzierten Abbildungen gehen hervor durch Komposition
mit ¢ und ¢, dagegen entstehen die Isomorphismen m,_i(HoFasy,(f),z,) ~ m,(f)
und 7,1 (HoFas, (f'),z5) = mn(f') durch Manipulation der Definitionsbereiche.

63



CW-Approximationen, Co-Skelette

Es soll gezeigt werden, dafl es zu einem weg-zusammenhéngenden Raum immer eine
“CW-Approximation” gibt; das heifit, einen CW-Komplex, der so in den Raum abbildet,
dafl die induzierte Abbildung auf den Homotopiegruppen ein Isomorphismus ist. Es
soll ferner gezeigt werden, daf§ eine solche CW-Approximation eindeutig ist (bis auf
Homotopie — in einem geeigneten Sinne).

Die bemerkenswerte Sache ist, dal man die Eindeutigkeit gratis mitbekommt, wenn
man nur die Existenz in einer leicht verkomplizierten (relativen) Version erledigt. Die
gibt der folgende Satz:

Satz. Es sei Z ein weg-zusammenhéngender topologischer Raum, mit Basispunkt zg;
X ein (nicht notwendig zusammenhéngender) CW-Komplex, mit Basispunkt xq; und
f: (X,z0) — (Z,20) eine Abbildung. Es existiert ein weg-zusammenhéingender CW-
Komplex X', der X als Unterkomplex enthélt, und eine Fortsetzung der Abbildung
f zu einer Abbildung f': (X', z¢) — (Z,z9) derart, dal die von f’' auf den Homo-
topiegruppen induzierte Abbildung ein Isomorphismus ist.

BEwEIS. Die Idee ist, den Raum X, und gleichzeitig die Abbildung f, sukzessive zu
“verbessern” durch das Anheften weiterer Zellen.

Der erste Schritt besteht darin, X weg-zusammenhingend zu machen. Dazu werden
1-Zellen angeheftet. Némlich fiir jede Wegzusammenhangskomponente, die nicht den
Basispunkt xg enthélt, wird eine 1-Zelle angeheftet. Sie wird so angeheftet, dafl sie
eine 0-Zelle in der fraglichen Komponente mit dem Basispunkt xy verbindet. Da, nach
Voraussetzung, Z ein weg-zusammenhingender Raum ist, gibt es keine Schwierigkeit,
die Abbildung f auf die neue 1-Zelle fortzusetzen.

Als n#chstes miissen weitere 1-Zellen angeheftet werden, um zu erreichen, daf3 die Ab-
bildung von X zu Z auf der Fundamentalgruppe surjektiv wird. Fiir die Buchfithrung
dabei ist es am besten, die relativen Homotopiegruppen (bzw. -mengen, fiir n = 1) zu
betrachten. Die Buchfithrung gestaltet sich besonders bequem, wenn wir eine kiirzlich
eingefiihrte neue Beschreibung zur Kenntnis nehmen:
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Bezeichne D™ den n-Ball und S™"~! seine Rand-Sphiire (fiir n > 1). Sei sg € S*~1
gemeinsamer Basispunkt fiir die beiden. 7, (f) wird definiert als eine Menge von Aqui-
valenzklassen: Représentanten sind die kommutativen Diagramme von Abbildungen:

(Sn_lv 30) L’ (X7 ':UO)

! l

(D™, s9) _s, (Z,z0)

Zwei Représentanten (aq, 31) und (g, 32) werden als dquivalent angesehen, wenn eine
Homotopie zwischen ihnen existiert, also ein Diagramm von Abbildungen

(871 50) x [1,2] —— (X, x0)

! !

(Dn,so) X [1,2] [N (szO)

mit der Eigenschaft, daf die beiden Paare (aq,/31) und (ae,32) resultieren durch die
Einschrénkung auf (---) x {1} bzw. (---) x {2} . Die lange exakte Folge von Homo-
topiegruppen lautet:

- M1 (f) — (X, 20) — (2, 20) — Tn(f) — Tn1 (X 20) — -+

Wir haben noch die folgende Bemerkung: Das Paar (a, ) reprisentiert sicherlich dann
das triviale Element von m,(f), wenn eine Abbildung ' : D™ — X existiert derart,
dal B/ |S" ! =a und fof = f.

Wir fahren nun fort mit dem Beweis des Satzes. Tatséchlich fangen wir noch ein-
mal ganz von vorne an. Wir setzen Xo = X, fo = f. Induktiv werden wir eine auf-
steigende Folge von CW-Komplexen X, Xo, X3, ..., definieren, und von Abbildungen
fn: Xn — Z, derart, daB f,, | Xp—1 = fn—1 und dafl m(f,) trivial ist, fir 1 <k <n.
Die Folge sei schon konstruiert bis zur Nummer n—1 (einschlielich), so dafl also der
Term mit der Nummer n jetzt zur Konstruktion ansteht.

Sei {(ozz-, ﬂi)}i ¢; ein System von Représentanten von “gentigend vielen” Elementen
von m,(fn—1) (z.B. ein [oder mindestens ein] Représentant fir jedes Element von
Tn(fn—1)). Der i-te Reprisentant ist also ein kommutatives Diagramm:

(5" s0) —— (Xp_1,70)

l !

(D", 50) —2 (Z, 20)

65



Wir diirfen annehmen, dafl a; : S"~! — X,,_; eine Abbildung in das (n—1)-Skelett
von X,,_; ist (denn nach dem zelluldren Approximations-Satz kénnten wir das auf jeden
Fall dadurch erreichen, daf wir den Repriisentanten («;, ;) durch einen homotopen
Représentanten ersetzten).

Wir kénnen also die «; benutzen, um n-Zellen an X,,_; anzuheften. Das ergibt,
nach Definition, den CW-Komplex X,,. Wir kénnen die Abbildungen 3; benutzen, um
die Abbildung X,,_1 — Z auf die neuen Zellen, mithin also auf X,,, zu erweitern. Das
ergibt, nach Definition, die Abbildung f, .

Wenn wir 3;' : D" — X,, definieren als die charakteristische Abbildung der i-ten
Zelle, so ist ;' | S"7! = a; und f,_1 08 = B;. Das heifit (die obige Bemerkung),
daB das von («ay,(3;) représentierte Element in 7, (f,) trivial wird. Insgesamt ist es
also richtig, dafl die Abbildung m,(fn—1) — 7. (fn) triviales Bild hat (wegen unserer
Verabredung, “geniigend viele” Elemente zu benutzen).

Wir mochten etwas mehr wissen; némlich, da8 7 (f,) trivial ist fur & = n (und
auch fiir 1 < k < n). Das schlieBen wir mit einer Anwendung des Fiinferlemmas. Dazu
betrachten wir das Diagramm:

(frn—1)« fr—1)x

T Xn—1 = mZ Te(fne1) —— Tp—1Xn—1 Ynt)e, Th—12
(fn)« (fn)=

Xy, —— L —— m(fn) —— me X, —)— mpZ

In dem Diagramm sind zwei der vertikalen Abbildungen identische Abbildungen (die
identischen Abbildungen auf 737 und 7p_1Z ). Insbesondere ist die erste dieser Ab-
bildungen surjektiv und die zweite ist injektiv. Fiir k—1 < n—1 ist auch die Abbil-
dung mi_1X,—1 — mr—1X,, surjektiv (nach dem zelluldren Approximations-Satz). Das
Fiinferlemma ist also anwendbar, und es ergibt, daf§ die Abbildung 7 (frn—-1) — m&(fn)
surjektiv ist.

Fir £ < n nun ist m(f,—1) trivial nach Induktionsvoraussetzung. Also ist auch
7k (fn) trivial. Fir & = n brauchen wir einen kleinen zusétzlichen Trick. Némlich
einerseits wissen wir, daf§ die Abbildung 7, (f,—1) — m.(fn) surjektiv ist. Andererseits
wissen wir auch (s. oben), daf§ die Abbildung triviales Bild hat. Wir kénnen daraus
schlieBen, daf auch 7, (f,) trivial ist.

Der CW-Komplex X’ schliellich wird definiert als die Vereinigung der X, ; und die
Abbildung f’ als diejenige Abbildung, die die f, als ihre Restriktionen hat. O
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Korollar 1. Z sei weg-zusammenhédngender topologischer Raum, mit Basispunkt zg.
Es gibt einen weg-zusammenhéingenden CW-Komplex X , mit Basispunkt xq, und eine
Abbildung (X, xo) — (Z, zp), die Isomorphismen auf den Homotopiegruppen induziert.

BeEwEIS. Anwendung des Satzes auf die Abbildung ({zo},x0) — (Z, 20). O

Korollar 2. Sind (X1,z1) — (Z,20) und (Xo,22) — (Z,20) zwei CW-Approxima-
tionen, so gibt es eine Homotopie-Aquivalenz (X1,z1) — (Xa,x3), derart, daB das

Diagramm
(X1,21) —— (X2,22)

! l

(Z,20) =——= (Z,2)
bis auf Homotopie kommutativ ist.

BeEweis. Die beiden Abbildungen (X1,21) — (Z,20) und (Xa,22) — (Z,29) ergeben
zusammen eine Abbildung auf der disjunkten Vereinigung X; U X5,

X3UXy — Z

(wo X; U X, auf irgendeine Weise mit einem Basispunkt versehen ist; z.B. mit z;).
Nach dem Satz gibt es einen CW-Komplex X', der X; U X, als Unterkomplex enthiilt,
und eine Abbildung (X', z’) — (Z, z), die die obige Abbildung erweitert; wobei die neue
Abbildung Isomorphismen der Homotopiegruppen induziert.

Bei weg-zusammenhéngenden Rdumen nun hingt die Tatsache “Isomorphismen der
Homotopiegruppen zu induzieren” nicht von der Wahl eines Basispunktes ab (d.h. diese
Aussage gilt entweder fiir jeden Basispunkt oder aber fiir keinen einzigen).

Da X; — Z und X' — Z Isomorphismen der Homotopiegruppen induzieren,
folgt, daBl auch X; — X’ Isomorphismen der Homotopiegruppen induziert. Nach dem
Whitehead-Satz ist also X; — X’ eine Homotopie-Aquivalenz.

Ahnlich ist auch X5 — X’ eine Homotopie-Aquivalenz. Sei die Abbildung X’ — X,
davon eine Homotopie-Inverse. In dem Diagramm

X1 X' Xo
| | |
A A A

ist dann das linke Teilquadrat (strikt) kommutativ, und das rechte Teilquadrat ist kom-
mutativ bis auf Homotopie. Das &duflere Rechteck in dem Diagramm ergibt das im
Korollar behauptete Diagramm. (Jedenfalls bis auf das Detail mit dem Basispunkt, das
man nachtréglich noch iiber die Homotopie-Erweiterungs-Eigenschaft [angewandt auf
die Inklusion des Basispunktes] bekommen kann.) O
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Wir kommen zur Behandlung der Co-Skelette eines Raumes. Andere hier gebrauch-
liche Bezeichnungen sind die Postnikov-Zerlegung; und der Moore-Postnikov-Turm.

Satz. Sei X ein weg-zusammenhingender CW-Komplex. Fiir n =0, 1, 2, ..., gibt
es einen Raum vom Homotopietyp eines CW-Komplexes, Cosk, (X), eine Inklusion
in: X — Cosk,(X) und eine Serre-Faserung p, : Cosk,1(X) — Cosk,(X), so daff
die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

a.) Das Diagramm (Moore-Postnikov-Turm)

X Cosky+1(X)

X Cosk,, (X)

X —" . Coski(X)

X — 4 Cosko(X)
ist (strikt) kommutativ.

b.) Die Inklusion i, induziert Isomorphismen iy, : 7 X — m;Cosk,(X), fir k < n,
und es ist m;Cosk,, (X) =0, fiir k > n.

c.) Bezeichnet F,, die Faser der Abbildung p,_1 : Cosk,(X) — Cosk,_1(X), so
ist F,, ein “Eilenberg-McLane-Raum” vom Typ K(m,X,n). Das heiit, F, hat eine
einzige nicht-verschwindende (genauer: moglicherweise nicht-verschwindende) Homo-
topiegruppe, ndmlich m, , und diese ist isomorph zu 7, X .

BEWEIS. Der Turm sei schon konstruiert bis zur Hshe n—1 (einschlielich). Wir zeigen,
wie wir (induktiv) die Konstruktion bis zur Hohe n fortsetzen konnen; anzugeben dafiir
sind der Raum Cosk,,(X) und die Abbildungen 4,, und p,_1.

Die Konstruktion von Cosk, (X) besteht aus zwei Teilen. Im ersten Teil werden
(viele) Zellen an X angeheftet: die Homotopiegruppen in den Dimensionen > n+1
sollen damit zu Null gemacht werden. Der zweite Teil ruft eigentlich nur in Erinnerung,
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daB eine Abbildung immer faktorisiert werden kann als eine Inklusion (die gleichzeitig
eine Homotopiedquivalenz ist), gefolgt von einer Faserung.

Zum Anheften der Zellen: Als erstes werden Zellen der Dimension n+2 angeheftet,
danach Zellen der Dimension n+3, und so weiter.

Fiir das Anheften der (n+2)-Zellen mufl man Abbildungen der S™*! spezifizieren,
je eine Abbildung fiir jede anzuheftende Zelle. Uns kommt es darauf an, m,1(X, z) zu
Null zu machen. Also werden wir darauf achten, gentigend viele solcher Abbildungen
zu verwenden. Eine Moglichkeit, die sicher ausreicht (wenn sie auch im allgemeinen
vermutlich einen gewaltigen “Overkill” bedeuten wird) ist es, fiir jedes Element von
Tn41(X, zp) eine zelluldre Abbildung als Reprisentanten zu nehmen und mit dieser
Abbildung dann eine (n+2)-Zelle anzuheften. Die Prozedur ergibt einen CW-Komplex
X', der aus dem Unterkomplex X und den hinzugekommenen (n+2)-Zellen besteht.
Die Inklusion X — X’ induziert einen Isomorphismus auf den Homotopiegruppen in
Dimension < n (zelluldrer Approximations-Satz). Andererseits ist die Inklusion die
triviale Abbildung auf der (n+1)-ten Homotopiegruppe (das ist das, was wir durch das
Anheften der “geniigend vielen” (n+2)-Zellen erzwungen haben). Nach dem zelluléren
Approximations-Satz ist es auch richtig, dafi die Inklusion X — X’ auf der (n+1)-ten
Homotopiegruppe surjektiv ist (das (n+1)-Skelett von X’ ist dasselbe wie das von X).
Es folgt, daf die (n+1)-te Homotopiegruppe von X’ tatséichlich trivial ist.

Der Rest des Zellen-Anheftens geht genauso: An X’ werden “geniigend viele”
(n+3)-Zellen angeheftet. Das ergibt einen X’ als Unterkomplex enthaltenden CW-
Komplex X”, der in den Dimensionen < n+1 dieselben Homotopiegruppen hat wie
X', aber triviale Homotopiegruppe in Dimension (n+2). Mit anderen Worten, X" hat
dieselben Homotopiegruppen wie X in den Dimensionen < n, aber triviale Homotopie-
gruppen in den Dimensionen n+1 und n+2. Und so weiter. Der als Vereinigung all
dieser Zellen entstehende CW-Komplex heifle X . Er hat triviale Homotopiegruppen in
den Dimensionen > n.

Es gibt eine Abbildung X’ — Cosk,_1(X), die die Abbildung X — Cosk,_1(X)
erweitert. Das liegt daran, da8 jede der Anhefte-Abbildungen S™*! — X gefolgt von
der Abbildung X — Cosk,,—1(X) null-homotop ist (Trivialitidt von m,4+1Cosk,—1(X) );
also kann die Abbildung X — Cosk,_1(X) auf die neue Zelle erweitert werden. Mit
den andern neuen Zellen ist es #hnlich. Insgesamt existiert deshalb eine Abbildung
X — Cosk,,_1(X), die die Abbildung X — Cosk,,_1(X) erweitert.

Die so konstruierte Abbildung X — Cosk,_1(X) faktorisiert, wie wir wissen, als
eine Inklusion, die eine Homotopie-Aquivalenz ist, X —— Cosk, (X), gefolgt von
einer Serre-Faserung, Cosk,,(X) - Cosk,_1(X). Die Abbildung i,, schlieBlich wird
definiert als die Komposition X — X — Cosk,(X).

Teil (c) ergibt sich aus der langen exakten Folge der Faserung p,, . O
Es ist nicht ganz selbstverstéindlich, dafl die im Satz genannten Eilenberg-MacLane-
Réume tatséchlich alle existieren (d.h. da sie in der Natur wirklich alle vorkommen).

In Kiirze werden wir aber sehen, dafl das so ist.
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Fundamentalgruppen von CW-Komplexen

Fiir eine Gruppe ist es, wie sich herausstellt, keine Einschrinkung der Allgemein-
heit, als Fundamentalgruppe eines CW-Komplexes wirklich vorzukommen (wir werden
das in Kiirze zitieren wollen im Zusammenhang mit einer Diskussion, die hchere Ho-
motopiegruppen betrifft). Die Tatsache ist ziemlich offensichtlich, sobald geklért ist,
daf (und wie) die Fundamentalgruppe mit Hilfe der Zellenstruktur beschrieben werden
kann. Das soll jetzt erlautert werden.

Dabei sind einige Begriffe der sogenannten kombinatorischen Gruppentheorie zu
diskutieren: “Erzeugende”, “Relationen”, “freie Gruppe”, “Gruppen-Prisentation”.

Es sei M eine Menge. Man ordnet ihr auf die folgende Weise eine Gruppe F(M) zu,
die von M erzeugte freie Gruppe.

Zu der Menge M nimmt man noch eine isomorphe Kopie M. Ein Element m € M
soll man sich vorstellen als das “formal-inverse” des entsprechenden Elements m € M .
Es sei nun W(M) definiert als die Menge der Worte, deren Eintréige die Buchstaben
aus dem Alphabet M UM sind. Z.B. wenn m und n Elemente aus M sind, dann sind

mmmmmnnnm und nnmnmnn
zwei solche Worte. Auf der Menge W(M) wird ein Kompositionsgesetz definiert durch
das Aneinanderfiigen von Worten. Die Menge wird dadurch zu einer Halbgruppe, die of-

fenbar assoziativ ist und die auch ein neutrales Element hat (das leere Wort). Natiirlich
ist sie nicht kommutativ.

Aus der Halbgruppe macht man dadurch eine Gruppe, daf§ man erzwingt, daf (fiir
jedes m € M) die beiden Elemente m und m zueinander invers sind. Das heifit,
daB man die Menge W (M) nun modulo der folgenden Aquivalenzrelation betrachtet:
Wenn in einem Wort eine Silbe (ein Teilwort) m m vorkommt, dann darf man diese Silbe
ersatzlos weglassen. Ahnlich auch, wenn eine Silbe 7 m vorkommt, dann darf man diese
Silbe ersatzlos weglassen. Z.B. sind die beiden oben als Beispiele angegebenen Worte
zueinander dquivalent (sie sind beide dquivalent zu mnm). Nach Definition nun ist
F(M) die Menge (d.h. Gruppe) dieser Aquivalenzklassen.

Offenbar kann man die Konstruktion von F(M) als einen Funktor auffassen, von der
Kategorie der Mengen in die Kategorie der Gruppen. Und offenbar ist es auch richtig,
dafl dieser Funktor adjungiert ist (genauer: links-adjungiert) zum “Vergifi-Funktor”,
der einer Gruppe G ihre unterliegende Menge V(G) zuordnet; das heifit, es gibt einen
Isomorphismus der Hom-Mengen,

Hom Gruppen(F(M), G) =~ Hom mengen(M , V(G))

und dieser Isomorphismus ist natiirlich (mit Abbildungen vertréglich).
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Eine Gruppe heifit frei, wenn sie zu einer Gruppe der Art F(M) isomorph ist. Jede
Gruppe G ist Quotient einer freien Gruppe (Bild einer surjektiven Abbildung von einer
solchen). Z.B., wenn man keinen Wert auf Okonomie legt, so kann man die freie Gruppe
nehmen, die von den sdmtlichen Elementen von G erzeugt wird. Das ldt sich auf
hiibsche Weise mit Hilfe der Adjunktion ausdriicken: man hat diejenige Abbildung

F(V(G)) — G,

die, per Adjunktion, der identischen Abbildung auf der unterliegenden Menge V(G)
entspricht.

Natiirlich wird man gelegentlich daran interessiert sein, etwas 6konomischer vorzuge-
hen. Man nimmt das zum Anlaf} fiir die folgende Definition:

DEFINITION. Ein Erzeugenden-System einer Gruppe G besteht aus einer Menge M
und einer Abbildung M — V(G), derart, daf§ die zugehorige Abbildung F(M) — G
surjektiv ist.

Wenn F' eine (z.B. freie) Gruppe ist, und N eine Untergruppe, die eine normale
Untergruppe ist (oder, was dasselbe bedeutet, ein Normalteiler — d.h., per Definition,
daBl Konjugierte von Elementen aus N wieder in N sind), so ist F' / N, die Menge der
Nebenklassen, wieder eine Gruppe, die sogenannte Faktorgruppe von F' nach N.

Wenn, umgekehrt, p: FF — G eine surjektive Gruppen-Abbildung ist, so ist der Kern
von p ein Normalteiler N in F'. Die Gruppe G kann dann mit Hilfe von F' und N
beschrieben werden (bis auf kanonische Isomorphie) als die Faktorgruppe F / N.

Ist R (fiir “Relationen”) eine Teilmenge einer Gruppe F', so gibt es einen kleinsten
Normalteiler in F', der die Menge R enthélt; dieser wird mit N(R) bezeichnet, die
normale Hiille von R.

Etwas mehr sind wir interessiert an einer Variante. Némlich F' ist nun die freie
Gruppe F(M) auf einem Erzeugenden-System M. Und die Elemente von R sind
beschrieben als Worte in den Erzeugenden und deren formal-inversen; d.h. als Worte in
dem Alphabet M UM (in der obigen Notation).

DEFINITION. Eine Gruppen-Présentation {M ; R} besteht aus:

— einer Menge M

— einer Menge R von Worten in dem Alphabet M U M .

Und zwar soll dies eine Prisentation der Gruppe F(M)/N(R) sein.

Zum Beispiel konnte man eine Gruppe dadurch beschreiben wollen, dal man zwei
Erzeugende fordert,  und y, und zwei Relationen, xy?> = y?>2z und y2? = 23y;
“aber keine Relationen, die nicht durch diese beiden erzwungen sind”. Eine solche
Gruppe wiirde man hinschreiben mit Hilfe einer Gruppen-Présentation

{2,y; 2’77, ya?yz® }

(wo z.B. T3 eine Abkiirzung fiir ZT T ist).
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In dem Beispiel ist nicht nur die Anzahl der Erzeugenden endlich, sondern auch die
Anzahl der Relationen. Fiir diesen Sachverhalt sagt man auch, dafl es sich um eine
endliche Présentation handelt. (Eine Gruppe, die eine endliche Prisentation besitzt,
wird im iibrigen auch als eine endlich-présentierbare Gruppe bezeichnet.)

Die Beschreibung von Gruppen durch Prisentationen ist nicht so effektiv, wie man
das vielleicht hoffen konnte. Das liegt nicht an den mangelnden Fihigkeiten der Mathe-
matiker. Ganz im Gegenteil sind es die Mathematiker, die das herausgefunden haben.
Es ist, zum Beispiel, eine Tatsache, daf} es kein Verfahren geben kann(!!), um von einer
endlichen Gruppen-Prisentation herauszufinden, ob die von ihr definierte Gruppe nun
die triviale Gruppe ist oder nicht.

Hier ist nicht behauptet, dafl man eine bestimmte Gruppen-Prisentation kennt, bei
der die Frage prinzipiell nicht geklirt werden kénnte: Unmoglichkeits- Aussagen dieser
Art beziehen sich auf unendliche Klassen von Beipielen. Man mufl aber darauf gefafit
sein, dafl auch eine einzelne einfach-aussehende Préasentation schon sehr grofle Miihe
machen kann (die angegebene Prisentation ist iibrigens dafiir ein Beispiel).

Es sei M eine Menge. Wir definieren einen Raum X (M) als den Quotientenraum
X(M) = Mx|0,1] / M x{0,1} .

Dieser Raum ist auf naheliegende Weise ein CW-Komplex: es gibt eine einzige 0-Zelle
g = M x{0,1} /M x {0,1}, und es gibt fiir jedes Element m von M eine 1-Zelle;
die charakteristische Abbildung dieser 1-Zelle ist induziert von der Inklusion

{m) % [0,1] — M x [0,1] .

Satz. (1) Die Fundamentalgruppe von X (M) ist frei: es gibt einen Isomorphismus
F(M) — m(X(M),x) .

(2) Jedes Element von F(M) ist représentiert von nur einem reduzierten Wort (ein
Wort in dem Alphabet M UM, in dem es kein Teilwort der Art mm oder mm gibt).

Beweis. Eine Abbildung F(M) — m (X (M), zo) bekommt man auf die folgende Weise.
Zuniichst wird jedem Wort in dem Alphabet M U M ein geschlossener Weg in X (M)
zugeordnet, der im Basispunkt beginnt und auch dort endet. Wenn das Wort nur aus
dem einzigen Buchstaben m besteht, so soll der zugeordnete Weg die durch m indizierte
1-Zelle genau einmal in positiver Richtung durchlaufen: der Weg ist gegeben durch die
charakteristische Abbildung der 1-Zelle (die ja Anfangs- und Endpunkt des Intervalls
beide in den Basispunkt abbildet). Wenn das Wort nur aus dem einzigen Buchstaben m
besteht (dem “formal-inversen” von m), so soll der Weg derselbe sein, aber riickwérts
durchlaufen. Im allgemeinen Fall besteht das Wort aus endlich vielen Buchstaben: die
zugeordneten Wege werden dann einfach nacheinander durchlaufen. Die Zuordnung von
Worten zu Wegen ist so gemacht, dafl sie mit der Komposition vertréglich ist. Sie ist
auch mit der Aquivalenzrelation auf den Worten vertriiglich; jedenfalls dann, wenn man
bei den Wegen zu deren Homotopieklassen iibergeht. Denn wenn in einem Wort eine
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Silbe der Art mm oder mm vorkommt, so bedeutet das fiir die Wege, dafl es einen
Teilweg gibt, der erst in der einen Richtung, danach dann riickwérts durchlaufen wird;
bis auf Homotopie darf man ihn weglassen.

Es bleibt zu zeigen, dafi die Abbildung F(M) — 71 (X (M), xo) ein Isomorphismus
ist. Das ist eine Verallgemeinerung der Ausrechnung von (St ,z0) (inklusive der
Methode). Im allgemeinen Fall ist der Beweis komplizierter, aber nicht viel.

Die Abbildung ist surjektiv. Das geht mit dem Lebesgue’schen Uberdeckungs-Satz.
Wir verwenden die Uberdeckung von X (M), die aus den offenen 1-Zellen besteht und
aus einer weiteren Menge; nédmlich der Umgebung U der 0-Zelle, die wir aus X (M)
dadurch erhalten, dafl wir aus jeder der 1-Zellen das abgeschlossene mittlere Drittel
weglassen. Die Menge U ist offen, und zusammenziehbar.

Ist w: [0,1] — X (M) ein Représentant eines Elements von 71 (X (M), z¢), so gibt
es eine Unterteilung von [0, 1] in Teilintervalle, deren jedes ganz in eine der Mengen der
Uberdeckung abgebildet wird. Wir bestehen hier nicht darauf, da$ alle Teilintervalle
die gleiche Linge haben. Das gibt uns die Méglichkeit, Trennpunkte gelegentlich weg-
zulassen. N&mlich, wenn einer der Trennpunkte nicht in der Menge U liegt, so ist es
notwendigerweise der Fall, dafl beide der angrenzenden Intervalle ganz in die offene Zelle
abgebildet werden, in die auch der Trennpunkt geht. Einen solchen Trennpunkt diirfen
wir also weglassen. Das heifit, wir diirfen annehmen, daf} alle Trennpunkte ganz in die
Menge U abgebildet werden.

Wir ersetzen jetzt den Weg w durch einen homotopen, w’. Die Homotopie ist
gegeben durch eine Kontraktion der Menge U. Alle Trennpunkte werden durch w’ in
den Basispunkt abgebildet. w’ ist also eine Komposition von ganz vielen Wegen. Die
nicht-trivialen unter diesen kommen her von denjenigen Teilintervallen, die durch w
nicht in die Menge U, und demnach ganz in eine der offenen Zellen abgebildet wurden.
Unter der Deformation von w zu w’ wird aus einem solchen Teilweg einer von vier
Typen (bis auf Homotopie), je nachdem wie die Homotopie die Endpunkte des Teilinter-
valls in den Basispunkt gezogen hat. Zwei der Typen sind trivial (d.h. nullhomotop),
némlich diejenigen, wo die beiden Endpunkte zur selben Seite gezogen wurden. Die
beiden andern Typen sind diejenigen, wo die fragliche Zelle genau einmal in positiver,
bzw. negativer Richtung durchlaufen wird.

Die Abbildung ist injektiv. Das ist der schwierigere Teil. Im Falle der Ausrechnung
von (S, x9) waren wir in der Lage, den folgenden Trick zu verwenden. Fiir eine Ab-
bildung w: [0,1] — S! konnten wir ihre Windungszahl definieren durch die Betrachtung
einer Liftung

®

0,1] —2— R!

H »
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Auf Grund von Dingen, die sich letztlich als Siitze der Uberlagerungstheorie herausstell-
ten, konnten wir sicher sein, daf homotope Wege dieselbe Windungszahl w(1) — w(0)
haben. Es resultierte, daf die durch die “Standard-Wege” gegebene Abbildung von Z
zu (St z9) injektiv war.

Um den Trick zu iibertragen, miissen wir uns auf irgendeine Weise nun eine Uber-
lagerung von dem Raum X (M) verschaffen, die die Rolle der Abbildung p: R! — S*
iibernehmen kann. Das ist nicht so hoffnungslos, wie es zunéchst scheinen mag. Wir
wissen ja, auf Grund von allgemeinen Sitzen der Uberlagerungstheorie, daf8 z.B. die
universelle Uberlagerung eines Raumes X (vorausgesetzt, X ist “verniinftig”) immer
auf die folgende Weise, nur mit Hilfe von X, beschrieben werden kann: ein Punkt
von X besteht aus einem Paar von Daten in X , ndmlich einem Punkt dort, und einer
Homotopieklasse von Wegen (Homotopie relativ zu Anfangs- und Endpunkt) von dem
Punkt zu dem Basispunkt in X .

Indem wir den Wunsch zum Vater eines Gedankens werden lassen, adaptieren wir
diese Methode mit der folgenden Variante: die Wege-Daten in dem Raum X (M)
(d.h., mehr oder weniger, die Fundamentalgruppe) ersetzen wir durch das, was wir
gerne hitten, ndmlich die Elemente der freien Gruppe F(M). Wir schreiben also nun
einen CW-Komplex mit Hilfe solcher Daten hin. Und wir hoffen, dal wir anschlieflend
werden zeigen konnen, daf8 es sich um eine Uberlagerung von X (M) handelt.

Bezeichne, wie oben, W(M) die Menge der Worte in dem Alphabet M U M. Be-
zeichne W/ (M) die Untermenge der reduzierten Worte; d.h. derjenigen, wo kein Teilwort
der Art mm oder mm vorkommt. (Zum jetzigen Zeitpunkt wissen wir noch nicht,
daB jedes Element von F(M) einen eindeutigen Représentanten aus W/(M) hat. Das
wird sich, als Nebenprodukt unserer Uberlegungen, aber herausstellen. )

Der CW-Komplex X (M) wird auf die folgende Weise definiert. Die 0-Zellen sind
in 1:1 Beziehung zu den reduzierten Worten w € W'(M). Die 1-Zellen sind in 1:1
Beziehung zu den Paaren bestehend aus einem reduzierten Wort w und einem zusétz-
lichen Buchstaben € M. Die Inzidenz ist dabei wie folgt geregelt. Die 1-Zelle (w, )
ist inzident zu den beiden 0-Zellen w (‘Anfangspunkt’ der 1-Zelle) und «’ (‘Endpunkt’
der 1-Zelle). Dabei ist w’ = w3, wenn dieses Wort reduziert ist. Wenn dagegen das
Wort w 3 nicht reduziert ist, so lifit sich w offenbar schreiben als w = w” 3. In dem
Fall ist w” reduziert, und w’ wird definiert als w”.

Eine Abbildung X (M) — X (M) ist definiert “durch das Vergessen der W'(M)-

Daten”. Jede der 0-Zellen von X (M) wird auf die 0-Zelle von X (M) abgebildet, und
die 1-Zelle mit der Nummer (w,3) wird abgebildet auf diejenige mit der Nummer 3.

Wir priifen nach, daB es sich bei der Abbildung um eine Uberlagerung handelt. Dazu
nehmen wir als Elementar-Umgebungen in X (M) dieselben offenen Mengen, die auch
vorher schon benutzt wurden: die offenen 1-Zellen und zusétzlich die Menge U, die aus
X (M) dadurch entsteht, dafl aus jeder der 1-Zellen das abgeschlossene mittlere Drittel
weggelassen wird.
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Lokale Trivialitét iiber einer offenen Zelle von X (M) ist klar: die offene Zelle mit
der Nummer ( hat als ihr Urbild das Produkt,

(offene Zelle mit der Nummer 3) x W'(M) ,
und die Abbildung ist die erste Projektion.

Die lokale Trivialitiat iiber der Menge U ist nur wenig komplizierter. Die Menge U
hat die folgende explizite Beschreibung;:

U = Mx (%71] UM><{1} {550} UMX{O} M % [Oa%) .
Thr Urbild U hat eine entsprechende Beschreibung als

W,(M) X M x (%,1] UW’(M)XMX{l} W,(M) UW’(M)XMX{O} W/(M> x M x [0, %) s

wobei die beiden Verklebe-Abbildungen gegeben sind durch
W (M) x M x {0} — W(M) , (w,f)+— w

und
W/(M) x M x {1} — W/(M) , (wf)+— v

. . w =wf, wenn w/ reduziert ist;
dabei ist (wie oben) =
w=w'F, sonst.
Eine Trivialisierung _
U — Ux W (M)

bekommt man nun durch Zusammenkleben der folgenden Abbildungen:

Auf dem Teil W/(M) x M x [0, %) ist die Abbildung diejenige, die das Tripel (w, 3, x)
abbildet auf das Paar ( (5,z),w).

Auf dem Teil W/(M) x M x (2,1] ist die Abbildung so gegeben: (w,/3,z) wird abge-
bildet auf das Paar ( (5,z), w’). Diese Teil-Abbildung ist ebenfalls ein Isomorphismus:
denn fiir jedes (3 ist es richtig, dafl die Abbildung

/
W W

ein Isomorphismus ist.

Nachdem nun geklirt ist, daB die Abbildung X (M) — X(M) eine Uberlagerung
ist, sind wir auch in der Lage, die fiir Uberlagerungen geltenden allgemeinen Sitze
anzuwenden (da X (M), als CW-Komplex, die Voraussetzung erfiillt, ein im Sinne
der Uberlagerungstheorie ‘verniinftiger’ Raum zu sein: “lokal weg-zusammenhéngend”,
“semi-lokal einfach-zusammenhéngend” ).

Das Urbild des Basispunktes {zo} ist die Menge W’'(M). Auf dieser Menge operiert,
per Wege-Liftung, die Fundamentalgruppe 71 (X (M), zo). Per Komposition mit der
Abbildung F(M) — m1(X(M),z) bekommen wir daraus eine Operation von F(M).
Sie hat die folgende Beschreibung: Sei # € M. Das davon in F(M) reprisentierte
Element geht auf das Element in 71 (X (M), xg), das von der durch [ indizierten 1-Zelle
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reprisentiert wird. Die Aktion ist ablesbar aus den oben angegebenen Isomorphismen.
Es resultiert, dafl die Aktion die obige Abbildung ist,

, W' =wpf, wenn wf reduziert ist;
wr—w WO jp
w=w'F, sonst.
Insbesondere geht der Basispunkt %o in X (M) (das leere Wort) durch die Aktion mit
einem reduzierten Wort w iiber in eben dieses reduzierte Wort w.

Es bleibt nur noch, die Homotopie-Liftungs-Eigenschaft zitieren: die fundamentale
Tatsache, dafl die Aktion eines geschlossenen Weges nur abhéingt von seiner Homo-
topieklasse. Da zwei verschiedene reduzierte Worte durch ihre Operation auf dem Ba-
sispunkt xy zwei verschiedene Punkte im Urbild von zg ergeben, sind notwendigerweise
die beiden Bild-Elemente in 71 (X (M), xo) verschieden. Da jedes Element von F(M)
von einem reduzierten Wort représentiert ist, resultiert daraus die Injektivitéit der Ab-
bildung F(M) — m (X (M), z).

Als Nebenprodukt resultiert ein Beweis fiir die Tatsache, dafl zwei verschiedene re-
duzierte Worte tatséchlich auch immer zwei verschiedene Elemente der freien Gruppe
F(M) reprisentieren. O

Sei X ein CW-Komplex. Ein Baum in X ist ein Unterkomplex 7" mit den folgenden
Eigenschaften:

— T hat Dimension <1,
— T ist einfach-zusammenhéngend.

Ein Baum in X heifit maximal, wenn er alle 0-Zellen von X enthélt.
Satz. Jeder zusammenhédngende CW-Komplex X enthilt einen maximalen Baum.

BEWEIS. Sei T' ein Baum in X . Wenn T nicht maximal ist, dann gibt es eine 0-Zelle
x1 in X, die nicht in T enthalten ist. Ein zusammenhingender CW-Komplex ist auch
weg-zusammenhéingend. Also gibt es einen Weg w, der x; mit einem Punkt in T
verbindet; 0.B.d.A. (zelluldrer Approximations-Satz) verlauft w ganz im 1-Skelett. Sei
b € [0, 1] der kleinste Wert, so dafl w(b) € T'. Sei a € [0,b] der grofite Wert, so dal w(a)
im 0-Skelett liegt, aber nicht in 7. Es ist dann w ’ [a,b] ein Weg, der bei einer 0-Zelle
aulerhalb T anfingt, der bis zu seinem Ende ganz auflerhalb T verlduft und der in
T aufhort. Er hort, notwendigerweise, bei einer 0-Zelle von T auf, und er verlduft,
abgesehen von seinen Endpunkten, ganz innerhalb einer einzigen 1-Zelle.

Es gibt folglich eine 1-Zelle, die zwei verschiedene 0-Zellen verbindet, von denen die
eine in T liegt, die andere hingegen nicht; die 1-Zelle selbst liegt auch nicht in 7". Diese
beiden Zellen nun kénnen wir zu 7' hinzunehmen: die 1-Zelle und die nicht in 7" liegende
0-Zelle, mit der sie inzident ist. Es ist klar (oder?), dal der neue Unterkomplex,

Ty = T plus diese beiden Zellen |,

wieder ein Baum ist.
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Wenn 77 nicht ein maximaler Baum ist, konnen wir diesen Schritt wiederholen.
Wenn X nur endlich viele 0-Zellen auflerhalb T hat, dann mufl das Verfahren nach
endlich vielen Schritten abbrechen. Andernfalls kénnen wir das Verfahren unendlich oft
(d.h. induktiv) verwenden, um eine aufsteigende Folge von Bidumen zu konstruieren,

TWCTyCcTsC... .
Es ist klar (oder?), dal in dem Fall der Unterkomplex

T = UTn
n

auch wieder ein Baum ist.

Wenn T’ nicht ein maximaler Baum ist, dann beginnen wir mit dem Verfahren
wieder ganz von vorne: der Baum wird erst ein bifichen vergréfiert, dann immer mehr,
und schliefllich nehmen wir wieder eine Vereinigung.

Es ist denkbar, dafi das Verfahren SEHR oft wiederholt werden muf (z.B. sogar mehr
als abzihlbar oft). Das heifit dann transfinite Induktion.

In den Grundlagen der Mathematik ist eine elegante Alternative bereitgestellt, um
Schlufiweisen dieser Art priagnant zu formulieren. Das Lemma von ZORN sagt, um die
Existenz eines maximalen Baumes sicherzustellen, gentigt es, folgendes zu zeigen: Zu
einem total geordneten System von Biumen (total geordnet durch Inklusion) gibt es
einen Baum, der alle die Bdume des Systems enthélt. Das ist aber klar (oder?): man
nimmt die Vereinigung. 0

Satz. (1) Sei X ein zusammenhingender CW-Komplex der Dimension < 1. Die
Fundamentalgruppe von X (an irgendeinem Basispunkt) ist eine freie Gruppe.

(2) Sei T' ein maximaler Baum in X . Sei M die Menge derjenigen 1-Zellen von X , die
nicht in dem maximalen Baum T liegen. Die Fundamentalgruppe von X ist isomorph
zu der freien Gruppe F(M).

BEwEIS. Als einfach-zusammenhéngender CW-Komplex der Dimension < 1 ist der
maximale Baum T ein kontrahierbarer CW-Komplex. Sei X' = X / T der Quo-
tienten-CW-Komplex. Nach dem Klebelemma ist die Quotienten-Abbildung X — X’
eine Homotopie-Aquivalenz, insbesondere also auch ein Isomorphismus der Fundamen-
talgruppe (fiir jeden Basispunkt in X). Der Quotienten-Komplex X’ hat nur eine
einzige 0-Zelle, und die Menge M’ seiner 1-Zellen entspricht der Menge M derjenigen
1-Zellen von X, die nicht in T liegen. Der obige Satz ist also anwendbar; er ergibt
daf 71 (X', x() isomorph ist zu der freien Gruppe F(M’). Diese wiederum ist isomorph
zu der freien Gruppe F(M), da M und M’ isomorphe Mengen sind. O

Als Abschweifung erhalten wir eine gruppentheoretische Anwendung, den Satz von
KurosH (der direkte, gruppentheoretische Beweis davon ist ziemlich kompliziert):

Korollar. Sei F' eine freie Gruppe, G C F eine Untergruppe. G ist eine freie Gruppe.
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BEWEIS. Es gibt eine Menge M derart, da} F' isomorph ist zu der von M erzeugten
freien Gruppe F(M). F ist also auch isomorph zu der Fundamentalgruppe von X (M)
(dem oben diskutierten CW-Komplex mit einer 0-Zelle und der durch M indizierten
Menge von 1-Zellen). Die Gruppe G ist damit isomorph zu einer Untergruppe der
Fundamentalgruppe von X (M). Uberlagerungstheorie nun sagt, daf jede Untergruppe
der Fundamentalgruppe herkommt von der Fundamentalgruppe eines geeigneten zu-
sammenhéngenden Uberlagerungsraumes; das trifft insbesondere auf G' zu. Der Uber-
lagerungsraum ist wieder ein CW-Komplex der Dimension < 1. Seine Fundamental-
gruppe ist also, nach dem Satz, eine freie Gruppe. O

Sei X ein zusammenhingender CW-Komplex, sei X! das 1-Skelett davon. Nach
dem vorigen ist 71 (X!, x¢) eine freie Gruppe; sie ist isomorph zu F(M), wenn T einen
maximalen Baum in X bezeichnet, und M das System derjenigen 1-Zellen von X,
die nicht in T liegen. Zu jeder der 2-Zellen von X gehort eine Anhefte-Abbildung
S — X', und damit ein Element von 7, (X!, ), das wohldefiniert ist bis auf Konju-
gation (oder, etwas anders gesagt, eine Konjugationsklasse in 1 (X!, x¢) ). Jede solche
Konjugationsklasse hat als Repriisentanten ein Wort in dem Alphabet M U M (Ele-
mente von M und deren formal-inverse). Sei R ein System von Worten, das fiir jede
2-Zelle von X einen solchen Repridsentanten enthélt.

Satz. {M ; R} ist eine Gruppen-Présentation von 71 (X, ).

Korollar. Jede Gruppe G ist die Fundamentalgruppe eines zusammenhéngenden CW-
Komplexes.

BeEwEIs. Die Gruppe G hat eine Gruppen-Présentation. Der Satz sagt, wie (und daf!)
eine solche aus einer Zellenstruktur abgelesen werden kann. O

BEWEIS DES SATZES (Skizze). Nach dem zelluldren Approximations-Satz ist die Abbil-
dung

F(M) ~ 7T1(X1,l’0) — 7T1(X, IL‘())
surjektiv. Die in R aufgelisteten Worte werden in 71(X,zo) trivial: das ist das, was
die anzuheftenden 2-Zellen besorgen. Was noch gemacht werden muf, ist der Nachweis,
dafl die resultierende Abbildung

F(M)/N(R) — m(X,z0)

nicht nur surjektiv ist, sondern auch injektiv (wo wieder N(R) die normale Hiille von
R bezeichnet). Dazu nimmt man eine geschlossene Kurve in X!, nimmt an, daf} sie in
X (folglich, nach dem zelluldren Approximations-Satz, auch im 2-Skelett X?) null-
homotop ist, und analysiert eine Null-Homotopie; d.h. eine Fortsetzung dieser Ab-
bildung zu einer Abbildung D? — X?. Das geht ganz #hnlich wie der Beweis des
Homotopie-Additions-Satzes in der Dimension 2, nur dal man jetzt auf Basispunkte
achten mufl. Die Details lassen wir weg. O
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Zusatz S. 71-72

Sei G Gruppe, mit neutralem Element 1. Seien x und y Elemente von G. Es gelte

(1) zy* =92z und (2) ya? =2y .
Dann ist x =y =1.

BEWEIS. Wegen (2) ist y = 23 yx 2

. Einsetzen in (1) liefert
3, —2)2
z(2®ya?)" =

= (x3ya:*2)3m ,
also
x4y$y:v*2 = ac?’ya:ymyx*l ,
folglich
rTyry = yryryx ,
das heif3t

3) (zy)* = (yz)° .
Auf die gleiche Weise folgt, per Symmetrie, auch

4)  (yz)* =

= (wy)’ .

. Es folgt

3 = of = o2

= a’a = Ba,
das heifit, o und 3 sind invers zueinander, 3!

Seien o und [ definiert als a := xy und f:= yx. Die Gleichungen (3) und (4)
sagen dann a? = 3% und o = 2

«. Also auch

—1 _ _
yr = (zy) =y laTt.
Dies, in (2) eingesetzt, ergibt

2’y = ya® = (yx)o =y~ a7
Andererseits besagt (0« 1 auch 1 = (yx)(xy) = y2?y und
Zusammen mit (5) ergibt das

2

1
y .
-2

)

also (5) 2% =

r =1y
folglich 22 = y

22 =y = o
also z = 1. Dies eingesetzt in die Gleichung (1) ergibt schliefllich auch y = 1.



Vorgegebene Homotopiegruppen

Sei G eine Gruppe. Dann gibt es, wie wir gesehen haben, einen zusammenhingenden
CW-Komplex (z.B. einen solchen der Dimension 2), dessen Fundamentalgruppe die
vorgegebene Gruppe G ist.

Wie wir auch gesehen haben, gibt es die Moglichkeit, durch das Anheften weiterer
Zellen die Homotopiegruppen in den Dimensionen 2, 3, usw. zu Null zu machen, ohne
die Fundamentalgruppe noch zu éndern (die Konstruktion des 1-Co-Skeletts).

Insgesamt gibt es also zu der vorgegebenen Gruppe G einen zusammenhéingenden
CW-Komplex, der die Gruppe G als Fundamentalgruppe hat und dessen hthere Homo-
topiegruppen sidmtlich trivial sind. Einen solchen Raum bezeichnet man auch als einen
Eilenberg-MacLane-Raum zu der Gruppe G und zu der Dimension 1. Als abkiirzende
Notation ist die Bezeichnung K (G;1) fiir einen solchen Raum gebréiuchlich; also

G, wenni=1,
mK(G;1) =

0, sonst.

Es stellt sich heraus, dal der Raum durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt ist,
bis auf Homotopie-Aquivalenz (im punktierten Sinn: sowohl die Abbildungen als auch
die Homotopien respektieren den Basispunkt). Das ergibt sich aus dem folgenden Satz:

Satz. Seien G und G’ Gruppen. Es gibt eine 1:1 Beziehung zwischen
— Gruppenhomomorphismen G — G’ und
— Homotopieklassen punktierter Abbildungen K(G,1) — K(G',1).

Der Satz impliziert die Eindeutigkeit (bis auf Homotopie). Denn sei K(G,1) ein
solcher CW-Komplex, sei K'(G,1) ein anderer. Nach dem Satz gibt es eine Abbildung
f: K(G,1) — K'(G,1), die der identischen Abbildung von G entspricht. Diese Ab-
bildung nun induziert Isomorphismen sdmtlicher Homotopiegruppen. Sie ist also eine
Homotopie-Aquivalenz nach dem Whitehead-Satz.

BEWwEIS DES SATZES. Eine Homotopieklasse punktierter Abbildungen von K(G,1) zu
K(G',1) induziert einen Homomorphismus G — G’. Wir zeigen, diese Zuordnung ist
(1) surjektiv und (2) injektiv.

Dazu machen wir zunéchst eine spezielle Annahme, von der wir uns aber spéter be-
freien werden. Namlich wir nehmen an, daf§ der CW-Komplex K(G,1) auf die folgende
Weise konstruiert ist (wir wissen, dafi das geht): Ausgehend von einer Préisentation von
G hat man an eine einzige 0-Zelle zunichst 1-Zellen angeheftet (je eine fiir jede Erzeu-
gende) und dann an das so entstandene 1-Skelett 2-Zellen (je eine fiir jede Relation);
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und schlieBlich wurden Zellen der Dimensionen 3, 4, usw. angeheftet, um die héheren
Homotopiegruppen zu Null zu machen.

(1) Surjektivitdt. Zu dem Homomorphismus G — G’ konstruiert man eine Ab-
bildung K(G,1) — K(G’,1) wie folgt. Die 0-Zelle geht auf den Basispunkt (wir hétten
da gar keine andere Wahl). Jede 1-Zelle in K (G, 1) bestimmt einen geschlossenen Weg
(da es nur eine 0-Zelle gibt), sie bestimmt also ein Element von m K(G,1) = G und
damit, iber den Homomorphismus, auch ein Element von G’ = m K(G’,1). Fiir dieses
Element nehmen wir irgendeinen représentierenden geschlossenen Weg (sagen wir, im
1-Skelett), und auf den bilden wir die 1-Zelle ab.

Die Fundamentalgruppe des 1-Skeletts von K(G,1) ist die freie Gruppe F', die von
der Menge der 1-Zellen erzeugt ist; und eine Abbildung einer freien Gruppe ist eindeutig
bestimmbar, und bestimmt, durch das, was sie auf den erzeugenden Elementen tut.
Die durch das Verhalten auf den Erzeugenden vorgegebene Abbildung F' — G’ ist also
dasselbe wie die zusammengesetzte Abbildung F' — G — G’ (denn auf den Erzeugenden
ist das so; nach Definition). Der Kern der Abbildung F — G wird folglich trivial nach
G’ abgebildet. Insbesondere wird jede der Relationen trivial nach G’ abgebildet: jede
der Anhefte-Abbildungen S' — 1-Skelett, gefolgt von der auf dem 1-Skelett schon
definierten Abbildung, ist eine null-homotope Abbildung. Die Abbildung des 1-Skeletts
kann also auf die 2-Zellen von K (G, 1) erweitert werden.

Die Erweiterung auf die Zellen hoherer Dimension ist aus trivialen Griinden moglich.
Z.B. eine Anhefte-Abbildung fiir eine 3-Zelle von K (G, 1) ist eine Abbildung von S? in
das 2-Skelett von K(G,1). Die Zusammensetzung mit der schon konstruierten Abbil-
dung des 2-Skeletts nach K(G’, 1) ist null-homotop, da K(G’,1) triviales 7o hat.

(2) Imjektivitdt. Sind fo und f1 zwei Abbildungen von K(G,1) zu K(G',1), die
dieselbe Abbildung G — G’ induzieren, so ist behauptet, daf§ die beiden Abbildungen
zueinander homotop sind. Die behauptete Homotopie wird induktiv iiber die Zellen von
K (G, 1) definiert. Wir beginnen mit der trivialen Homotopie der 0-Zelle am Basispunkt
(da haben wir keine andere Wahl).

Fiir jede der 1-Zellen ergibt die Abbildung fy einen geschlossenen Weg in K(G’, 1),
und f; ergibt einen anderen. Diese beiden geschlossenen Wege sind homotop wegen
unserer Annahme, dafl fy und f; dieselbe Abbildung G — G’ induzieren. Folglich
kann die Homotopie auf das 1-Skelett erweitert werden.

Die Erweiterung der Homotopie auf den ganzen Raum ist nun wieder aus trivialen
Griinden moglich. Z.B. fiir eine 2-Zelle geht es darum, eine Abbildung auf D? x [0, 1]
zu finden, die eine vorgegebene Abbildung auf dem Rand davon, d.h. auf

D? x {0} U 9D*x [0,1] U D? x {1},
erweitert. Nun ist das eine 2-Sphére, die Abbildung ist also null-homotop, da K(G’,1)
triviales 7o hat. Also existiert die Erweiterung.

Wir miissen uns noch von der speziellen Annahme iiber den Raum K (G, 1) befreien.
Dazu nehmen wir einen solchen speziellen Raum, K”(G,1). Es gibt dann eine Homo-
topie-Aquivalenz K”(G,1) — K(G,1); und damit transportiert sich alles. O
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Hohere Homotopiegruppen sind abelsch. Wenn man “hohere” Eilenberg-MacLane-
Réume betrachten will, so sollte man demgeméf nicht von einer vorgegebenen Gruppe
ausgehen, sondern von einer vorgegebenen abelschen Gruppe.

Sei A eine abelsche Gruppe. Sei n > 2. Ein Eilenberg-MacLane-Raum K (A, n) ist,
nach Definition, ein zusammenhéingender CW-Komplex mit

A, wenni=n,
7T1K(A,TL) = {

0, sonst.

Satz. Sei A abelsche Gruppe, sei n > 2. (1) Ein Eilenberg-MacLane-Raum K (A,n)
existiert. (2) Je zwei Eilenberg-MacLane-Rédume (zu gegebenem A und n) sind zu-
einander homotopie-dquivalent.

BEwEIs. Wenn X ein CW-Komplex ist, dessen (n—1)-Skelett trivial ist, und der an-
sonsten nur Zellen in den Dimensionen n und n+1 hat, mit Zellen indiziert durch
Indexmengen J,, und J,41, so reduziert der zellulire Kettenkomplex (relativ Basis-
punkt) sich auf eine Abbildung

Z[JnJrl} - Z[Jn]

(wo Z[J] die von einer Menge J erzeugte freie abelsche Gruppe bezeichnet). Fiir die
Existenz-Behauptung ist nun die Idee, einen solchen Zellenkomplex derart anzugeben,
dafl der Kokern der Abbildung die vorgegebene abelsche Gruppe A ist. Der Zellenkom-
plex wird dann diesen Kokern, also A, als n-te Homologiegruppe haben; folglich,
nach dem Hurewicz-Satz, auch als n-te Homotopiegruppe. Aus dem Zellenkomplex
bekommt man den gewiinschten Eilenberg-MacLane-Raum, indem man die hoéheren
Homotopiegruppen zu Null macht; also durch die Konstruktion des n-Co-Skeletts.

Jede abelsche Gruppe ist Quotient (= Bild einer surjektiven Abbildung von) einer
freien abelschen Gruppe. Es gibt deshalb eine freie abelsche Gruppe Z[J,] und eine
surjektive Abbildung Z[J,] — A; und, weiter, eine freie abelsche Gruppe Z[J,,+1] und
eine surjektive Abbildung

ZlJyn+1] — Kern( Z[J,] — A) .

Zusammen mit der Inklusion Kern(Z[J,| - A) — Z[J,,] bekommen wir so eine Ab-
bildung Z[J,1+1] — Z[J,].

( Tatséchlich ist folgendes richtig: eine Untergruppe einer freien abelschen Gruppe
ist selbst wieder eine freie abelsche Gruppe. Wir koénnten deshalb, wenn wir darauf
Wert legten, die letztere Abbildung sogar als eine injektive Abbildung bekommen. Das
ist aber nicht so wichtig fiir uns an dieser Stelle.)

Wir definieren nun einen CW-Komplex X auf die folgende Weise. Das (n—1)-Skelett
besteht nur aus dem Basispunkt. An den Basispunkt werden n-Zellen, indiziert durch
die Menge J,, angeheftet. Bezeichne X™ dieses n-Skelett. Die Homotopiegruppen
von X" unterhalb von Nummer n sind trivial. Da wir auch n > 2 vorausgesetzt
haben, ist, nach dem Hurewicz-Satz, die n-te Homotopiegruppe von X" dasselbe wie
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die n-te Homologiegruppe; diese wieder ist dasselbe (Berechnung iiber den zelluldren
Kettenkomplex) wie die freie abelsche Gruppe Z[.J,].

Es werden nun (n+1)-Zellen an X" angeheftet: je eine (n+1)-Zelle fiir jedes Ele-
ment der Menge J,41. Sei a ein solches Element.

Es gehort dazu ein erzeugendes Element, (4+1)a, in Z[J,4+1]; und damit, iiber den
Homomophismus Z[J,4+1] — Z[J,], ein Element in Z[J,]; und damit auch, wegen der
genannten Isomorphismen Z[J,,| ~ H,(X") und H,(X") ~ m,(X", zp), ein Element
von 7, (X™, xg).

Sei ag @ (S™,80) — (X™,x0) irgendeine reprisentierende Abbildung fiir dieses Ele-
ment. Wir benutzen «, als Anhefte-Abbildung fiir die durch a indizierte (n+1)-Zelle.

Sei X ( = X"*!) der resultierende CW-Komplex. Wir rechnen seinen zelluliren
Kettenkomplex aus, um uns davon zu iiberzeugen, daf} es der richtige ist. Bezeichne

( HGGJ7L+1 Dn+17 ]_[(ZEJ7L+1 Sn ) - ( X7 Xn )
die charakteristische Abbildung der Gesamtheit der (n+1)-Zellen. Sei X’ definiert als
X ohne die Mittelpunkte der (n+1)-Zellen. Von den vier Abbildungen

Hpp (X, X™) —_— Hy( X, X')

I I

Hn+1 ( HaEJn+1 Dn+1’ HaeJn_H Sn) — Hn41 ( HaEJn+1 DTH_I’ HaEJn+1 (Dn+1_0))

sind drei Isomorphismen (Inklusionen homotopie-dquivalenter Rdume; Ausschneidungs-
Satz fiir die rechte vertikale Abbildung), die vierte ist es folglich auch. In dem Diagramm

Hn+1(X, X”) - Hn(X", Xn—l)

I I

H”""l( ]_[aeJn+1 DTL+17 HaEJn-H Sm ) - Hn( ]’_[aEJn+1 S™ )

ist also die linke vertikale Abbildung ein Isomorphismus. Die horizontale Abbildung
unten ist es ebenfalls. Es folgt, dafl die obere Zeile (d.h. der zellulire Kettenkomplex
von X, relativ zum Basispunkt) als eine isomorphe Re-Inkarnation die rechte Spalte
hat: die nun ist, nach Konstruktion, durch die Abbildung Z[J,,+1] — Z[J,] gegeben.

Aus dem CW-Komplex X bekommen wir, wie schon erwihnt, einen Eilenberg-
MacLane-Raum K (A,n) durch die Konstruktion des n-Co-Skeletts; das heift, indem
wir Zellen der Dimensionen n+2, n+3, usw. anheften, um die Homotopiegruppen in
den Dimensionen n+1, n+2, usw. zu Null zu machen. Soviel zur Existenz.

Die Eindeutigkeit (bis auf Homotopie) resultiert mit demselben Trick wie im vorigen
Satz: Wenn K’'(A,n) ein weiterer Eilenberg-MacLane-Raum ist, so konstruieren wir,
durch Induktion iiber die Zellen, eine Abbildung K(A,n) — K'(A,n), die Isomor-
phismen der Homotopiegruppen induziert (“aufpassen” miissen wir dabei nur bei den
n-Zellen). Die Abbildung ist dann eine Homotopie-Aquivalenz nach dem Whitehead-
Satz. Die Details fiir diesen Teil lassen wir weg. O
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Korollar. Jede Folge von Gruppen, mit der offensichtlichen Beschrinkung (ndmlich
von Nummer 2 an sollen die Gruppen alle abelsch sein), kommt vor als die Folge der
Homotopiegruppen eines Raumes.

BEWEIS. Man nimmt einen Eilenberg-MacLane-Raum K (Gi,1) zu der ersten vor-
gegebenen Gruppe, danach einen Eilenberg-MacLane-Raum K (As,2) zu der zweiten
vorgegebenen (abelschen!) Gruppe, und so weiter. Das Produkt all dieser Rdume
hat dann die behauptete Eigenschaft. — Wegen der Moglichkeit, zu einer CW-Ap-
proximation iiberzugehen, gibt es auch einen CW-Komplex mit derselben Eigenschaft.

Mit ein wenig mehr Miihe kann man die Verwendung des unendlichen Produktes an
dieser Stelle vermeiden, wenn man das will:

Jeder der genannten Eilenberg-Mac-Lane-Riume ist 0.B.d.A. ein CW-Komplex. Nun
ist das Produkt von zwei (oder endlich vielen) CW-Komplexen zwar im allgemeinen
nicht wieder ein CW-Komplex (wenn man die Produkt-Topologie verwendet; die Fak-
toren werden ja i.a. nicht lokal-kompakt sein), man kann aber, wie wir wissen, durch
eine Um-Topologisierung einen CW-Komplex daraus machen. Diese Prozedur &dndert
nicht den “schwachen Homotopie-Typ” (da die endlichen Unterkomplexe bei dem Um-
Topologisieren ungeéndert bleiben).

Das Produkt der ersten n Faktoren nun kann aufgefafit werden als Unterraum von
dem Produkt der ersten n+1 Faktoren (man verwendet die Inklusion des ein-punktigen
Raumes “Basispunkt” im letzten Faktor). Auf die Weise bekommt man ein aufsteigendes
System von Réumen: es werden mehr und mehr Faktoren verwendet. Entsprechend viele
der vorgegebenen Gruppen treten in den Rd&umen als Homotopiegruppen auf; und, beim
Vereinigungs-Raum, schliellich alle. O

Wir werden nun die ganze Konstruktion (die von den R&umen mit vorgegebenen
Homotopiegruppen) noch ein wenig modifizieren. Die Modifikation besteht darin, die
Operation der Fundamentalgruppe auf den héheren Homotopiegruppen explizit mit in
die Betrachtung einzubeziehen. Wir werden danach dann in der Lage sein, das obige
Beispiel noch einmal anzugeben, mit dieser Modifikation. Das Resultat davon kann man
schlicht so umreiflen: Es ist alles moglich.

Vorher soll aber noch ein konkretes Beispiel explizit beschrieben werden.

BEISPIEL. Wir nehmen eine 1-Sphiire S! und eine 2-Sphiire S?. Wir bilden die Ein-
Punkt-Vereinigung dieser beiden, SV S2.

Die Fundamentalgruppe von S! Vv §? ist dieselbe wie die von dem Unterraum S*.
Denn einerseits ist die Fundamentalgruppe von S!' ein Retrakt (da S!' Retrakt von
S1vS? ist), andererseits kann mehr auch nicht da sein (da nach dem zelluldiren Approxi-
mations-Satz alle Elemente der Fundamentalgruppe vom 1-Skelett herkommen).

Die Homologie (ganz-zahlige Koeffizienten) von S! Vv S? ist isomorph zu Z in den
Dimensionen 0, 1, 2, und ist Null sonst. Denn einerseits ist die Homologie von S! ein
Retrakt; und die von S? auch. Andererseits kann es mehr nicht geben (der zellulire
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Kettenkomplex fiir die ‘offensichtliche’ Zellenstruktur hat nur je ein Erzeugendes in den
Dimensionen 0, 1 und 2).

Die zweite Homotopiegruppe von S! Vv S? bestimmt sich unter Hinzuziehung von
Univ(S' v S2), der universellen Uberlagerung. Es ist moUniv(S! v S2) ~ mp (St v S?)
(die hoheren Homotopiegruppen sind bei einer Uberlagerung dieselben wie bei dem
Raum auch) und es ist moUniv(S! Vv S?) ~ HaUniv(S! Vv S?) (nach dem Hurewicz-Satz;
die universelle Uberlagerung ist ja einfach-zusammenhéngend).

Die universelle Uberlagerung von S' ist R (wo das Urbild des Basispunktes von
S1 durch die Teilmenge Z C R gegeben sein soll). Man bekommt hieraus eine (oder
“die”) universelle Uberlagerung von S'V S2, indem man an jeden Punkt im Urbild des
Basispunktes ein Exemplar S? anheftet. Das Resultat der Konstruktion kann man sich
vorstellen als eine lange Schnur mit einer Reihe von daran hingenden Lampions,

R Uzx {s0} 7Zx 5% .

Die Decktransformationengruppe (isomorph zur Fundamentalgruppe; und damit zu Z)
operiert durch Translation; auf den “Lampions” ist die Operation einfach-transitiv.

Der zelluldre Kettenkomplex (relativ zu dem kontrahierbaren Unterraum R) ist
trivial aulerhalb Dimension 2. In Dimension 2 gibt es unendlich viele Erzeugende.
Die Kettengruppe (und damit auch die zweite Homologiegruppe) ist also die direkte
Summe von unendlich vielen Exemplaren Z.

Uber die Operation der Decktransformationengruppe wird die zweite Homologie-
gruppe zu einem Modul iiber dem ganz-zahligen Gruppenring dieser Gruppe; die zweite
Homotopiegruppe damit auch (Natiirlichkeit der Hurewicz-Abbildung beziiglich Deck-
transformationen). Die Modul-Struktur “oben” (in der universellen Uberlagerung)
entspricht, wie wir wissen, der Modulstruktur “unten”: der Struktur von ms als Modul
iiber Z[m (St v S?)], dem Gruppenring der Fundamentalgruppe.

Die erwihnte Tatsache, dal die Decktransformationengruppe einfach-transitiv auf
der Menge der Erzeugenden operiert, {ibersetzt sich hier nun darin, dafl der fragliche
Modul der freie Modul vom Rang 1 ist. O

Die in diesem Beispiel beschriebenen Phdnomene werden nun ein wenig fortgefiihrt.
Das liefert die wesentlichen Dinge im Beweis des folgenden Satzes:

Satz. Sei G Gruppe; sei A abelsche Gruppe, versehen mit einer Operation von G.
Sei n > 1. Es gibt einen weg-zusammenhédngenden Raum Z mit

— G als Fundamentalgruppe,

— A als n-ter Homotopiegruppe,

— trivialen Homotopiegruppen sonst,

wobel 71(Z,20) = G auf 7,(Z, z9) = A in der vorgegebenen Weise operiert.

Ferner gibt es einen solchen Raum Z derart, dai der Eilenberg-MacLane-Raum
K(G,1) davon ein Retrakt ist.
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BEWEIS. Es gibt i.a. viele solche Rdume Z (was wir hier nicht beweisen). Unsere
Konstruktion ist speziell, und sie liefert automatisch die zum Schluf} genannte Eigen-
schaft (daB K(G,1) Retrakt ist). Es ist richtig, aber auch das werden wir hier nicht
beweisen, dafl die Konstruktion bis auf Homotopie dadurch eindeutig charakterisiert ist
(das Argument ist &hnlich zu dem oben gegebenen fiir die Eindeutigkeit von K(G,1) ).

Der Raum Z wird konstruiert durch das Anheften von Zellen der Dimensionen n und
n+1 an einen Eilenberg-MacLane-Raum K (G, 1), um auf diese Weise die vorgegebene
n-te Homotopiegruppe zu realisieren; danach werden weitere Zellen angeheftet, um die
hoheren Homotopiegruppen zu Null zu machen (Konstruktion des n-Co-Skeletts).

Sei, abkiirzend, X = K(G,1); ein Raum mit Basispunkt zg.

Ein Raum Y sei aus X erhalten durch Anheften von n-Zellen, und zwar triviales
Anheften am Basispunkt. Es ist in dem Fall X Retrakt von Y (die Retraktion bildet die
neuen Zellen in den Basispunkt von X ab). Und die Inklusion X — Y induziert einen
Isomorphismus der Fundamentalgruppen. Denn einmal ist die Fundamentalgruppe von
X Retrakt von der von Y'; und zum andern induziert die Inklusion X — Y eine
Surjektion auf der Fundamentalgruppe (nach dem zelluldren Approximations-Satz; da,
nach Voraussetzung, n > 2).

Weiter sei ein Raum Y’ aus Y erhalten durch das Anheften von (n+1)-Zellen. Es ist
dann immer noch richtig, da8 X Retrakt ist. Denn fiir jede der neuen Zellen von Y ist
es so, daf} die Anhefte-Abbildung, gefolgt von der Retraktion ¥ — X, eine Abbildung
S™ — X ist; diese Abbildung ist null-homotop (da X Eilenberg-MacLane-Raum fiir
die Dimension 1 ist, aber andererseits n > 1), also 148t die Abbildung sich auf die
Zelle fortsetzen. Die Inklusion X — Y’ induziert ebenfalls einen Isomorphismus auf
der Fundamentalgruppe.

Die universelle Uberlagerung Y’ von Y’ kann, wie wir wissen, so beschrieben werden:
ein Punkt von Y’ entspricht einem Paar von Daten in Y’, bestehend aus

— einem Punkt y in Y';
— einer Homotopieklasse (Homotopie relativ zu Anfangs- und Endpunkt) von Wegen
von dem Basispunkt zy zu dem Punkt y.

Die universelle Uberlagerung Y von Y hat die analoge Beschreibung. Wegen der
Tatsache, da8 die Abbildung (Y, z9) — m1(Y’,20) ein Isomorphismus ist, spielt es
fiir einen in Y liegenden Punkt y nun keine Rolle, ob man “Homotopieklasse von
Wegen von zp zu y” interpretiert als “Weg in Y7 oder aber als “Weg in Y’”. Das
hat die fiir uns sehr interessante Konsequenz, dal wir die folgenden beiden R&ume
miteinander identifizieren kénnen: die universelle Uberlagerung Y von Y einerseits
und den Unterraum von Y’ andererseits, der gegeben ist durch das Urbild von Y C Y.

Ebenso kénnen wir auch die universelle Uberlagerung X von X identifizieren mit
dem Unterraum von Y (oder von Y”), der iiber X liegt.
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Bezeichne J, die Indexmenge fiir die n-Zellen von Y — X ; und J,41 diejenige fiir
die (n+1)-Zellen von Y’ —Y . Aus der Zellenstruktur

Y = XUy, xopn JuxD™  bzw. Y = Y Uy xopn+1 Juyrx DT
ergibt sich, per “Pullback”, eine Zellenstruktur in der universellen Uberlagerung,
Y = X Ufnan” JnXDn bzw. Y, =Y Ufn_HX(?D"‘H JnJrl XDn+1 .

Diese Zellenstrukturen sind kompatibel mit der Operation der Decktransformationen-
gruppe (die wir mit der Gruppe G identifizieren). Insbesondere sind somit auch die
Indexmengen J, und J,;1 mit einer Operation der Gruppe G versehen.

Uber diese Operation kann man etwas sagen. Némlich fiir jede der Zellen von Y’/ — X
bilden die dariiber liegenden Zellen von Y — X beziiglich der Operation eine einfach-
transitive G-Menge. Es ist andererseits von den Urbildern aber keines vor den andern
ausgezeichnet. Man kann das so ausdriicken: Es gibt Isomorphismen von G-Mengen,

fn ~ GxJ, und jn+1 ~ G X Jpi1,

aber diese Isomorphismen sind nicht kanonisch. Eine Auswahl wiirde darauf hinaus-
laufen, daff man fiir jede der Zellen aus Y’ — X jeweils einem von deren Urbildern eine
ausgezeichnete Rolle zuweist.

Als universelle Uberlagerung eines Eilenberg-MacLane-Raumes fiir die Dimension 1
ist X ein kontrahierbarer Raum. Aus diesem Raum entsteht Y’ durch das Anheften
von n-Zellen und (n+1)-Zellen. Also ist Y’ (n—1)-zusammenhingend; insbesondere
ist Y/ deshalb auch einfach-zusammenhéngend, da n > 2 (alternativ: Y’ ist einfach-
zusammenhiingend, da es selbst eine universelle Uberlagerung, némlich von Y’ ist).

Sei Ty ein Basispunkt iiber xzo. Wegen des einfachen Zusammenhangs von Y’ héngt
die Homotopiegruppe 7rn(1~/’ ,Zo) nicht wirklich von dem Basispunkt ab: fiir je zwei
Basispunkte sind die Homotopiegruppen zueinander kanonisch isomorph.

Es resultiert eine Operation der Decktransformationengruppe auf Wn(?/ ,Zo). Unter
dem Isomorphismus Wn(?l , o) — (Y, 20) entspricht diese Operation, wie wir wissen,
der Operation der Fundamentalgruppe 71 (Y, z¢) auf der Homotopiegruppe m,(Y’, x¢).

Andererseits ist die Hurewicz-Abbildung m, (Y, %o) — H,(Y') vertréiglich mit der
Operation der Decktransformationengruppe (Natiirlichkeit der Hurewicz-Abbildung).
Wegen des (n—1)-Zusammenhangs von Y’ ist die Hurewicz-Abbildung in diesem Fall
auch ein Isomorphismus. Insgesamt ist sie somit also ein Isomorphismus von R-Moduln,
wenn

R = Z|G]
den ganz-zahligen Gruppenring von G bezeichnet.

Der zelluldre Kettenkomplex von Y’ , relativ zu dem kontrahierbaren Unterraum
X , ist nicht-trivial nur in den Dimensionen n und n+1; er reduziert sich auf zwei
Kettengruppen und eine Rand-Abbildung zwischen diesen beiden,

ZlJpi1] — Z[jn]‘
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Vermoge der Operation der Decktransformationengruppe ist dies eine Abbildung von
R-Moduln (wo wieder R = Z[G] ). Der Modul Z[J, ] ist ein freier R-Modul. Néamlich
iiber den obigen (nicht-kanonischen) Isomorphismus von G-Mengen J,, =~ G x J,, be-

kommt man (per “Linearisierung”) einen Isomorphismus von R-Moduln

ZJa) ~ R[],
wo R[J,,] den freien R-Modul mit der Basis J,, bezeichnet. Ebenso ist auch Z[J, 1]
ein freier R-Modul, isomorph zu R|[J,,11]. — Die Wahl der Basen ist hier un-kanonisch

insofern als sie darauf hinausléduft, dal man fiir jedes Element von J,, bzw. von J,11
eine Auswahl treffen muf}; ndmlich fiir die dadurch indizierte Zelle mufl man von deren
Urbildern in der universellen Uberlagerung eines auswiihlen (was, natiirlich, nicht weiter
schwierig ist).

Die n-te Homologiegruppe von Y’ , als G-Modul, und damit letztlich auch die
n-te Homotopiegruppe als Modul iiber dem Gruppenring der Fundamentalgruppe, ist
gegeben durch den Kokern der Abbildung R[J,+1] — R[Jy,].

Wenn umgekehrt A nun ein vorgegebener R-Modul ist, so gibt es einen freien R-
Modul R[J,] und eine surjektive Abbildung

R[J,] — A,
und, weiter, einen freien R-Modul R[J,,4+1] und eine surjektive Abbildung
R[Jp+1] — Kern(R[J,] — A) .

Insgesamt kann man deshalb den vorgegebenen Modul A realisieren als den Kokern von
einer Abbildung von freien R-Moduln,

RlJpy1] — R[Jn] .

(Im allgemeinen wird es hier allerdings nicht moglich sein, diese Abbildung als injektive
Abbildung zu wihlen. Die Moglichkeit, das zu tun, macht [mehr oder weniger nach
Definition| den Begriff der “homologischen Dimension 17 aus.)

Es bleibt nachzupriifen, dal jede Abbildung vorkommen kann als zelluldrer Ketten-
komplex in der beschriebenen Weise. Sei also eine solche Abbildung gegeben. Indem wir
hinreichend viele n-Zellen trivial an den Basispunkt anheften (je eine fiir jedes Element
von J,, ), konstruieren wir den Raum Y als das n-Skelett des gewiinschten Raumes. Zu
den (n+1)-Zellen nun, sei a € J,41.

Dem Element a entspricht ein Erzeugendes (+1)a in dem Modul R[.J,,+1] und damit,
iiber die Abbildung, ein Element in dem Modul R[J,]. Dieser Modul ist isomorph zu
H,(Y); damit zu m,(Y, %o); und damit schlieBlich auch zu , (Y, zo). Das Element von
(Y, o), das wir uns auf diese Weise verschafft haben, benutzen wir zum Anheften
der (n+1)-Zelle, die dem Element a € J,,11 entspricht.

Es bleibt nachzupriifen, daf der so konstruierte Raum Y die vorgegebene Abbildung
R[Jni1] — R[Jy] als zelluliren Kettenkomplex (relativ zu X ) hat. Diese Nachpriifung
haben wir frither gemacht (als die Fundamentalgruppe noch nicht beteiligt war). Das
dort betrachtete Diagramm funktioniert hier aber auch:
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Sei Y/ (= Y™ ) der konstruierte CW-Komplex, mit n-Skelett ¥ ( = Y™ ).
Bezeichne
( HaEJn+1 DYL+1’ HaEJn+1 S™ ) - ( Y,’ Y )

die charakteristische Abbildung fiir die Gesamtheit der (n+1)-Zellen. Dariiber, in der
universellen Uberlagerung, haben wir dann die (induzierte) charakteristische Abbildung

( HaEfn-H Dn+1’ Haefn_H S ) - ( Y/a Y ) .

In dem kommutativen Diagramm

Hn+1( ?n—l-l’ }771 ) - Hn( i\//'n’ ?n—l )

I I

Hn+1( Haefn+1 Dn+1’ Haeﬁﬁq S ) - Hn( Haean S )

ist nun, wie frither auch, die linke vertikale Abbildung ein Isomorphismus; und die
horizontale Abbildung unten ebenfalls. Folglich ist die obere Zeile (der zelluldre Ketten-
komplex von Y’ , relativ zu dem Unterraum X ) isomorph zu der rechten Spalte; und
die ist, nach Konstruktion, durch die Abbildung Z[J,41] — Z[J,] gegeben oder, was
bis auf Isomorphie dasselbe ist, R[J,+1] — R[J,].

Aus dem Raum Y’ bekommen wir, wie schon friither gesagt, den gewiinschten Raum
Z durch die Konstruktion des n-Co-Skeletts; das heifit, indem wir Zellen der Dimensio-
nen n+2, n+3, usw. anheften, um dadurch die Homotopiegruppen in den Dimensionen
n+1, n+2, usw. zu Null zu machen. Bei jeder dieser Anheftungen 1afit sich die Re-
traktion in den Raum X erweitern, da eben X ein Eilenberg-MacLane-Raum fiir die
Dimension 1 ist. 0

Satz. Essei G eine Gruppe; und Ay, As, ... eine Folge von abelschen Gruppen, deren
jede mit einer G-Aktion versehen ist. Es gibt einen Raum W mit m (W, wy) = G und,
fiir k > 2, (W, wg) = Ap (als abelsche Gruppe mit G-Aktion).

BEWwWEIS. W wird definiert als die Vereinigung einer aufsteigenden Folge von Rdumen
W, , wobei der Raum W, die vorgegebenen Homotopiegruppen bis zur Nummer n
(einschlieBlich) realisiert. Der Anfang der Folge ist W; = X = K(G,1). Fir n > 2
wird W, induktiv definiert als die induzierte Faserung in dem Diagramm

w, —— Z'

! !

Wpow — X

wo Z der Raum aus dem vorigen Satz ist, zu G und A, ; und Z’ ein dazu homotopie-
dquivalenter Raum, der Faserung iiber X ist. Da X Retrakt von Z ist (und daher auch
von Z'), folgt, dal auch W,,_; Retrakt von W, ist; das gibt die erforderliche Inklusion
Wy—1 — W,. Die anderen Nachpriifungen lassen wir weg. O
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Mannigfaltigkeiten, Poincaré-Vermutung

Unter den topologischen Rdumen interessiert man sich vor allem fiir die Mannigfaltig-
keiten, und da in erster Linie fiir die kompakten. Folgende Terminologie hat sich
eingebiirgert: Eine geschlossene Mannigfaltigkeit bezeichnet eine solche, die nicht nur
kompakt ist, sondern auch unberandet (z.B. ist die n-Sphére S™ geschlossen, aber der
n-Ball D™ ist es nicht); eine berandete Mannigfaltigkeit ist eine solche, die einen Rand
hat (der aber moglicherweise auch leer sein kann!). Diese Terminologie ist nicht ganz
so blodsinnig, wie es scheinen mag: wenn man von geschlossenen Mannigfaltigkeiten
redet, so trifft man damit sozusagen die Verabredung, dafl Rédnder grundsétzlich nicht
da sein sollen; wenn man von berandeten Mannigfaltigkeiten redet, so annonciert man
damit eine groBere Flexibilitét in dieser Hinsicht. (Im iibrigen hat natiirlich das Wort
“geschlossen” in diesem Zusammenhang nichts zu tun mit “abgeschlossenen Mengen”
im Sinne einer topologischen Struktur.)

Die 2-dimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeiten sind vermutlich seit dem Alter-
tum bekannt. Es gibt zwei Serien, die orientierbaren und die nicht-orientierbaren.

Die Liste der orientierbaren geschlossenen 2-Mannigfaltigkeiten ist: Sphére, Torus
(oder “Fléche vom Geschlecht 17 oder “Sphéire mit 1 Henkel”), Brezelfliche (oder
“Flache vom Geschlecht 2”7 oder “Sphére mit 2 Henkeln”), und so weiter. Die Liste
148t sich ein wenig systematisieren mit dem Begriff der zusammenhédngenden Summe
von Mannigfaltigkeiten (die zusammenhéngende Summe von zwei Mannigfaltigkeiten re-
sultiert, indem man in beiden jeweils einen eingebetteten Ball wihlt, von diesen Billen
das Innere entfernt; und die beiden ‘Rest’-Mannigfaltigkeiten dann an ihren Randern
zusammenklebt). Die Flidche vom Geschlecht n 148t sich beschreiben als die zusammen-
hingende Summe von n Flichen vom Geschlecht 1.

Die Liste der nicht-orientierbaren geschlossenen 2-Mannigfaltigkeiten ist: projektive
Ebene (oder “Sphire mit 1 Kreuzhaube”), Klein’sche Flasche (oder “Sphére mit 2
Kreuzhauben”), und so weiter. Eine nicht-orientierbare geschlossene 2-Mannigfaltigkeit
kann nicht “physikalisch” realisiert werden (d.h. als Untermannigfaltigkeit des R?).
Das beste, was man machen kann, ist gewisse nicht-injektive Abbildungen in den R3
anzugeben, bei denen man so gut es geht die Singularititen kontrolliert. Z.B. fiir die
Klein’sche Flasche gibt es zwei sehr hiibsche Immersionen in den R3 (mit jeweils einer
einzigen Doppelkurve). Fiir die projektive Ebene existiert auch eine Immersion, aber
die ist ziemlich kompliziert (die sogenannte Boy’sche Fliche). Eine andere Darstellung
der projektiven Ebene ist einfacher zu beschreiben, sie hat allerdings das Manko einer
lokalen Singularitét; das ist die schon erwihnte Kreuzhaube. Die n-te Fldche in der
Serie 148t sich darstellen als die zusammenhéngende Summe von n projektiven Ebenen.
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Die Homologie von geschlossenen 2-Mannigfaltigkeiten 148t sich (ziemlich leicht) aus-
rechnen; z.B. indem man sich eine Zellenstruktur iiberlegt. Als Resultat der Berechnung
bekommt man, dafl die geschlossenen 2-Mannigfaltigkeiten schon durch ihre Homologie
voneinander unterscheidbar sind.

Als Poincaré die Homologiegruppen erfunden hatte, sah er, dafl sie gut waren. Er
glaubte, dafl er damit nun alle Mannigfaltigkeiten voneinander unterscheiden konnte.

Das glaubte er allerdings nur kurze Zeit. Er stellte fest, da3 schon in der néchsten
Dimension, 3, ein Malheur passiert. Unter den geschlossenen 3-Mannigfaltigkeiten gibt
es ndmlich solche, die Homologie-Sphéren sind (d.h. dieselben Homologiegruppen haben
wie die Sphére dieser Dimension), ohne aber zu der Sphire auch topologisch dquivalent
Zu sein.

Poincaré beschrieb eine solche 3-Mannigfaltigkeit. Die Art, wie er sie beschrieb, ist
flir sich duflerst interessant. Wir wollen uns hier aber nicht darum kiimmern. Zum
Nachweis dessen, dafl die Mannigfaltigkeit nicht zur Sphére topologisch dquivalent ist,
benotigte Poincaré eine neue topologische Invariante. So erfand er die Fundamental-
gruppe.

Das von Poincaré beschriebene Beispiel hat als Fundamentalgruppe eine Gruppe, die
durch zwei Erzeugende und zwei Relationen beschreibbar ist:

{z,y; 2°=(2y)’=y"}

Dies ist eine endliche Gruppe, ihre Ordnung ist 120. (Es ist bekannt, daff dies die
einzige endliche Gruppe ist, die Fundamentalgruppe einer Homologie-3-Sphére sein
kann.) An dem Beispiel selbst ist ansonsten wenig exotisches. Der Raum hat als uni-
verselle Uberlagerung die 3-Sphére. Er wird als der Dodekaeder-Raum bezeichnet; seine
Fundamentalgruppe (oder, was auf dasselbe hinauslduft, die Automorphismengruppe
der 3-Sphire, die durch die Decktransformationengruppe gegeben ist) als die “binére
Ikosaedergruppe”. Die Namensgebung hat mit geometrischen Figuren zu tun, die zu
der Symmetriegruppe passen. Zur Beschreibung des Raumes gibt es ein “physikalisches
Modell” (das Modell existiert in der hiesigen Fakultét). Bei dem Modell handelt sich
um die Projektion eines 4-dimensionalen Polyeders in den 3-dimensionalen Raum.
Das fragliche Polyeder (oder vielmehr sein Rand) ist eine Polyeder-Unterteilung der
3-Sphire im R*; diese ist so gemacht, daB die Decktransformationengruppe darauf
operiert.

Im Anschlul an die Beschreibung des Beispiels stellte Poincaré eine naheliegende
Frage: Wenn unter den geschlossenen 3-Mannigfaltigkeiten die 3-Sphére schon nicht
durch ihre Homologie allein gekennzeichnet ist, wie ist es dann, wenn man die Funda-
mentalgruppe zu den Daten noch hinzunimmt?

Man weif3 nicht, ob Poincaré selbst die eine oder die andere Antwort auf diese Frage
favorisiert hat; jedenfalls hat er sich in seinen Schriften dazu nicht weiter gedufert,
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geschweige denn festgelegt. In der Folge sind die Leute aber stillschweigend dazu iiber-
gegegangen, Poincaré eine bestimmte Erwartung zu unterstellen. Die Frage ist dem-
geméf nicht bekannt als die “Poincaré-Frage” (wie es eigentlich richtig wire), sondern
als die “Poincaré-Vermutung”.

Auf Grund von allgemeinen Dingen der Topologie kann man die Sache noch ein wenig
umformulieren. Man hat ndmlich den folgenden Sachverhalt:

Satz. Sei M eine geschlossene 3-Mannigfaltigkeit. Es sind dquivalent:

(1) M ist homotopie-dquivalent zur 3-Sphére,

(2) die Fundamentalgruppe und die Homologiegruppen von M sind dieselben wie die
von der 3-Sphire,

(3) M ist einfach-zusammenhéngend.

BEWEIS (Skizze). Die Implikation (1) = (2) ist klar (Fundamentalgruppe und Homo-
logiegruppen héingen nur vom Homotopietyp ab); die Implikation (2) = (3) ist es auch
(die 3-Sphére hat triviale Fundamentalgruppe). Fiir die Implikation (3) = (1) wird
etliches von dem Apparat der algebraischen Topologie benotigt.

Zunéchst (nach Poincaré oder, wenn man so will, nach einem speziellen Fall des
Hurewicz-Satzes) ist die erste Homologiegruppe von M isomorph zur abelsch gemachten
Fundamentalgruppe. Da die Fundamentalgruppe von M nach Voraussetzung trivial ist,
folgt, dal die Homologiegruppe H; (M) ebenfalls trivial ist.

Die Trivialitdt der Fundamentalgruppe impliziert auch, dafl die Mannigfaltigkeit
M orientierbar ist. — Denn die Orientierbarkeit oder Nicht-Orientierbarkeit einer
geschlossenen Mannigfaltigkeit M kann man mit Hilfe der sogenannten Orientierungs-
Uberlagerung beschreiben: An jedem Punkt z der unberandeten n-Mannigfaltigkeit M
hat man zwei lokale Orientierungen; ndmlich die beiden erzeugenden Elemente +1 in der
abelschen Gruppe H, (M,M—{z}) ~ H,(R",R"—{0}) ~ Z. Diese beiden Elemente
variieren in lokal-trivialer Weise mit dem Punkt z; man hat also eine Uberlagerung. Ori-
entierbarkeit der Mannigfaltigkeit nun bedeutet, daB diese Uberlagerung einen Schnitt
besitzt; was offenbar in dem vorliegenden Fall einer zweibliittrigen Uberlagerung da-
rauf hinausliuft, da die Uberlagerung trivial ist (d.h. isomorph zum Produkt von M
mit einer zwei-elementigen Menge). Die Nicht-Orientierbarkeit der Mannigfaltigkeit be-
deutet demgemiB, daB die Uberlagerung nicht-trivial ist. Insbesondere bedeutet sie die
Existenz einer nicht-trivialen Uberlagerung. Wegen der Klassifikation von zusammen-
hiingenden Uberlagerungen durch Untergruppen der Fundamentalgruppe garantiert das,
dafl die Fundamentalgruppe nicht trivial sein kann.

Wir kénnen nun auf die sogenannte Poincaré-Dualitét verweisen (die wir, ebenso wie
die Behandlung der Kohomologiegruppen, nicht gemacht haben — wenn wir das auch
ohne Schwierigkeit bei etwas mehr Zeit hiitten tun kénnen). Im Fall einer orientierbaren!
geschlossenen n-Mannigfaltigkeit sagt die Poincaré-Dualitéit, dal die Gruppe H,;(M)
kanonisch isomorph ist zu einer bestimmten anderen Gruppe: die Dimension i wird

Lgenauer: orientierten, d.h. orientierbar und mit einer bestimmten Orientierung versehen
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ersetzt durch die komplementére Dimension n—i, und “Homologie” wird ersetzt durch
“Kohomologie”; der Isomorphismus sagt also H;(M) = H" ¢(M). Die Kohomologie
nun kann ihrerseits wieder durch Homologie ausgedriickt werden; das sagt der soge-
nannte Universelle-Koeffizienten-Satz.

Im vorliegenden Fall bekommen wir auf die Weise aus H; (M) =0 (s. oben), daf
Hy(M) ~ HY (M) ~ Hom(H(M),Z) =0,
und aus Ho(M) =~ Z (da M weg-zusammenhingend ist), daf
H3(M) ~ H°(M) ~ Hom(Ho(M),Z) ~ Z .
Da nach Voraussetzung M einfach-zusammenhéngend ist, kénnen wir folglich den
Hurewicz-Satz anwenden, um zu schlieBen, dal 73(M) ~ H3(M) ~ Z (Basispunkte
lassen wir in der Notation hier weg). Sei S® — M eine Abbildung, die ein erzeugendes
Element der Gruppe représentiert. Die Abbildung induziert dann einen Isomorphismus
H3(S3) — H3(M). Nun sind die Homologiegruppen oberhalb Nummer 3 (der Dimen-
sion) alle null; und die mit den Nummern 1 und 2 sind es auch. Es folgt, dafl die
Abbildung einen Isomorphismus sdmtlicher Homologiegruppen induziert. Nach dem

Whitehead-Satz ist die Abbildung S® — M deshalb eine Homotopie-Aquivalenz. (Wir
benutzen hier die Version des Whitehead-Satzes mit den Homologie-Gruppen, die man

Q

im einfach-zusammenhéngenden Fall ja hat.) O
Mit dem Satz bekommt man die folgende Formulierung von Poincaré’s Frage:

Frage (Poincaré-Vermutung). Sei M eine geschlossene 3-Mannigfaltigkeit, die zu S®
homotopie-dquivalent ist. Ist M zu S*® dann auch topologisch dquivalent ?

Uber die Frage weif man heutzutage auch kaum mehr als Poincaré vor nun fast
hundert Jahren. Es ist nicht so, dafl nicht versucht worden wire, daran etwas zu dndern.
Einzelne Leute haben Jahre (oder gar Jahrzehnte) ihrer Arbeitskraft auf das Problem
verwendet. Aber es ist bisher nichts dabei herausgekommen, was so aussieht, als hitte
es das Problem einer Losung néhergebracht.

Natiirlich hat andererseits die Arbeit an diesem Problem (wie bei anderen schwierigen
Problemen auch) eine Menge “spin-off” hervorgebracht; also so etwas wie beschichtete
Bratpfannen als Nebenprodukt der Weltraumfahrt.

In den dreiliger Jahren hatte WHITEHEAD irgendwann die Poincaré-Vermutung be-
wiesen und, dummerweise, auch publiziert. Der dumme Teil dabei war, dal der Beweis
nicht stimmte. Es war sogar so, dal die von Whitehead publizierte Version des Satzes
nicht stimmte: der behauptete Satz war nachweislich falsch (wie Whitehead selber her-
ausfand und, in der Folge, befriedigend klérte). [ Der falsche Satz sagt, dal R? unter den
3-Mannigfaltigkeiten durch seinen Homotopietyp charakterisiert ist. Fiir diesen “Satz”
gibt es sehr viele, und relativ leicht verstehbare, Gegenbeispiele. Der Witz ist, dafl es bei
nicht-kompakten Mannigfaltigkeiten so etwas wie einen “Rand” oder “unendlich-fernen
Teil” gibt. Und, wenn man nicht explizit verlangt, dafl dieser, bis auf Homotopie, genau
so aussieht wie bei R? auch, so mufl eben das nicht stimmen. Diese Sache mufite damals
erst gelernt werden. ]
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Man kann dariiber spekulieren, ob Whitehead aufgrund dieser unangenehmen Er-
fahrung in der Folge vielleicht eine besondere Anstrengung unternommen hat, um die
Poincaré-Vermutung doch noch zu beweisen. In den publizierten Arbeiten hat sich
davon nichts (jedenfalls nicht direkt) niedergeschlagen. Man kann dort aber etliche
sehr raffinierte (und sehr schwierige) Dinge finden, die so aussehen, als wiren sie bei
solcher Aktivitat als Nebenprodukt entstanden. Dazu gehort eine Analyse dessen, was
“Homotopie-Aquivalenzen” letztlich sein kénnen. [ Bei dieser Aktivitit entstanden
die CW-Komplexe; und der Whitehead-Satz. Die “einfachen Homotopie-Aquivalenzen”
kommen auch daher und damit, zumindest teilweise, die “Whitehead-Torsion”. ]

In den spéten fiinfziger Jahren hat SMALE versucht (oder moglicherweise versucht),
die Poincaré-Vermutung zu beweisen. Er hat jedenfalls eine Entdeckung gemacht,
die man auf die folgende verbliiffende Weise formulieren kann; und die, naturgemis,
damals auch grofles Aufsehen erregt hat. FEr fand, dafl die Schwierigkeiten mit der
Poincaré-Vermutung sozusagen von selbst verschwinden, wenn man das Problem durch
ein “schwierigeres” ersetzt, ndmlich durch sein hoher-dimensionales Analogon. Némlich
auf die Frage (“hoher-dimensionale Poincaré-Vermutung”):

Frage. Sei M eine Homotopie-n-Sphire (d.h. eine geschlossene n-Mannigfaltigkeit,
die zu S™ homotopie-dquivalent ist). Ist M zu S™ topologisch dquivalent ?

konnte er die Antwort geben:
Ja, wenn n > 5 und wenn M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist.

Vorsicht! Hier ist als Hypothese vorausgesetzt, dafl M eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit ist. Die SchluBfolgerung sagt aber nur, dafi M als topologische (nicht not-
wendigerweise dagegen als differenzierbare) Mannigfaltigkeit zur Sphére dquivalent ist.

BEMERKUNG. Dies ist nicht Pedanterie. Hier ist ein weiteres iiberraschendes Phdnomen
angesprochen, das ebenfalls in den fiinfziger Jahren entdeckt wurde (durch MILNOR): es
gibt geschlossene differenzierbare n-Mannigfaltigkeiten M (fiir gewisse Dimensionen n )
mit der Eigenschaft, dal M zwar zur n-Sphére topologisch dquivalent ist; aber nicht
dazu #dquivalent als differenzierbare Mannigfaltigkeit. FEin solches M wird auch als
eine exotische differenzierbare Struktur auf der n-Sphire bezeichnet; oder, kurz, als
eine exotische Sphére. Es gibt z.B. exotische Sphéren in der Dimension 7. [ Es ist
bekannt, dafl es in jeder Dimension nur endlich viele differenzierbare Strukturen auf der
Sphére gibt; z.B. 28 in der Dimension 7. Solche Dinge auszurechnen, erfordert sehr
viel an Apparat. Das unkommentierte Mitteilen der Ergebnisse hat wohl eher einen
erheiternden Effekt. So sind die entsprechenden Anzahlen in den Dimensionen 8 bis 18
der Reihe nach gegeben durch die Zahlen: 2, 8, 6, 992, 1, 3, 2, 16256, 2, 16, 16. ]

BEMERKUNG. Nachdem durch Smale’s Resultate das Eis gebrochen war, wurden andere
Beweise fiir Varianten der Ergebnisse gefunden; unter anderem auch ein Beweis fiir die

hoher-dimensionale Poincaré-Vermutung fiir topologische Mannigfaltigkeiten.
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BEMERKUNG. Die differenzierbare Struktur einer Mannigfaltigkeit gibt die Mo6glichkeit,
Techniken der Analysis zu verwenden (Satz von Sard, Implizite-Funktionen-Satz). Auf
die Weise war Smale in der Lage, so etwas wie eine Zellen-Struktur ins Spiel bringen.
Die Grundidee dafiir ist dhnlich wie bei den CW-Komplexen insofern, als man in der
Lage sein mo6chte, bei einer anstehenden Konstruktion die einzelnen Teile der Reihe nach
herzunehmen (in Analogie zu einem induktiven Vorgehen, bei dem die Zellen eine nach
der andern behandelt werden). — Nun macht es natiirlich nicht viel Sinn, eine Mannig-
faltigkeit einfach als einen CW-Komplex ansehen zu wollen: verniinftigerweise sollten
die “Skelette” doch wohl Untermannigfaltigkeiten sein (und zwar von derselben Dimen-
sion). Stellen wir uns etwa vor, wir hiitten schon das “1-Skelett” als eine (berandete)
Untermannigfaltigkeit (der Dimension n) und wir wollten daran jetzt eine “2-Zelle”
anhdngen. Wenn n > 2, so sieht es nicht so aus, als kénnte das Resultat iiberhaupt
eine Chance haben, wieder eine Mannigfaltigkeit zu sein. Wie so oft, so kommt man auch
hier mit einer (zumindest von der Idee her) ganz minimalen Anderung dahin, daf8 die
Sache wieder funktioniert. N&mlich man wird nicht versuchen, wirklich eine 2-Zelle
anzuheften. Man wird vielmehr diese Zelle zuerst aufdicken, damit sie die richtige Di-
mension bekommt. Im Klartext, was man anheftet, ist (in dem angedeuteten speziellen
Fall) das Produkt D? x D"~2  und zwar wird es angeheftet entlang (0D?) x D"~2.
(Natiirlich ist es so, daf hier von Rechts wegen einiges an technischen Details zu kldren
wire, was wir einfach unterschlagen.) — Die angedeutete zusétzliche Struktur auf einer
Mannigfaltigkeit wird als ein Henkel-Aufbau bezeichnet.

DEFINITION. Ein Kobordismus ist ein Tripel von (kompakten, differenzierbaren )
Mannigfaltigkeiten (W; My, M;) mit den folgenden Eigenschaften:

— My und M, sind geschlossene Mannigfaltigkeiten (einer Dimension n);
— W ist eine berandete Mannigfaltigkeit der Dimension n+1;
und zwar ist der Rand von W gleich der disjunkten Vereinigung Mg U M; .
Er heifit h-Kobordismus (mit “h” fiir “Homotopie-Aquivalenz”), wenn zusitzlich gilt:
— die Inklusion My — W ist eine Homotopie-Aquivalenz,

— die Inklusion M; — W ist eine Homotopie-Aquivalenz.

BEISPIEL (fiir h-Kobordismus). Sei M eine geschlossene n-Mannigfaltigkeit:

(W3 Mo, My) = (M x [0,1], M x {0}, M x {1})

Satz (Smale). Fiir n+1 > 6 und m (W) = 0 gibt es keine anderen Beispiele von
h-Kobordismen (bis auf Diffeomorphie).

Dieser Satz ist eine (sehr weitreichende) Verallgemeinerung der hoher-dimensionalen
Poincaré-Vermutung. Z.B. in Dimension > 6 bekommt man die aus dem Satz, indem
man den Satz anwendet auf das W, das aus der fraglichen Homotopie-Sphére entsteht
durch das Entfernen von zwei kleinen Béllen: man weist hier die “h”-Kobordismus-
Eigenschaft nach (das lduft auf eine Anwendung von Poincaré-Dualitét hinaus).
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Whitehead-Gruppe

Bei Smale’s h-Kobordismus-Satz war vorausgesetzt, dafl die beteiligten Mannigfaltig-
keiten triviale Fundamentalgruppe haben. Der Satz kann iibertragen werden auf den all-
gemeinen Fall, wo diese Voraussetzung iiber die Fundamentalgruppe nicht mehr gemacht
wird. Dazu muf} aber die Formulierung des Satzes geéindert werden.

Man fixiert eine n-Mannigfaltigkeit M und betrachtet h-Kobordismen “mit M als
unterem Ende”. Das heifit, man betrachtet h-Kobordismen (W, My, M7), wo My zu M
dquivalent ist (als differenzierbare Mannigfaltigkeit) und wo aulerdem noch eine solche
Aquivalenz M — M, ausdriicklich fixiert ist.

Diese h-Kobordismen werden nun in naheliegender Weise zu Aquivalenzklassen zu-
sammengefafit. Namlich (W, My, M) und (W', M{, M]) sollen zueinander dquivalent
sein, wenn ein Diffeomorphismus von Tripeln existiert, (W, My, My) — (W', M, M7),
derart, dafl der induzierte Isomorphismus My — M/, zu den fixierten Identifizierungen
von M mit My und M| kompatibel ist. — Es sei in dem folgenden Satz wieder n > 5.

Satz. Es gibt eine abelsche Gruppe Wh(M). Es gibt eine 1:1 Beziehung zwischen:
— Aquivalenzklassen von h-Kobordismen,
— Elementen von Wh(M).

Die abelsche Gruppe Wh(M) ist die sogenannte Whitehead-Gruppe. Sie hingt, wie
sich herausstellt, tatséchlich nur von der Fundamentalgruppe von M ab. Und im Fall
der trivialen Fundamentalgruppe ist auch die Gruppe Wh(M) trivial. Auf die Weise
ist hier der h-Kobordismus-Satz subsummiert.

Es sollen im folgenden zwei Beschreibungen der Whitehead-Gruppe gegeben wer-
den: eine geometrische (mit Hilfe von endlichen relativen CW-Komplexen) und eine
algebraische. Danach wird erldutert, wie diese beiden zueinander in Beziehung stehen.

Sei X ein topologischer Raum. Die Menge der endlichen CW-Komplexe relativ zu X
wird mit Komp(X) bezeichnet. Y € Komp(X) bedeutet also die folgenden beiden
Dinge:

— X ist Unterraum von Y,

— Y ist versehen mit der Struktur eines endlichen CW-Komplexes, relativ zu dem
Unterraum X .

Auf der Menge Komp(X) soll nun eine Aquivalenzrelation eingefiihrt werden, die als
“cinfache Homotopie-Aquivalenz” bezeichnet wird (“simple homotopy equivalence” im
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englischen). Neben den zelluldren Isomorphismen, relativ zu X, ist eine weitere Kon-
struktion zugelassen, die als “elementare Erweiterung” bezeichnet wird (“elementary
expansion”).

Eine solche elementare Erweiterung kommt auf die folgende Weise zustande. Sei Y
aus Komp(X), sei ¢: D™ — Y eine “zellulire” Abbildung; genauer: es sei voraus-
gesetzt, dal ¢ den n-Ball D™ in das n-Skelett von Y abbildet, und die Rand-Sphére
S"~1 in das (n—1)-Skelett. Wir kénnen dieses ¢ dann benutzen, um an den CW-Kom-
plex Y zwei weitere Zellen anzuheften: eine n-Zelle und eine (n+1)-Zelle. Und zwar
werden diese beiden Zellen simultan angeheftet mit Hilfe der Verklebe-Konstruktion

Y' =Y Upn D™,

Dabei bedeutet D" die “siidliche Halbkugel” im Rand von D"*! und die Anhefte-
Abbildung D" — Y ist durch ¢ gegeben. Aus der “nérdlichen Halbkugel” D7 wird
bei der Konstruktion eine an Y angeheftete n-Zelle. Und aus D"*! selbst wird bei der
Konstruktion eine an Y Ugn—1 D} angeheftete (n+1)-Zelle.

Die beiden neuen Zellen bilden ein “Standard-kiirzendes-Paar” (standard cancelling
pair); der Ubergang von Y zu Y’ heit elementare Erweiterung. Umgekehrt ist in
dieser Situation offenbar Y auch Deformationsretrakt von Y’ (und zwar Deformations-
retrakt von sehr spezieller Art): eine Deformationsretraktion ist induziert von einer
Deformationsretraktion von D"+ zu D™ .

Definition. Sh(X) bezeichnet die Menge der Aquivalenzklassen von Komp(X).

Es kann nun ein wenig gezaubert werden. Der Trick ist, Funktorialitdt zu benutzen.
Und zwar bekommt man aus einer stetigen Abbildung f: X — X’ eine induzierte
Abbildung

f«: Komp(X) — Komp(X') , Y — X'UxY .
Unter dieser Abbildung gehen (offenbar) zelluldre Isomorphismen wieder in zelluldre
Isomorphismen iiber; und elementare Erweiterungen in elementare Erweiterungen. Die

Abbildung ist also mit der Aquivalenzrelation vertriglich. Per Ubergang zu den Aqui-
valenzklassen hat man deshalb auch eine induzierte Abbildung

f+: Sh(X) — Sh(X’) .
Fiir diese Abbildung hat man die folgende fundamentale Tatsache:

Lemma. Wenn f: X — X’ und f': X — X’ homotope Abbildungen sind, dann
sind die induzierten Abbildungen f. : Sh(X) — Sh(X’) und f] : Sh(X) — Sh(X’)
zueinander gleich.

BEWEIS (Skizze). Sei Y € Komp(X). Es ist zu zeigen, da man von f.(Y) zu f.(Y)
iibergehen kann durch elementare Erweiterungen und deren inverse. Dazu wird es sicher-
lich geniigen, ein Z in Komp(X’) zu finden, das sowohl von f,(Y) aus als auch von
fi(Y') aus durch elementare Erweiterungen erhalten werden kann. Ein solches Z gibt
es. Man bekommt es durch explizite Benutzung der Homotopie. Die Homotopie von f
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zu f’ ist ja eine Abbildung F': X x [0,1] — X’. Man benutzt diese Abbildung fiir die
Verklebe-Konstruktion

Z = X' Ux x[0,1] Y x[0,1] .
Es ist nun richtig, dal man Z von f.(Y) aus durch eine Folge von elementaren Er-
weiterungen erreichen kann. Und zwar sind diese elementaren Erweiterungen in 1:1
Beziehung zu den Zellen von Y'; die Details hierfiir lassen wir weg. Ahnlich auch kann
man Z von f,(Y) aus durch eine Folge von elementaren Erweiterungen erreichen. [J

Auf der Menge Komp(X) definieren wir eine Art von ‘Addition’ durch das Zusam-
menkleben entlang von X,
YilYs = 1UxYs.
Wenn Y; #quivalent ist zu Y{, dann ist auch Y; 1 Y5 dquivalent zu Y/ L Y5; und
dhnlich mit der zweiten Komponente. Man bekommt also eine induzierte Addition auf
der Menge der Aquivalenzklassen,

[Yl]-l-[Yg] L= [YlJ.YQ] .

Die Menge Sh(X) wird auf die Weise zu einer (kommutativen und assoziativen) Halb-
gruppe, mit [X] als neutralem Element. Was die Existenz von inversen Elementen
beziiglich dieser Addition angeht, so haben wir den folgenden Sachverhalt:

Satz. Sei Y € Komp(X). Es sind dquivalent:

(1) die Inklusion X — Y ist Homotopie-Aquivalenz,

(2) X ist Deformationsretrakt von Y,

(3) [Y] hat ein inverses Element beziiglich “4” in Sh(X).

BeEwEIs. Die Aquivalenz von (1) und (2) gilt fiir jeden relativen CW-Komplex. Die
Aquivalenz von (2) und (3) miissen wir hier nachweisen.

Es sei zunéchst (2) vorausgesetzt. Sei j: X — Y die Inklusion und sei 7: Y — X
eine Retraktion derart, dafl die Abbildung j o r homotop ist zur identischen Abbildung
auf Y. Sei Z(r) definiert als der reduzierte Abbildungszylinder der Abbildung 7,

Z(r) = X Uxxpo, YXx[0,1] Uyyxpy X -

Wie immer bei Abbildungszylindern, so hat Z(r) den (Ziel-) Raum X nicht nur als
Deformationsretrakt; sondern Z(r) geht aus X hervor durch eine Folge von elementaren
Erweiterungen, entsprechend den Zellen von Y (der Sachverhalt ist #hnlich wie im
Beweis von dem obigen Lemma). Als Element von Komp(X) aufgefafit, ist Z(r) also
dquivalent zur Null.

Andererseits ist Y (als Y x{0}) in Z(r) enthalten. Wir kénnen Z(r) deshalb auch
als Element von Komp(Y) auffassen; das wir, zur Unterscheidung, mit Z bezeichnen
wollen. Mit der Abbildung

rs : Komp(Y) — Komp(X)
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bekommen wir aus Z ein Element r,(Z) von Komp(X). Die Zellen von r,(Z) sind in
1:1 Beziehung zu den Zellen von Y'; nur dafl jeder Zelle von Y eine solche in r,(Z) von
einer Dimension héher entspricht.

Wir behaupten nun, daf [r.(Z)] ein zu [Y] inverses Element ist; oder, was dasselbe
sagt, dal das Element Y 1 r,(Z) in Komp(X) dquivalent zum trivialen Element ist.

Dazu wird es geniigen, dafl das Element Y L 7.(Z) in Komp(X) dquivalent zu Z(r)
ist (denn von Z(r) wissen wir schon, daf} es dquivalent zum trivialen Element ist).

Wir benutzen jetzt das Lemma. Die identische Abbildung von Y ist homotop zu
der Abbildung jor, deshalb ist, nach dem Lemma, das Element Z in Komp(Y') dqui-
valent zu dem Element j.(r.(Z)). Das heifit, im Klartext, dafl es eine Folge von ele-
mentaren Erweiterungen und deren inversen gibt, und zwar relativ zu Y, die diese
beiden verbindet. Da X in Y enthalten ist, folgt hieraus, dafl es auch eine Folge
(ndmlich dieselbe!) von elementaren Erweiterungen und deren inversen gibt, die die
beiden verbindet und die relativ zu X ist. Z nun, als Element von Komp(X), ist
Z(r). Und j.(r«(2)), als Element von Komp(X), ist Y Ux r.(Z); das heifit, dasselbe
wie Y .1r.(Z).

Sei umgekehrt nun (3) vorausgesetzt. Das heifit, daf ein Y existiert derart, dafl das
Element Y 1Y von Komp(X) dquivalent zum trivialen Element ist. Da eine elementare
Erweiterung eine Homotopie-Aquivalenz ist, folgt hieraus, daf die Inklusion i von X
in Y_LY eine Homotopie-Aquivalenz ist; daB deshalb auch X Deformationsretrakt von
Y1Y ist. Sei 7 : Y1Y — X eine Retraktion, sei H eine Homotopie von i o r zur
identischen Abbildung auf Y 1Y . Per Einschrinkung bekommen wir aus 7 nun Re-
traktionen 7: Y — X und 7: Y — X. Und wir bekommen auch eine Homotopie von
der Selbst-Abbildung jor von Y zur identischen Abbildung: die Homotopie ist gegeben
durch die Komposition

Y x[0,1] 2,

IdLl7
e

(YLY) x [0,1] 2 Y1V Y . O

Definition (geometrische Definition der Whitehead-Gruppe). Wh(X) ist die Gruppe
der invertierbaren Elemente in der Halbgruppe Sh(X).

Satz (Austauschtrick). Sei Y Représentant eines Elements von Wh(X).

(1) Sei m die kleinste der vorkommenden Dimensionen der Zellen von Y . Es ist méglich,
von Y zu einem édquivalenten Représentanten Y’ iiberzugehen; wobei Y' in jeder Di-
mension genauso viele Zellen hat wie Y , ausgenommen die Dimensionen m und m+2.
In Dimension m hat Y’ keine Zellen, und in Dimension m+2 entsprechend viele mehr.

(2) Es gibt einen zu Y &quivalenten Représentanten Y| der nur Zellen hat in zwei
benachbarten Dimensionen n und n+1. Dabei kann man n so grofl wihlen, wie man
will (insbesondere kann man z.B. darauf bestehen, dafi n > 2).

BEWEIS. (2) resultiert, indem man (1) geniigend oft anwendet. Namlich man entfernt
zundchst die m-Zellen, um sie durch (m+2)-Zellen zu ersetzen, danach entfernt man
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die (m+1)-Zellen, um sie durch (m+3)-Zellen zu ersetzen, und so weiter. Sei n als
eine geniigend grofle Zahl gewihlt; nénlich so, dal es oberhalb Dimension n+1 keine
Zellen mehr gibt. Man wiederholt den Schritt aus (1) so lange, bis alle Zellen bis zur
Dimension n—1 (einschliefllich) entfernt sind.

(1) wurde im wesentlichen schon frither diskutiert (im Zusammenhang mit dem
Hurewicz-Satz; ndmlich der Variante des Beweises). Da die Betonung hier etwas anders
ist, gehen wir noch einmal darauf ein. Es wird gentiigen, zu zeigen, wie eine einzelne Zelle
der kleinsten Dimension m entfernt (und dabei durch eine Zelle der Dimension m+2
ersetzt) werden kann. Sei v : (D™,8™~ 1) — (Y, X) die charakteristische Abbildung
einer solchen Zelle. Da X Deformationsretrakt von Y ist, 148t die Abbildung 1 sich
fortsetzen zu einer (zelluldren) Abbildung

v (D™ D™) — (V,X) , YD =y .

Wir bilden den reduzierten Abbildungszylinder der Abbildung W. Das lauft auf dasselbe
hinaus, wie die Abbildung W fiir eine elementare Erweiterung zu benutzen; das heifit,
als die Anhefte-Abbildung ¥: D! — Y bei der Konstruktion

Yi = Y Upmts D2

In Y] gibt es einen Unterkomplex Z; mit genau zwei Zellen; ndmlich der urspriinglichen
m-Zelle und der durch das Anheften von DTH entstandenen (m+1)-Zelle. Wir kénnen
7y auffassen als eine elementare Erweiterung von dem Raum X ; insbesondere ist X
damit auch Deformationsretrakt von Z;. Der neue Komplex Y] wird nun definiert
durch das Kollabieren von dem Unterkomplex Z;; das heifit, als

XUz Y.

Die urspriingliche m-Zelle ist dann verschwunden, die hinzugekommene (m+1)-Zelle
auch. Die hinzugekommene (m+2)-Zelle ist iibriggeblieben. Es bleibt zu zeigen, daf§ Y7
zu Y7 (und damit auch zu dem urspriingliche Y') einfach-homotopie dquivalent ist.

Bezeichne j: X — Z; die Inklusion und r: Z; — X eine Retraktion (so daf§ jor
homotop ist, relativ zu X, zur identischen Abbildung von Z;). Wir fassen Y; als
Element von Komp(Z;) auf. Damit sind wir in der Lage, das obige Lemma anzuwenden.
Es sagt, dafl Y dquivalent ist, als Element von Komp(Z;), zu dem Element j,(r.(Y7)).
Im Klartext, es gibt eine Folge von elementaren Erweiterungen und deren inversen,
relativ zu Zy, von Yy zu j.(r«(Y1)). Da X in Z; enthalten ist, bedeutet das, dafl es
auch eine Folge (dieselbe Folge!) von elementaren Erweiterungen und deren inversen
relativ zu X gibt, die Y7 verbindet mit j,(r.(Y1)) aufgefait als Element von Komp(X).
Dies Element ist gegeben durch

71 Ux ’I“*(Yl) .

Es ist eine elementare Erweiterung von r.(Y7), da, wie schon gesagt, Z; eine elementare
Erweiterung von X ist. O]
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Folgerung. Ein solcher spezieller Représentant (er heifle Y statt Y) liefert, iiber den
zelluliren Kettenkomplex in der universellen Uberlagerung, eine Abbildung von freien
Moduln iiber dem Gruppenring der Fundamentalgruppe, R = Z[m (X)],

R[Jni1] — R[J,].

(1) In den beiden freien Moduln gibt es bevorzugte Erzeugende, die wohldefiniert sind
bis auf die Multiplikation mit Elementen der Gruppe m(X).

(2) Die Abbildung ist ein Isomorphismus.

Bewels. Die Diskussion ist dieselbe wie eine weiter oben (im Zusammenhang mit
der Konstruktion von Réumen mit vorgegebenen Homotopiegruppen). Sei, abkiirzend,
m=m1(X)=m(Y). Sei J,, definiert als die Indexmenge fiir die n-Zellen von Y ; und
J,, als diejenige fiir die n-Zellen in der universellen Uberlagerung Y von Y. Dann ist J,
eine m-Menge; und ist als solche isomorph zu dem Produkt 7 x J,, . Der Isomorphismus
J,, &~ mx.J, ist nicht (oder, besser gesagt, nicht ganz) kanonisch. Um den Isomorphismus
zu fixieren, mufl man fiir jede der n-Zellen aus Y von den dariiber liegenden Zellen aus
Y eine auswihlen. Das gibt die in (1) angesprochene Sache iiber die Erzeugenden des
freien Moduls R[J,]. — Die Angelegenheit fiir J, 1 geht genauso.

Was (2) angeht, so ist die Inklusion X — Y eine Homotopie-Aquivalenz, wie oben
gesehen. Die Inklusion der universellen Uberlagerungen, X — 17, ist deshalb ebenfalls
eine Homotopie-Aquivalenz (z.B. weil die relativen Homotopiegruppen unten und oben
zueinander isomorph sind). Der zelluldre Kettenkomplex des relativen CW-Komplexes
(17, X ) hat deshalb triviale Homologie. Der zelluldre Kettenkomplex ist reduziert auf
die Abbildung R[J,+1] — R[J,]; der Kokern und der Kern der Abbildung bilden die
n-te und die (n+1)-te Homologiegruppe von dem Kettenkomplex. Der Kokern und
der Kern sind also beide null; was bedeutet, daf§ die Abbildung R[J,+1] — R[J,] ein
Isomorphismus ist. O

BEMERKUNG. Die beiden freien Moduln R[J,+1] und R[J,] haben denselben Rang
(dieselbe Anzahl von erzeugenden Elementen). Denn zum Beispiel iber Homomorphis-
men Z[r] — Z — Q kann man aus ihnen eine Abbildung von Vektorrdumen bekommen.
Die ist auch wieder ein Isomorphismus, also haben die Vektorrdume dieselbe Dimension.
Die obige Abbildung ist also durch eine quadratische Matrix reprasentiert — man
muf} dazu nur die Elemente von J,,, bzw. von J,,11, der Reihe nach anordnen. O

Wir kommen zu der algebraischen Beschreibung der Whitehead-Gruppe. Sei 7 eine
Gruppe; ihr soll eine abelsche Gruppe Wh(r) zugeordnet werden.

Die Konstruktion steht in Zusammenhang mit einer andern, die einem Ring R eine
abelsche Gruppe K;(R) zuordnet. Diese Konstruktion wird zuerst beschrieben.
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Unter den nxn-Matrizen iiber dem Ring R betrachten wir diejenigen, die beziiglich
der Matrizen-Multiplikation ein Inverses besitzen. Sie bilden eine Gruppe GL,(R).
Einer Matrix M € GL,,(R) nun kénnen wir eine Matrix in GL,,41(R) zuordnen:

M 0
0 1
Auf diese Weise bekommen wir eine aufsteigende Folge von Gruppen und Inklusionen
GL;(R) ¢ GLy(R) C GL3(R) C

Die Vereinigung davon, die “Allgemeine lineare Gruppe” (general linear group) wird
mit GL(R) bezeichnet.

Eine Matrix wird als Elementarmatrix bezeichnet, wenn sie mit der Identitdtsmatrix
iibereinstimmt mit Ausnahme von einer einzigen Stelle auflerhalb der Diagonalen. Eine
Elementarmatrix ist invertierbar. Bezeichne E, (R) die von den Elementarmatrizen
erzeugte Untergruppe in GL,,(R) ; und ebenso E(R) die in GL(R).

Lemma (Whitehead). Die Untergruppe E(R) von GL(R) stimmt iiberein mit der
Kommutator-Untergruppe von GL(R).

BEWEIS. Wir zeigen zuerst, dafl E(R) enthalten ist in der Kommutator-Untergruppe.
Sei I die Eins-Matrix. Bezeichne Ej ;, fiir ¢ # j, die Matrix mit einer 1 an der Stelle
(7,7) und sonst lauter Nullen. Bezeichne e; ;(a) = (I +a- E; ;) die Elementarmatrix
mit dem Eintrag a an der (i,j)-ten Stelle. Es ist

eij(a) - eij(b) = eijla+b),
insbesondere ist also e; j(—a) das Inverse von e; j(a). Die Identitét
eij(a)-ejr(l) - eij(—a)-ejr(=1) = eirla),

fiir ¢ # j # k # i, zeigt deshalb, das jede Elementarmatrix in E,,(R) ein Kommutator
ist, sobald nur n > 3.

Umgekehrt zeigen die drei folgenden Identititen, da jeder Kommutator ABA~1B~1!
in GL,(R) als ein Produkt von Elementarmatrizen in der grofleren Gruppe GLa, (R)
geschrieben werden kann:

" (ABA0131 9) _ <§ A0_1><§ B()—1>((Bﬁ)1 BOA)
o () -0 D)0 DE )G

) (b 1)=11 I 7+ anse)

i=1 j=n+1
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Nach dem Lemma bedeutet das Herauskiirzen von E(R) dasselbe, wie die Gruppe
GL(R) abelsch zu machen: GL(R)*® = GL(R) / [GL(R),GL(R)] = GL(R) /E(R) .

Definition. K;(R) = GL(R) /E(R)

BEMERKUNG. Bezeichne U(R) die Gruppe der Einheiten in dem Ring R (englisch:
units); d.h. die Gruppe derjenigen Elemente, die multiplikativ-inverse haben. Wenn R
ein kommutativer Ring ist, dann gibt die Determinante eine Abbildung

det : GL(R) — U(R) .

Die Abbildung faktorisiert iiber die abelsch-gemachte Gruppe, also Kj(R), da eben
U(R) nach Voraussetzung eine abelsche Gruppe ist; ferner ist die Einschrinkung der
Determinanten-Abbildung auf GL;(R) ein Isomorphismus. Im kommutativen Fall resul-
tiert also, dal die Gruppe der Einheiten, U(R), ein Retrakt von K;(R) ist; insbesondere
ist die Abbildung
injektiv. O

Es sei nun R = Z[r] ein Gruppenring. Bezeichne (£g¢) das Bild, in K;(Z[r]), von
der Untergruppe in GL;(Z[r]), die von den Elementen g € 7 und +1 € Z gebildet ist.
Es ist nicht schwer zu sehen, was das genau ist.

Da némlich K;(Z[r]) abelsch ist, faktorisiert die Abbildung Z/2 x 7 — K;(Z[n])
iiber die abelsch gemachte Gruppe Z/2 x 7®. Andererseits haben wir auch noch das
kommutative Diagramm

CLy(Z[x]) —— Ki(Z[x)])

! I

GLy (Z[r*]) —— K (Z[x*"))

in dem die untere Zeile nach der eben gemachten Bemerkung eine injektive Abbildung
ist. Es folgt, da8 die von den Elementen +¢ gebildete Untergruppe von K;(Z[r]) zu
der Gruppe Z/2 x 7" isomorph ist.

Die Whitehead-Gruppe ist nun definiert als diejenige Gruppe, die durch das Ent-
fernen der gerade beschriebenen “offensichtlichen” Elemente aus Ki(Z[r]|) entsteht:

Definition. Wh(r) = Ki(Z[r]) / (+g9)

Satz. Sei X weg-zusammenhédngender ‘verniinftiger’ topologischer Raum (z.B. ein
CW-Komplex). Es gibt einen kanonischen Isomorphismus der Whitehead-Gruppen,

Wh(X) = Wh(m (X)) .

Es wurde angedeutet, wie man aus einem Repréisentanten, links, eine Matrix iiber
dem Gruppenring bekommt. Daf} dies den behaupteten Isomorphismus liefert, ist ein
nicht-triviales Nachpriifen.
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Homologiegruppen als Homotopiegruppen

Die Uberschrift bezieht sich auf die folgende Tatsache. Einem Raum X kann man
immer einen andern Raum F(X) zuordnen (“F” fir “funktorielle Konstruktion”), so
daf

H,(X) 2 mF(X).
Die Beschreibung dessen, was es mit diesem “F” auf sich hat, ist besonders einfach,
wenn man ‘Raum’ hier interpretiert als “kombinatorisch definierten CW-Komplex”; also
simpliziale Menge. Diese Beschreibung soll jetzt gleich gegeben werden.

Daf} die so konstruierten Homotopiegruppen wirklich die Homologiegruppen von dem
urspriinglichen X ergeben, ist nicht ganz selbstverstéindlich. Fiir den Nachweis braucht
man einige Dinge iiber simpliziale Mengen, die wir bisher noch nicht gemacht haben.
Mit diesen Dingen wollen wir uns in Kiirze befassen — aus dem gegebenen Anlafl und
auch, weil die Dinge fiir sich genommen sehr interessant sind.

Nun zu der avisierten Beschreibung von “F'”.

Bezeichne, wie frither, A diejenige Kategorie, die man fiir die Buchfithrung bei den
simplizialen Mengen benétigt. Die Objekte von A sind also die geordneten Mengen:

o}, [}, 21, ..,
n] = (0<1< - - <n-1<n),

und die Morphismen sind die (schwach) monotonen Abbildungen; ein Morphismus
in A, von [m] zu [n], ist also eine Abbildung

a: fml— , i<j= ali)<al).

Besonders prominente Beispiele von solchen Abbildungen sind (fiir jedes n > 1) die
injektiven Abbildungen §; , 0 <i<n,

d;i: [n—1] — [n] (¢ wird nicht getroffen) ,
und (fiir jedes n) die surjektiven Abbildungen o; ,
o; ¢ [n+1] — [n] (¢ wird zweimal getroffen) .

Die simpliziale Menge X ist, nach Definition, ein kontravarianter Funktor von der
Kategorie A in die Kategorie der Mengen,
X : A°® — (Mengen) .

Oder, ausgeschrieben: fiir jedes n = 0, 1, 2, ..., hat man eine Menge X,,, und
fiir jede Abbildung « : [m] — [n] hat man die induzierte Abbildung (Gegenrichtung!)



a* : X, — X,,. Prominente Beispiele fiir die Struktur-Abbildungen sind die Rand-
Abbildungen d; ,
di : Xn - Xn—l )

Pyp— * .
S; = 0, Sz‘.Xn—>Xn+1.

Fiir die Konstruktion der Homologie nun mufl man die Mengen X, “linearisieren”:
X, ist zu ersetzen durch die davon erzeugte abelsche Gruppe Z[X,]; und jede der
Abbildungen o : X,, — X,,, durch die “linearisierte” Abbildung Z[X,,] — Z[X,,].

Etwas prignanter ausgedriickt: man ersetzt die simpliziale Menge X (den Funktor
X : A°® — (Mengen) ) durch die simpliziale abelsche Gruppe Z[X]; d.h. den Funktor
Z|X]: A°P — (abelsche Gruppen), der gegeben ist durch die Zusammensetzung

AP 2 (Mengen) A, (abelsche Gruppen) [n] — X, — Z[X,)] .
Fiir die Konstruktion der Homologie miifite man nun noch zwei andere Dinge tun:
Man miifite die simpliziale abelsche Gruppe, von der gerade die Rede war, weiter durch
einen Kettenkomplex ersetzen und von dem dann die Homologiegruppen bilden. Von
diesen beiden Schritten soll aber hier im Moment nicht die Rede sein.

Vielmehr notieren wir, dafl eine simpliziale abelsche Guppe ihrerseits ja auch eine
simpliziale Menge ist (per Vergessen der Addition); anders ausgedriickt: eine simpliziale
abelsche Gruppe hat eine unterliegende simpliziale Menge. Es macht deshalb Sinn, von
der geometrischen Realisierung einer simplizialen abelschen Gruppe zu reden (oder,
wenn man es genau nehmen will: von der geometrischen Realisierung ihrer unterliegen-
den simplizialen Menge). Es existiert also der Raum

|Z[X] | .

Satz. Die Homotopiegruppen von |Z[X] | sind die Homologiegruppen von X .

Den Satz wollen wir beweisen. Dazu miissen wir drei Dinge tun (die alle nicht-trivial
sind):

(1) Die Homologiegruppen des Z[X] zugeordneten Kettenkomplexes vergleichen mit
noch zu definierenden “Homotopiegruppen der simplizialen abelschen Gruppe Z[X]”.

(2) Eine spezielle Eigenschaft von (gewissen) simplizialen Mengen studieren (die
sogenannte Erweiterungs-FEigenschaft), die bei simplizialen abelschen Gruppen automa-
tisch erfiillt ist (wie sich herausstellt) und bei deren Vorliegen es moglich ist, eine
verniinftige kombinatorische Definition der Homotopiegruppen (ohne den Umweg iiber
die geometrische Realisierung) anzugeben und zu studieren. Das hingt eng damit
zusammen, eine Variante der Faserungs-Theorie fiir simpliziale Mengen zu entwickeln.

(3) Die kombinatorisch definierten Homotopiegruppen miissen verglichen werden mit
den topologisch definierten Homotopiegruppen (d.h. den Homotopiegruppen der ge-
ometrischen Realisierung der simplizialen Menge).



Simpliziale abelsche Gruppen

Sei A eine simpliziale abelsche Gruppe,
A: A°® — (abelsche Gruppen) , [n]+— A, .

Frither haben wir dem A einen Kettenkomplex CA zugeordnet, der so definiert war:
die n-te Kettengruppe CA,, ist definiert als die abelsche Gruppe A, , und die Rand-
Abbildung 9 : CA,, — CA,,_; ist definiert als die Wechselsumme 9 = > (—1)'d; .

Wir wollen jetzt dem A noch auf eine andere, etwas kompliziertere Weise einen
Kettenkomplex zuordnen. Zunichst schadet diese Anderung nicht: Die Homologiegrup-
pen von dem neuen Kettenkomplex sind dieselben wie vorher auch (wie wir nachpriifen
werden). Es ist aber natiirlich nicht nur die Unschédlichkeit, die uns veranlafit, die neue
Konstruktion zu machen. Sie hat auch Vorteile:

— Zunéchst kann man die Homologiegruppen von dem neuen Kettenkomplex sehr leicht
iibersetzen in “Homotopiegruppen” von der simplizialen abelschen Gruppe selbst.

— Sodann besteht die etwas verbliiffende Tatsache, dafl man aus dem neuen Ketten-
komplex die gesamte(!) urspriingliche simpliziale abelsche Gruppe rekonstruieren kann
(bis auf kanonische Isomorphie).

Der neue Kettenkomplex, MA, wird als der Moore-Kettenkomplex bezeichnet (nach
dem Mathematiker John MOORE). Es handelt sich dabei, mehr oder weniger nach
Definition, um einen Unterkomplex von dem obigen “iiblichen” Kettenkomplex CA.

Die abelsche Gruppe MA, , d.h. die Kettengruppe von MA in der Dimension n, ist
nach Definition diejenige Untergruppe von A,,, die gegeben ist durch das Verschwinden
von allen Rand-Abbildungen bis auf die letzte:

n—1
MA, := () ker(d) = ker(do: Ay — Ap_1) N ... Nker(dy_1: Ay — Ay_y)
=0

und der Rand-Operator 0, : MA,, — MA, 1 ist i.w. gegeben durch die letzte, nicht
benutzte Rand-Abbildung der simplizialen abelschen Gruppe A in der Dimension n.
Allerdings miissen wir noch ein Vorzeichen einbauen, um sicherzustellen, dafl die Inklu-
sionen MA,, — CA,, mit den Rand-Operatoren vertréiglich sind. Die Rand-Abbildung
On 1 MA,, — MA, _, wird also definiert als

On 1= (-1)"d, .

Lemma. MA ist Kettenkomplex und ist Unterkomplex von CA.



BEWwEIS. MA ist Kettenkomplex. Denn 0,,_1 0 9, ist (bis aufs Vorzeichen) gleich

mn—1 n n—1 n
dnflodn - dnflodn—l7

was auf MA,, den Wert 0 annimmt, da d])_; das tut (hier ist, der Deutlichkeit halber,
die Nummer der Quelle als oberer Index mit notiert).

MA ist Unterkomplex von CA. Denn auf MA,, ist Y (—=1)d; = (=1)"d,. O

BEMERKUNG (Homotopiegruppen einer simplizialen abelschen Gruppe). Sei A eine
simpliziale abelsche Gruppe. Man definiert die Homotopiegruppen von A (oder besser:
von der unterliegenden simplizialen Menge von A) in “naiver” Weise: Reprisentanten
von Elementen von
mn(A)

sind die Abbildungen, nach A hinein, vom “kombinatorischen Modell des n-dimensi-
onalen Balles”, der simplizialen Menge A™ (Standard-n-Simplex). Dabei wird verlangt
(wenn n > 0), dafl der gesamte Rand von A™ in den Basispunkt abgebildet wird. Das
heift, dafl fiir jedes i, 0 < i < n, die i-te Rand-Seite (die Unter-simpliziale-Menge
§;(A"~1) ) nach 0 in A abgebildet wird.

Ein solches Element wird als null-homotop bezeichnet (das ist vielleicht ein wenig
kiinstlich, wird aber spiiter deutlicher werden), wenn eine Abbildung von A™*! nach A
existiert, deren Einschrinkung auf die letzte Seite d,,+1(A™) das vorgegebene Element

ist, wéhrend die Einschrinkungen auf die anderen Seiten §;,(A™), 0 < i < n, alle trivial
sind (Abbildungen nach 0 in A).

Die Addition in 7,(A) ist durch die Addition in A gegeben. O

Satz. Die Gruppen 7,(A) und H, (MA) sind dieselben.

BEwEISs. Die beiden Gruppen sind sogar durch dieselben Reprisentanten und dieselbe
Aquivalenzrelation gegeben. Das liegt daran, daf8 (fiir simpliziale Mengen, also auch fiir
simpliziale abelsche Gruppen) eine 1:1 Beziehung besteht (Yoneda lemmal)

Hom(s.Mengen)(AnaA) - An ) f I f(L)

wo ¢ € (A™),, das erzeugende Simplex bezeichnet. Aufgrund dieser Beziehung entspricht
ein Représentant eines Elementes von m,(A) einem Element von A,,, das erstens die
Bedingung erfiillt, dafy die Rédnder Nr. 0 bis Nr. n—1 null sind, das also in MA,, liegt;
und das zweitens die Bedingung erfiillt, dal auch der Rand Nr. n null ist; womit das
Element ein Zykel in MA,, ist. Ebenso ist eine Abbildung ‘null-homotop’ im obigen
Sinne genau dann, wenn das zugeordnete Element in MA,, ein Rand ist. 0

Wir wollen jetzt den Moore-Kettenkomplex MA vergleichen mit dem gewohnlichen
Kettenkomplex CA. Dazu definieren wir, fiir jede Zahl p =0, 1, 2, ..., einen Ketten-
komplex FPA zwischen MA und CA. Néamlich wir verlangen nicht, dal alle Rand-
Abbildungen (auBer der letzten) null sein sollen, sondern wir verlangen das nur fiir die
Rand-Abbildungen unterhalb der Nummer p. Also:

red, = [ xzeFPA, < di(x)=0, wenn 0<i<min(p,n) |
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Es ist, demzufolge, F’A = CA. Und es ist FPA,, = MA, , wenn p > n.

Satz. (1) Jedes der FPA ist ein Unterkomplex.
(2) Jede der Inklusionen FP*1A — FPA ist eine Ketten-Homotopie-Aquivalenz.

BeEWEIS. (1) Sei x € FPA,,. Zu zeigen ist, da§ d(z) € FPA,,_;; daf also d;(d(z)) =0,
wenn ¢ < min(p,n—1). Es ist

di(0(z)) = di( Y (1) dj(x) ) .
j=0
Wir behaupten, daf§ in dieser Summe sogar alle Summanden null sind: Wenn i > j,
dann ist d;(z) = 0 aufgrund der Annahme, dal = € FPA,,. Wenn andererseits i < j,
dann ist d;(d;(x)) = d;—1(di(z)) was, aus demselben Grund, ebenfalls null ist.

(2) Zusitzlich zu der Inklusions-Abbildung i? : FPT1A — FPA betrachten wir noch
eine Abbildung in der anderen Richtung, f?: FPA — FPT!A. Sie wird definiert durch

e = {
Es ist richtig, da8 die Abbildung ihre Werte in FP*'A annimmt. Denn fiir i < p ist
di(sp(dp())) = sp-1(di(dp(2))) = sp-1(dp-1(di(2))) ,

was (fiir n > p und = € FPA,,) null ist, ebenso wie d;(x) auch. Und fiir ¢ = p (und
wieder n > p und z € FPA,,) gilt d, o s, = Id, und deshalb

dp(fP(z)) = dp(z) — dp(sp(dp(z))) = 0 .
Es ist auch richtig, daf§ die Abbildung eine Ketten-Abbildung ist, d.h. do fP = fPoJ.

Um das einzusehen, betrachten wir zunéchst die erste Abbildung, 0 o fP, angewandt
auf = aus FPA, . Der Korrekturterm darin (die Differenz zu 9(z)) ist null, wenn n < p,

T, wenn x € FPA, und n <p ;

x —sp(dy(z)) , wenn x € FPA, und n>p .

und ist ansonsten gegeben durch

n p—1 p+1 n
Do di(=spldp(2)) = Y 4>+ >
=0 =0 i=p i=p+2

In der ersten der Teilsummen sind sédmtliche Terme null, da fiir 7 < p gilt
dios,od, = s,_10d;od, = sp_10dy_10d;
und d;(z) = 0. Die beiden Terme in der zweiten Teilsumme heben sich weg, da
dpos, = Id = dpyi10s,.
Der gesamte Korrekturterm ist also durch die dritte Teilsumme gegeben, die wegen
diospod, = syodi_10d, = s,od,od; (firi>p+1)

nun lautet
n

Y (1) sp(dy(di(x))) -

1=p+2



Auch bei der Abbildung f? o d ist der Korrekturterm wieder durch null gegeben, wenn
n < p (hier sogar, wenn n < p+1). Ansonsten lautet er
n n p+1

ST —spldp((-1)1di(2))) = > —(=1)" sp(dy( i Z Z Z

=0 =0 i=p+2
Da z € FPA,, | ist d;(x) = 0 fiir ¢ < p; die Terme in der ersten Tellsumrne smd also alle
null. Die Terme in der zweiten Teilsumme (wenn n > p+1) heben sich weg, wegen

dpod, = dy,odpyr .
Also bleibt nur die dritte Teilsumme, und das ist dieselbe wie die von vorher.

Der Korrekturterm in der Definition von fP hat offenbar die Eigenschaft, dafl er auf
FPH1A null ist. Das bedeutet, da8 die eine Komposition eine identische Abbildung ist,

fp (0] 'L’p = Ide+1A .
Wir zeigen, dafl die andere Komposition zu einer identischen Abbildung homotop ist.

Dazu geben wir eine Kettenhomotopie zwischen ¥ o f? und der identischen Abbildung
auf FPA an. Die Homotopie ist definiert (fiir x € FPA,,) durch

i = {

Es ist richtig, dal die Abbildung ihre Werte in FPA hat; also x nach FPA,,,; abbildet,
wenn x in FPA, liegt. Denn fiir i < p ist

di(sp(z)) = sp-1(di(z)) ,
was (fiir n > p und x € FPA,,) null ist. Und es ist dies auch die gewiinschte Homotopie,
d.h. fir x € FPA,, (und vorausgesetzt, dafi n > p) ist:

O(hP(x)) + WP(9(x)) = @—i"(fP(x)) = = — (2 s(dy(2))) -

Wir rechnen das nach: Der erste Term auf der linken Seite ergibt (wenn n > p):
n+1 p+1 n+1

3 (1) di((~1)s, Z Z > -

=0 1=p+2

0, wenn x € FPA, und n <p ;
(=1)Psy(x) , wenn z€FPA, und n>p .

In der ersten der drei Teilsummen sind alle Terme null, wegen d;(sp(z)) = sp—1(di(x))
fiir ¢ < p. In der zweiten Teilsumme heben, wegen d(s,(x)) = dpt1(sp(z)), die beiden
Terme sich weg. Es bleibt die dritte Teilsumme, die, wegen d;(sp(x)) = sp(di—1(z))
(fiir ¢ > p+1), nun lautet

n+1 n
Y YD sp(dica(x) = Y (1)1 sp(di(x) -
1=p+2 1=p+1
Der zweite Term auf der linken Seite ergibt (wenn n > p):
> P s i) = D0 (11 syldw))

Die beiden Terme auf der linken Seite geben als ihre Summe also s,(dp(z)) (sofern
n > p). Das ist aber dasselbe wie das Ergebnis auf der rechten Seite. O
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Korollar. Die Inklusion MA — CA induziert einen Isomorphismus in der Homologie.

BEWEIS. Sei n > 0 eine vorgegebene Zahl, sei p > n. Wie oben angemerkt, stimmen die
Kettenkomplexe MA und FPA in Dimension < n+1 iiberein. Sie haben deshalb dieselbe
Homologiegruppe in der Dimension n. Nach dem Satz induzieren die Inklusionen

CA=FA—FA— .. ... — FP14A — FPA
Isomorphismen auf der Homologie. Also ist H,,CA <& H,MA. O

Ein n-Simplex in A,, (d.h. ein Element der abelschen Gruppe A, ) werde, wie
tiblich, als ausgeartet bezeichnet, wenn es im Bild einer der “Ausartungs-Abbildungen”
si + An_1 — A, liegt. Eine Summe von zwei ausgearteten Simplizes mufl nicht un-
bedingt auch wieder ausgeartet sein (das kann vorkommen, wenn die beiden Simplizes
im Bild verschiedener Ausartungs-Abbildungen liegen). Trotzdem macht es natiirlich
Sinn, die von den ausgearteten n-Simplizes erzeugte Untergruppe zu betrachten. Diese
Untergruppe von A, werde mit DA, bezeichnet.

Satz. (1) Die Untergruppen DA,, bilden einen Unterkomplex DA von CA.
(2) Die von den Inklusionen MA — CA und DA — CA induzierte Abbildung

MA® DA — CA

ist ein Isomorphismus.

BEMERKUNG. Der Isomorphismus des Satzes induziert einen Isomorphismus von
dem Mooreschen Kettenkomplex MA zu dem Quotienten-Komplex CA/DA, dem so-
genannten normalisierten Kettenkomplex. O

BEWEIS DES SATZES. (1) Sei x € DA, . Es ist zu zeigen, dafl d(x) eine Summe von
ausgearteten Simplizes in A,,_; ist. Nach Definition von DA, 143t x sich darstellen
in der Form = = Z;L:_ol s;j(y;). Es wird deshalb geniigen, zu zeigen, daf (fiir jedes j)
0(sj(y;)) eine Summe von ausgearteten Simplizes ist. Es ist

n

j—1
osi(y)) = D (Didi(siy)) = >+
1=0

=0

Jj+1 n
oy

i=j  i=j+2

Die Terme in der ersten Teilsumme sind alle ausgeartet, wegen d;(s;(y)) = s;j—1(d;(y)),
fiir 4 < j; und die Terme in der dritten Teilsumme sind es auch, wegen d;(s;(y)) =
sj(di—1(y)), fir i > j+1. Die beiden Terme in der zweiten Teilsumme heben sich weg,
wegen d; o s; = djy108;.

(2) Wir benutzen die Abbildungen i? : FPT1A — FPA und fP : FPA — FPTA aus
dem Beweis des vorigen Satzes . Durch Komposition bekommen wir aus ihnen Abbil-
dungen i = i®o---0i"': MA, — CA, und f = f*lo.-..0f%: CA, — MA,.
Die Komposition f o1 ist die identische Abbildung auf MA, deshalb zerfillt CA als eine
direkte Summe, CA = MA @ ker(f). Wir werden den Satz bewiesen haben, sobald wir
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gezeigt haben, daf ker(f) und DA iibereinstimmen. Dazu zeigen wir, dafl ker(f) C DA
und dafl DA C ker(f).

Nun bedeutet x € ker(fy), dall = so(do(z)); insbesondere also, dafl = in Bild(so)
enthalten ist. Ahnlich auch fiir ker( fp), p=1,2,...,n—1. Es folgt, dal der Kern von
f = f""lo- -0 f0 enthalten ist im Erzeugnis der Bilder der s,, d.h., enthalten in DA.

Sei umgekehrt x ein Element von DA. Per Definition heifit das, daf§ x sich darstellen
148t in der Form z = Z?:_Ol s;(y;). Das Bild fo(z) hat dann die Darstellung

I
—
I
_

- n n

x — so(dp(x Z — S0 do( si(yi) )) = ( 8i(yi) — so(do(si(y:))) )

=0 3

I
o
I
o

i
Die beiden Terme fiir ¢ = 0 heben sich weg, wegen dgosg = Id, und die anderen Terme
lassen sich, wegen sgodyos; = sgos;_10dy = s; 08go0dy, zusammenfassen zu

1

si( yi — (so(do(vi)) )

1

n

das heiBt, fo(x) hat eine Darstellung der Art Y 1) "si(y}). BEs folgt nun, induktiv,
daB das Bild von 2 unter f/~!o.-.o fy eine Darstellung der Art

n—1 )

> silyl)

i=j

hat: der Induktionsschritt von hier auf den néchsten Fall ist gegeben durch die analoge

Umformung
n—1 n—1 n—1
PYosiD) = 20 (sit]) = si@si))) = 32 silul = 5i(di ()
= =i i=j+1
(weil wieder djos; = Id, und sjodjos; = sjos;_10d; = s;0s;0d; fir i > j).
Insbesondere, schlielich, ist f"~!(s"”1(y""1)) = 0. Wir haben gezeigt, daB DA
enthalten ist in ker(f). O

Fiir simpliziale Mengen besteht eine wichtige Tatsache, die man oft benutzen mufl
(und die wir oft benutzt haben); namlich die Simplizes lassen sich auf kanonische Weise
darstellen mit Hilfe der nicht-ausgearteten Simplizes und mit Hilfe der Ausartungs-
Abbildungen. Im Detail: Sei X eine simpliziale Menge, sei x darin ein Simplex; die
Dimension von z sei n, d.h., es ist x € X,,. Es existiert dann ein nicht-ausgeartetes
Simplex ¥y, von einer Dimension m < n, und es existiert eine surjektive Struktur-
Abbildung o : [n] — [m] (eine sogenannte Ausartungs-Abbildung, wenn n > m), so
daB das Simplex x gegeben ist durch o*(y). Und diese Daten sind eindeutig: sowohl
das Simplex y als auch die surjektive Abbildung o: [n] — [m] sind durch das Simplex
x eindeutig bestimmt. Z.B. wird die surjektive Abbildung o genau dann die identische
Abbildung auf [n] sein, wenn das Simplex x selbst nicht-ausgeartet ist.



Eine simpliziale abelsche Gruppe kann, per Vergessen der Addition, als eine sim-
pliziale Menge aufgefafit werden; deshalb gilt darin das vorgenannte.

Es gilt aber auch noch eine raffiniertere Aussage, die die Addition beriicksichtigt, und
die demgemé&f mit weniger an nicht-ausgearteten Simplizes auskommt; ndmlich nur mit
denjenigen, die in dem Moore-Komplex liegen (wo also alle Rénder von einem solchen
Simplex null sind, ausgenommen allenfalls den letzten Rand).

In engem Zusammenhang damit stehen die folgenden beiden Aussagen:

— Eine simpliziale abelsche Gruppe kann vollstdndig rekonstruiert werden aus ihrem

Moore-Kettenkomplex (bis auf kanonische Isomorphie).

— Zu jedem Kettenkomplex (genauer: nicht-negativen Kettenkomplex) gibt es eine

simpliziale abelsche Gruppe, die den Kettenkomplex als Moore-Kettenkomplex hat.
(Ein “nicht-negativer Kettenkomplex” bedeutet einen solchen, wo die Kettengruppen

vorhanden sind [oder von null verschieden sind — das ist Geschmacksache] hochstens

in den Dimensionen 0, 1, 2,..., usw., und nicht etwa in negativen Dimensionen).

Satz. (1) Zu einem Kettenkomplex K,

o o o

K2 Kl KO 3

gibt es eine simpliziale abelsche Gruppe 'K, mit K selbst als Moore-Komplex, wo

K, = @ K,, .

o [n]—[m]
Die Konstruktion ist funktoriell.

(2) Wenn K der Moore-Komplex einer simplizialen abelschen Gruppe A ist, dann gibt
es eine Abbildung von simplizialen abelschen Gruppen v: TK — A. Diese Abbildung
ist natiirlich. Sie ist ein Isomorphismus von TK zu A.

BeEwEIs. Ein Element 2z von I'K,, ist, nach Definition, eine Summe von Paaren (o, z) ,
(0,2) , o:[n]—[m], osurjektiv, =z € K,, .

Dabei operieren die Struktur-Abbildungen wie folgt. Sei a: [n'] — [n] eine Abbildung
in der Kategorie A (also eine schwach monotone Abbildung von [n/] zu [n] ). Dann ist
a*(0,z) gegeben durch das Paar (0/,2'), das man wie folgt bekommt. Man schreibt

die zusammengesetzte Abbildung [n'] - [n] % [m] in ihre kanonische Form um: eine

Surjektion gefolgt von einer Injektion, [n/] <, [m/] 2, [m]. Man hat nun drei Falle:

(U/, Z) y wenn 5 = Id[m] ;
a*(o,2) = (o',0(2)) , wenn [ = 0,: [n—1] — [n] ;
(—,0), wenn 3 = sonst ;

wobei im dritten Fall die Buchfiihrung iiber ¢/ weder notwendig ist, noch erwiinscht.
Es ist klar (oder?), dafl man auf die Weise eine simpliziale abelsche Gruppe bekommt
(daf ndmlich, wenn « ein Kompositum «s o a; ist, man ebensogut « auf die genannte
Weise operieren lassen kann, wie auch erst a; und dann ay).
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Es ist auch klar (oder?), dal der Moore-Kettenkomplex dieser simplizialen abelschen
Gruppe nicht grofler ist als K selbst (wegen dem Satz: CTK ~ MIK @& DI'K — die
hinzukommenden Dinge sind, nach Definition, ja Summen von Ausartungen).

Wenn K der Moore-Komplex einer simplizialen abelschen Gruppe A ist, und = wie
oben, z = ) (0, z), dann definiert jedes der o eine Abbildung ¢*: A,, — A, , und das
zu o gehorige z ist Element von A,,. Die Abbildung ~: TK — A ist definiert durch

V() = 2,07(z)
Es ist klar (oder?), dal dies eine Abbildung von simplizialen abelschen Gruppen ist
(ndmlich, wenn « : [n/] — [n] eine Abbildung ist, und (o,z) ein Summand, dann
besteht, in der obigen Notation, die Beziehung a*(y(0, z)) = a*(c*(2)) = (0 oa)*(2) =
(Boa')(2) = 0" (8*(2)) = 10", B(2)) = v(a*(0,2)) ).

Eine Abbildung von simplizialen abelschen Gruppen ist genau dann ein Isomorphis-
mus, wenn sie erstens injektiv und zweitens surjektiv ist. Also wird es geniigen, diese
beiden Dinge fiir die Abbildung ~ nachzupriifen. Bei der Nachpriifung kénnen wir,
induktiv, annehmen, dafl diese Dinge in kleineren Dimensionen bereits etabliert sind.

Sei x ein Element im Kern von 7. Da 7 eine Abbildung von simplizialen abelschen
Gruppen ist (d.h., mit den Struktur-Abbildungen vertriiglich), folgt aus y(x) = 0 auch
~v(di(z)) = 0. Wegen der induktiv vorausgesetzten Injektivitéit ist deshalb, fiir alle 7,
d;(z) = 0 ; das heifit, x liegt im Moore-Komplex. Es ist aber klar (oder?), daf}, im Falle
K = MA, der Moore-Komplex von I'K derselbe ist wie der von A auch; und daf die
Abbildung v darauf die identische Abbildung ist. Also ist z = 0.

Fiir die Diskussion der Surjektivitit sei 2’ ein Element in A. Nach einem friiher
geklérten Sachverhalt (dem Satz, dal A ~ MA®DA) ist 2’ eine Summe 2} 425, wo z}
im Moore-Komplex liegt (also, wie gerade besprochen, auch im Bild von v ), und wo x4
in DA liegt, also darstellbar ist als eine Summe ausgearteter Elemente, x4 = > s;(y;).
Nach der Induktionsvoraussetzung nun liegen die y; alle im Bild von ~. Da v mit den
Struktur-Abbildungen vertréglich ist, liegen folglich auch die s;(y;) im Bild; und damit
auch deren Summe. O

BEMERKUNG. Zu dem beschriebenen Sachverhalt zweier Kategorien (hier: simpliziale
abelsche Gruppen einerseits und [nicht-negative| Kettenkomplexe andererseits) mit ei-
nem Paar von Funktoren, die zueinander invers sind, bis auf natiirliche Isomorphie,
sagt man auch, daB es sich hier um eine Aquivalenz von Kategorien handelt. Diese Art
von “Aquivalenz” bedeutet “Gleichheit fiir alle praktischen Zwecke”. Das vorliegende
Beispiel zeigt, dafl es sich dabei um einen sehr nicht-trivialen Sachverhalt handeln kann.

BEMERKUNG. Bei fritherer Gelegenheit haben wir diskutiert, dafl der zusammenge-
setzte Funktor (simpl. Mengen) — (simpl. abelsche Gruppen) — (Kettenkomplexe)
simpliziale Homotopien in Kettenhomotopien tiberfithrt. Wir hétten hier die Gelegen-
heit, auch fiir simpliziale abelsche Gruppen den Begriff der simplizialen Homotopie ein-
zufithren; und zu zeigen, dafl der Funktor A — MA simpliziale Homotopien in Ketten-
homotopien iiberfithrt, und umgekehrt der Funktor K — I'K Kettenhomotopien in
simpliziale Homotopien. Das lassen wir jetzt aber weg.
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Die Erweiterungs-Bedingung

Bezeichne E — B eine Abbildung von topologischen Rédumen, und D™ den m-dimen-
sionalen Ball. Die HLE (Homotopie-Liftungs-Eigenschaft) fiir die Abbildung £ — B
ist eine Bedingung an kommutative Diagramme der Art:

anl - . E

| |

Dr'xD! —— B
Die linke vertikale Abbildung ist dabei gegeben durch die Inklusion der O-ten Ecke im
Intervall, jo: DY — D!,

Id % jo
—_

D" '~ Dl x DO Dt x D',

Das Diagramm beschreibt erstens eine Abbildung D"~! — E und zweitens eine Homo-

topie der zusammengesetzten Abbildung D"~ ! — E — B.

Die HLE fordert, dafl zu einem solchen Diagramm immer eine Liftung existiert:
eine Abbildung von links unten nach rechts oben,

D ixpt —— E,

mit der Eigenschaft, daf§ das resultierende Diagramm immer noch kommutativ ist.
Eine andere (dquivalente) Form der HLE macht den Test ein wenig raffinierter da-

durch, daf} in dem Test-Diagramm noch zusétzliche Daten spezifiziert werden: namlich

eine vorgegebene Liftung der Homotopie auf dem Rand dD"~! von D"~!. Das Dia-

gramm ist also nun
DrtuoDtx D! —— E

| l

D"t x D! — B

und gefragt ist wieder nach einer Abbildung von links unten nach rechts oben, die das
resultierende Diagramm kommutativ macht.

Fiir simpliziale Mengen kann man diese Art von Bedingung in ganz dhnlicher Form
formulieren (und gegebenenfalls verlangen):
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Es bezeichne dazu, wie iiblich, A™ die simpliziale Menge Standard-m-Simplex; sie
ist beschreibbar als der darstellbare Funktor,

A°P

(Mengen) k] —— (A™)r = Homa( [k], [m])

Fiir jedes i zwischen 0 und m hat man die Inklusion d;, : A™~! — A™  die durch die
Abbildung 0; : [m—1] — [m] gegeben ist. Ihr Bild heifit die i-te Seite von A™. Die
Vereinigung sémtlicher Seiten heifit der Rand von A™, wir schreiben dafiir 0A™ .

Wenn E — B eine Abbildung von simplizialen Mengen ist, so kénnen wir, in Analo-
gie zu dem obigen, nun kommutative Diagramme von Abbildungen von simplizialen
Mengen betrachten:

Anfl - . E

g | |

At x Al —— B

Dabei ist die linke vertikale Abbildung gegeben durch die Inklusion der O-ten Ecke im
1-Simplex, jo: AY — Al

Id><j0
—_——

AP AP 5 AD AL AL

und gefragt ist wieder nach einer Liftung; einer Abbildung von links unten nach rechts
oben, die das resultierende Diagramm kommutativ macht.

Die Interpretation dieser Dinge ist dieselbe wie vorher auch: Das Diagramm ()
spezifiziert sowohl eine Abbildung A"~! — E als auch eine Homotopie der zusammen-
gesetzten Abbildung A"~! — E — B; gesucht ist eine Liftung der Homotopie. —
Unter der geometrischen Realisierung geht, wie wir wissen, A”~! {iber in D"~!, und
A" 1 x Al in D"~ ! x D'. Folglich geht, unter der geometrischen Realisierung, das
Diagramm (*) iiber in das vorher betrachtete Diagramm von topologischen Réumen.

Auch in dem gegenwirtigen simplizialen Kontext ist es moglich, eine Liftung der
Homotopie tiber dem Rand vorzugeben. Dazu betrachtet man Diagramme der Art:

AP oA I x Al — 5 F

2 1 l

A1 Al —— B

Es ist aber hier nicht mehr klar, ob die Diagramme des Typs (*) auf der einen Seite
und die des Typs (xx) auf der anderen Seite dieselbe Bedingung definieren. Der Beweis
der entsprechenden Tatsache aus dem topologischen Kontext iibertragt sich jedenfalls
nicht. Namlich die Tatsache, daB es eine topologische Aquivalenz von D"~ x D' auf
sich gibt, die D"~ auf D"~! U 9D"~! x D! abbildet, hat kein simpliziales Analogon:

BEMERKUNG. Es gibt keinen Isomorphismus von A”~! x Al auf sich, der A"~}
abbildet auf A"~! U A"~ x Al. Denn diese beiden Unter-simplizialen-Mengen von
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A" 1 x A sind z.B. nicht einmal zueinander isomorph (die eine hat ein einziges nicht-
ausgeartetes (n—1)-Simplex, die andere hat davon ganz viele).

Wegen solcher Dinge ist es angebracht, eine zusétzliche, neue Formulierung einer
Liftungs-Bedingung einzufiihren. Wie wir sehen werden, ist diese Bedingung stark
genug, um alle anderen gewiinschten Formulierungen zu implizieren; insbesondere auch
diejenigen, die durch die obigen Diagramme (%) und (**) gegeben sind.

Die neue Bedingung kommt daher, dafl man sich anschaut, wie das Prisma A"~ ! x Al
aus seinen Einzelteilen aufgebaut ist:

In einer gleich zu klirenden Sprache ist es so, da man A" ! x A! bekommen
kann, ausgehend von A""! U A" ! x Al durch sukzessive “Trichter-Fiillungen”.
Dabei bedeutet eine Trichter-Fiillung, dal ein einzelnes Simplex in einer ganz speziellen
Weise an den vorher schon vorhandenen Teil angeheftet wird (das ist, wenn man so
will, die kombinatorische Version von einer “elementaren Erweiterung”). Eine dhnliche
Sprache wird auch fiir Abbildungen verwendet werden; die (noch zu formulierende)
neue Liftungs-Bedingung wird dann eine Bedingung sein, die das Liften von Trichter-
Fiillungen betrifft.

DEFINITION. Sei 0 < i < n. Der i-te Trichter (englisch: “i-th horn”) ist diejenige
Unter-simpliziale-Menge A" von A™, die gegeben ist durch die Vereinigung von allen
Seiten von A™, bis auf die i-te.

(Es bedeutet dasselbe, zu sagen, dafl A die Vereinigung derjenigen Seiten von A"
ist, die die i-te Ecke von A™ enthalten.)

BEISPIEL. Im 2-Simplex A?: /e gibt es die drei Trichter AZ, A2 A2 wie folgt:

AG 2L AN AZ N
(diese sind nicht zueinander isomorph).

DEFINITION. Eine simpliziale Menge, X', entsteht aus einer anderen, X, durch eine
Trichter-Fiillung, wenn X' ~ X U Ar A" (fiir geeignetes n und geeignetes i).

Die geometrische Realisierung ist, wie wir wissen, mit Verklebe-Konstruktionen ver-
traglich. Man hat also in dieser Situation einen Isomorphismus:

X'~ X[ Upapy |A"

Das heifit, |X’| entsteht aus |X| durch das Anheften von zwei neuen Zellen: einer
(n—1)-Zelle und einer n-Zelle. Dabei kommt die (n—1)-Zelle her von der in A} nicht
vorhandenen i-ten Seite von A™, und die n-Zelle kommt von A™ selbst. Insbesondere
ist es auch richtig, daf§ |X’| zu |X| homotopie-dquivalent ist (in sehr spezieller Weise).
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BEISPIEL. A! x Al entsteht aus
Al x0 U oA x A (R
durch das Fiillen von zwei Trichtern. Zuerst wird ein Trichter A? gefiillt:
(AtuoAtxAl) Un2 A% 141
danach wird ein Trichter A2 gefiillt:

((ATUOATXAY) Upz A% JUpz A% TZ;T

Die allgemeine Form dieses Beispiels lautet:

Satz. A" !xA! entsteht aus A" 1 x0U A" 1 x Al durch Fiillen von n Trichtern:

| P S , AT, A
BEWEIS. Das kommt von der (bei fritherer Gelegenheit schon betrachteten) Zerlegung
von dem Prisma A"~! x A! in n-Simplizes, n an der Zahl. Das letzte von diesen
n-Simplizes hat als seine “freie Seite” den Deckel des Prismas. Im Simplex ist das die
Seite, die nicht die 0-te Ecke enthilt, also die 0-te Seite; das Hinzufiigen des letzten
unter den n-Simplizes entspricht einer Trichter-Fiillung vom Typ Af .

Das letzte und das vorletzte unter den n-Simplizes haben als gemeinsame Seite
diejenige, die nicht die 1-te Ecke (in beiden von ihnen) enthilt. Wenn man sich also
vorstellt, dafl das letzte Simplex nicht da ist, so hat das vorletzte Simplex als seine freie
Seite diejenige mit der Nummer 1. Hinzufiigen des vorletzten n-Simplexes entspricht
einer Trichter-Fiillung vom Typ AY.

Und so weiter. |

Wegen der Unsymmetrie des simplizialen “Intervalls” A! gibt es von dem Beispiel
eine (davon verschiedene!) Variante. Namlich statt ein Prisma von unten nach oben mit
Hilfe von Trichtern zu fiillen, kann man dies auch in umgekehrter Richtung veranstalten:
von oben nach unten. Die erwdhnte Unsymmetrie wird unter anderem dadurch deut-
lich, dafl im obigen Fall der Trichter A]' nicht Verwendung findet; dagegen in der nun
folgenden Variante der Trichter A nicht.
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BEISPIEL. A! x Al entsteht aus
Al x1 U oAt xA 1T
durch das Fiillen von zwei Trichtern. Zuerst wird ein Trichter A? gefiillt:
(ATUOATXAY) Uy A% 1 197
danach wird ein Trichter A3 gefiillt:

((A'UOA'XA) Uyz A% )Up; A% & 195]

Die allgemeine Form dieses Beispiels lautet:

Satz. A" IxA! entsteht aus A" 1x1 U QA" 1x Al durch Fiillen von n Trichtern:
AT, AL L , AT AP

n—1 " n

g

Wir kommen nun zur Formulierung der Erweiterungs-Bedingung. Diese wird ge-
legentlich auch als “Ausfiillungs-Bedingung” bezeichnet; oder, nach dem Mathematiker
Daniel KAN, der sie eingefithrt hat, als “Kan-Erweiterungs-Bedingung” oder kurz
“Kan-Bedingung”.

Eine Abbildung, die die Erweiterungs-Bedingung erfiillt, wird auch als “Faserung im
Sinne von KAN” bezeichnet oder kurz “Kan-Faserung”.

DEFINITION. Sei E — B eine Abbildung von simplizialen Mengen. Die Erweiterungs-
Bedingung sagt: Fiir jedes n, jedes i (wo n>1 und 0 <i <n) und jedes kommu-
tative Diagramm

A" —— E

Lo

A" —— B

existiert eine Abbildung A™ — F, die das Diagramm kommutativ macht.

16



Es gibt den Spezialfall der Erweiterungs-Bedingung, wo B ein “Punkt” ist, B = A
(oder, was auf dasselbe hinauslduft, “wo B eigentlich gar nicht da ist”). In dem Fall
reduziert die Bedingung sich zu einer solchen, die nur die simpliziale Menge E betrifft.
Diese Bedingung ist ganz und gar nicht-trivial. Threr Wichtigkeit wegen soll sie noch
einmal gesondert formuliert werden. — Eine simpliziale Menge, die die Erweiterungs-
Bedingung erfiillt, wird manchmal auch als “Kan-Komplex” bezeichnet.

DEFINITION. Sei F eine simpliziale Menge. Die Erweiterungs-Bedingung fiir E sagt:
Fiir jedes n, jedes i (wo n>1 und 0 <i <n) und jede Abbildung

A — E |

(3

existiert eine Erweiterung davon zu einer Abbildung A™ — E.

Die Abbildung A} — E in dieser Definition wird als ein Trichter in E bezeichnet;
und die Abbildung A™ — FE als eine Fiillung dieses Trichters.

(Die Abbildung A™ — E in der vorigen Definition wird dementsprechend auch als
eine Friillung iiber der vorgegebenen Fiillung in B bezeichnet.)

Der nun folgende Satz sagt insbesondere, dafl die Kan-Erweiterungs-Bedingung die
oben betrachteten Liftungs-Bedingungen (%) und (xx) impliziert: diese beiden Liftungs-
Bedingungen sind die Spezialfille des Satzes, wo L = A", und wo entweder K = ()
ist oder K = A" 1,

Satz (Homotopie-Liftungs-Figenschaft). Sei E — B eine Abbildung. Es gelte die
Kan-Bedingung fiir diese Abbildung. Sei L eine simpliziale Menge und K C L eine
Unter-simpliziale-Menge. Bezeichne L x 0 U K x A' die Unter-simpliziale-Menge in
L x A', die von Lx0 und K x Al erzeugt ist. Es existiert fiir jedes kommutative
Diagramm

Lx0UKxA! —— F

| !

L x Al — B

eine Liftung (d.h. eine Abbildung L x Al — E, die das Diagramm kommutativ macht).

BEMERKUNGEN. (1) Es gibt eine (nicht-identische!) Variante von dem Satz, wo L x0
ersetzt ist durch Lx1.

(2) Auch im Fall B = A® macht der Satz eine durchaus nicht-triviale Aussage: Die
Homotopie-Erweiterungs-Eigenschaft gilt fiir eine injektive Abbildung von simplizialen
Mengen, insofern als nur Abbildungen in Kan-Komplexe betrachtet werden.

BEWEIS DES SATZES. Wir kliren zunéchst den Spezialfall, wo L das (n—1)-Simplex
A" 1 ist, und K dessen Rand OA™"!. Wie oben festgehalten wurde, so entsteht
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AP Al aus AP x0 U OA™ ! x Al durch das Fiillen von Trichtern, n an der
Zahl. Die gewiinschte Abbildung A"~! x A! — FE entsteht, folglich, durch die n-
malige Anwendung der Hypothese des gegenwirtigen Satzes; namlich der Hypothese,
dafl Trichter-Fiillungen bei der Abbildung £ — B moglich sind.

Fiir den allgemeinen Fall wollen wir diesen Spezialfall als Hilfsmittel verwenden.
Dazu benutzen wir die Skelett-Filtrierung von L, relativ zu K,

K=L'cIL®c...cL™c ...

Das m-Skelett L™ ist dabei definiert als die kleinste Unter-simpliziale-Menge in L,
die sowohl K enthilt als auch sdmtliche Simplizes der Dimension m (oder, was auf
dasselbe hinauslduft: sdmtliche Simplizes der Dimensionen < m). Es besteht, wie wir
wissen, die Beziehung, daf

Lrm = pm1 U, xoam Jm X A™
wo die Indexmenge J,,, die Menge der nicht-ausgearteten m-Simplizes von L ist (wobei

wir allerdings von diesen noch diejenigen ausnehmen miissen, die in K liegen).

Die gewiinschte Abbildung L x A' — E zu konstruieren, ist nun gleichbedeutend
mit der Konstruktion eines kompatiblen Systems von Abbildungen L™ x A! — E
(wo “kompatibel” bedeuten soll, daf die m-te Abbildung der Serie als ihre Restriktion
auf L™~ x Al die (m—1)-te Abbildung hat).

Dies System wird induktiv konstruiert. Fiir den Schritt von m—1 auf m werden wir
benutzen, daB, nach dem Spezialfall, eine Abbildung von A™ U dA™ x Al auf A™ x Al
erweitert werden kann. Wir betrachten dazu, fiir jedes Element j aus der Indexmenge
Jm , das zugehorige Diagramm:

A™ U AT x A —— [y LmixaAl — 4 F
A™ x Al X x1d L™ x Al - . B

wo x;: A™ — L™ die charakteristische Abbildung von j ist, und dA™ — L™~ ihre
Einschrénkung (die Anhefte-Abbildung). Nach dem Spezialfall bekommen wir ein durch
Jm indiziertes System von Abbildungen, kompatibel mit den vorhandenen Abbildungen;
oder, was dasselbe bedeutet, eine Abbildung

Jn X AMx Al — B |

die die Abbildung J,, x (A™ UJA™ x Al) — FE erweitert. Zusammenkleben ergibt
nun die gewiinschte Abbildung auf

Lm U Lm_l XAl UJmX(AnLUaA'mXAl) Jm X Am X Al - Lm X Al .
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Die Homotopie-Relation

Seien X, Y simpliziale Mengen und fy, f; Abbildungen von X zu Y. Wie frither
auch, so bedeutet eine Homotopie von fy zu f; eine Abbildung

F: XxA' — Y,

deren Einschrinkung iiber die beiden Inklusionen jy : A? — A! und j; : AY — Al

Idei

X ~ X xA° X x Al

die Abbildungen fy und f; ergibt.

Die Relation “Es gibt eine Homotopie von fo zu f;” ist keine Aquivalenzrelation.
Dies haben wir frither zur Kenntnis genommen an Beispielen wie den beiden folgenden
(fehlende Symmetrie bzw. fehlende Transitivitét):

— die beiden Inklusionen A® — A! sind in der einen Richtung homotop, in der andern
aber nicht. Denn eine Homotopie zwischen ihnen ist eine Abbildung A! — A, und von
solchen Abbildungen gibt es genau drei (die Identitit und zwei konstante Abbildungen),
entsprechend (Yoneda-Lemma) den drei Elementen von (Al);.

— die beiden Inklusionen der “#uBeren” Punkte A° in A!Upxo A! sind beide homotop
zum “mittleren” Punkt (genauer: homotop entweder in der einen oder in der andern
Richtung), sie sind aber nicht zueinander homotop. Eine Homotopie zwischen ihnen
entspriche einer Abbildung A' — A! Uxo Al. Von solchen Abbildungen gibt es fiinf:
die beiden Inklusionen A' — A! Uxo A! und drei konstante Abbildungen.

Die Situation ist anders, wenn die Erweiterungs-Bedingung erfiillt ist:

Satz. Y sei Kan-Komplex. X sei simpliziale Menge. Die Relation “es existiert eine
Homotopie” ist eine Aquivalenzrelation fiir Abbildungen X — Y .

— Ahnlich auch die Relation “es existiert eine Homotopie relativ zu A C X 7.

Ahnlich auch fiir Abbildungen iiber B:

Satz. p: E — B sei eine Kan-Faserung. X sei simpliziale Menge. Die Relation “es
existiert eine Homotopie iiber B ” ist eine Aquivalenzrelation fiir Abbildungen X — E
(eine Homotopie ist “iiber B ”, wenn die nach B projizierte Homotopie konstant ist).

— Ahnlich auch die Relation “es existiert eine Homotopie iiber B, relativzu A C X”.
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BEWEIS DIESER SATZE. Es ist zu zeigen, daf§ die Relation “es existiert eine Homotopie
von fo zu f1” reflexiv ist (was klar ist: Existenz konstanter Homotopien), sowie auch
symmetrisch und transitiv. Es bleibt somit zu zeigen:

— wenn fy zu f; homotop ist, dann ist auch f; zu fy homotop; und:

— wenn fy zu f; homotop ist, und f; zu f5, dann ist auch fy zu fo homotop.

Im folgenden Argument stellen wir uns zunéchst vor, daB A und B eigentlich gar
nicht da sind (der erste Teil des ersten Satzes).

Beide Behauptungen werden wir mit einem Um-Schreibe-Trick aus dem gerade vorher
behandelten Liftungs-Satz herleiten. Die vorgegebene simpliziale Menge L wird dabei
durch X x A! gegeben sein. Die zu konstruierende Homotopie ist demgem#f dann eine
Abbildung auf (X x Al) x Al. — Um uns ein Bild zu machen, stellen wir uns X als
einen Punkt vor, und demgemiB dann X x Al x Al als ein Quadrat: T:T

Fiir den Beweis der Transitivitéit stellen wir uns vor, dafl von diesem Quadrat die
linke Kante (die Homotopie von fy zu f1) und die obere Kante (die Homotopie von
f1 zu f3) schon gegeben sind, 17 . Die linke Kante repriisentiert also die Abbildung
(von der die Homotopie zu liften ist) mit Definitionsbereich (X x A') x 0). Und die
obere Kante reprisentiert die schon geliftete Homotopie auf dem Teil (X x 1), also eine
Abbildung mit Definitionsbereich (X x 1) x Al. Die Liftung, die der Satz liefert, ist
eine Abbildung auf dem ganzen Quadrat:

.
Z3

Die Einschrinkung auf “ / 7, die Diagonale X x A' € X x A! x A!, ist Homotopie

von fy zu fo.

Fiir den Beweis der Symmetrie stellen wir uns vor, dafl von dem Quadrat schon
drei Kanten vorliegen, T:: . Dabei soll die untere Kante die Homotopie von fy zu f;
reprasentieren. Andererseits soll sowohl die linke Kante als auch die obere Kante jeweils
eine konstante Homotopie représentieren; nédmlich diejenige konstante Homotopie, die

durch die Abbildung fy gegeben ist. Das gefiillte Quadrat hat dann als seine rechte
Kante eine Homotopie von f1 zu fy.

Im allgemeinen Fall ben6tigt man noch die folgende Modifikationen. Wenn ein B da
ist, dann sind alle Liftungen als “iiber B” zu nehmen. Und wenn ein A da ist, dann
baut man die durch A spezifizierte Konstanz der Homotopie auch mit ein: die durch
Liftung zu erhaltende “Homotopie”, d.h. Abbildung auf X x A! x A!, ist auf dem Teil
A x A' x Al schon vorgegeben als die Projektion auf den Faktor A, gefolgt von der
auf A vorhandenen Abbildung. O
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Beispiele und Nicht-Beispiele

Die Erweiterungs-Bedingung ist eine drastische Forderung. Es ist eine sehr spezielle
Eigenschaft, wenn sie fiir eine simpliziale Menge erfiillt ist (bzw. auch, in ihrer relativen
Form, fiir eine Abbildung von simplizialen Mengen). So werden wir weiter unten die
Tatsache zur Kenntnis nehmen, dafl eine simpliziale Menge, die die Kan-Bedingung
erfiillt und die nicht “diskret” ist (d.h., es gibt mindestens ein nicht-ausgeartetes Simplex
in Dimension > 0) notwendigerweise “unendlich-dimensional” sein muf (d.h., es gibt
nicht-ausgeartete Simplizes in beliebig hohen Dimensionen). Insbesondere kann eine
solche simpliziale Menge nicht endlich sein (“endlich” heifit, es gibt darin nur endlich
viele nicht-ausgeartete Simplizes — das Standard-Simplex A™ z.B. ist endlich).

Einige Konstruktionen simplizialer Mengen fithren automatisch auf solche, die die
Kan-Bedingung erfiillen (wie wir weiter unten nachpriifen werden); so:
— der singulédre Komplex eines topologischen Raumes,
— die unterliegende simpliziale Menge einer simplizialen Gruppe.
Ebenso, als Variante von letzterem, hat man noch, dafl ein ‘Prinzipalbiindel’ Anlafl gibt
zu einer Kan-Faserung.

Vor allen Dingen auch interessant ist die Tatsache, daf es zu jeder simplizialen Menge
eine dazu (schwach-) homotopie-dquivalente gibt, fiir die die Kan-Bedingung erfiillt ist.
Wie wir spater diskutieren werden, besteht die wichtige Tatsache, dafl der singuldre
Komplex der geometrischen Realisierung diese Eigenschaft hat. Es gibt aber auch eine
einfachere, direkte Konstruktion, die wir jetzt anschauen wollen. Grob gesprochen ist
es so, dafl man einfach alle die Simplizes dazutut, “die man braucht”; und anschlieend
priift man dann nach, dafl das Verfahren funktioniert:

Konstruktion (Trichter-Fiillen). (a) Sei Y eine simpliziale Menge. Man betrachtet
die Menge T, deren Elemente die Trichter in Y sind. Ein Element von T ist also ein
Tripel

(nyi, f) ; wo n>1, 0<i<n, f:A'—Y.

Einen solchen Trichter zu fiillen, bedeutet, dafl man, unter Benutzung des Klebe-Dia-

gramms Y N A7 — A™ | eine Verklebe-Konstruktion macht; also iibergeht zu:

YUA? A" .
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Nun kann man aber auch alle diese Trichter gleichzeitig fiillen: dazu benutzt man
das Klebe-Diagramm, das durch das Zusammenpacken all der Daten entsteht:
Yy rer F(1) H An(t) Inkl H An(t)

i(t)
teT teT

Es bezeichne ®(Y') die durch das Zusammenkleben entstehende simpliziale Menge:

(YY) =Y U [Ler A

teT “Yi(t)

(b) Sei X eine simpliziale Menge. Man definiert eine aufsteigende Folge von sim-
plizialen Mengen durch iteriertes Trichter-Fiillen:

V(X)) =X, (X)) = o(d°(X)), ..., "(X) = d(O" (X)), ...

und nimmt die Vereinigung von all diesen, ¥(X) = |J,, ®"(X).

Satz. (1) ¥(X) erfiillt die Erweiterungs-Bedingung. (2) Die Inklusion X — ¥(X)
induziert eine Homotopie-Aquivalenz der geometrischen Realisierungen, |X| — [¥(X)].

Beweis. (1) Sei g: AT* — W(X) ein Trichter. Es ist zu zeigen, daff man diesen
filllen kann. Nun ist jedes Simplex von ¥(X) in einer der Unter-simplizialen-Mengen
®F(X) enthalten, da ja ¥(X) die aufsteigende Vereinigung von diesen ist. Dieselbe
Aussage gilt auch fiir eine Kollektion von Simplizes, vorausgesetzt, diese Kollektion ist
endlich. Insbesondere gilt die Aussage deshalb fiir die Bilder, unter g, von den (endlich
vielen!) nicht-ausgearteten Simplizes in AT*. Es gibt also ein n, so dal ®"(X) die
Bilder sémtlicher nicht-ausgearteter Simplizes von A;” enthélt; und damit auch schon
das ganze Bild g(A7"), da ja AJ* (wie jede andere simpliziale Menge auch) von seinen
nicht-ausgearteten Simplizes erzeugt ist. — Das Resultat der Betrachtung ist, dafl der
vorgegebene Trichter aufgefait werden kann als ein Trichter in ®"(X) (fiir geeignetes
n). Der Trichter kann deshalb gefiillt werden in der nichst-groferen simplizialen Menge
in der Folge, ®"!(X), nach der Definition von dieser.

(2) Eine einzelne Trichter-Fiillung ergibt, wie frither schon einmal notiert wurde, eine
Homotopie-Aquivalenz der geometrischen Realisierungen:

Y] = YUy [A7] ~ ¥ Ung A7
Mit endlich vielen ist es deshalb genauso, per Induktion. Um von hier auf den allgemei-
nen Fall zu kommen, wenden wir den Whitehead-Satz an. Dazu priifen wir nach, daf} die
von der Inklusion |Y| — |®(Y)| auf den Homotopiegruppen induzierte Abbildung ein
Isomorphismus ist; also erstens surjektiv und zweitens injektiv:
Zur Surjektivitit: sei f: S¥ — |®(Y)| ein Reprisentant eines Elements (die Basis-
punkte lassen wir in der Notation fort):

. k Y = n(t An(t)
fo 8 — Y[ U rer IAi((t))l HteT‘ |
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Wegen der Kompaktheit von S* liegt das Bild f(S*) in einem endlichen Unterkomplex
des CW-Komplexes |®(Y)|. Es gibt deshalb eine endliche Teilmenge U von T, so
daf} dieses Bild schon enthalten ist in dem Unterraum:

Y| U= n A
| | ev ‘Ai(<tt))| HteU | |

Wegen dem, was wir {iber endliche Trichterfiillungen schon wissen, kénnen wir deshalb
schlieBen, dafl die Klasse von f herkommt aus |Y|, wie gewiinscht.

Zur Injektivitit: sind fo: S* — |Y] und f; : S¥ — |Y| zwei Reprisentanten,
deren Aquivalenzklassen dasselbe Bild haben, so ist die Relation zwischen ihnen durch
eine Homotopie beschreibbar, also eine Abbildung S* x [0,1] — |®(Y)| mit gewissen
Figenschaften. Wie vorher kénnen wir nun wieder auf den endlichen Fall zuriickfiihren,
da ja S* x [0, 1] ebenfalls kompakt ist.

Wir haben erhalten, dafi in der aufsteigenden Folge von CW-Komplexen,
X| = [2°(X)| C [@'(X)] € - C [@"(X)| C -
jede der Inklusions-Abbildungen eine Homotopie-Aquivalenz ist. Daraus folgt aber, wie
wir wissen, dafl auch die Inklusions-Abbildung |X| — |¥(X)| = |, [®"(X)| eine

Homotopie-Aquivalenz ist (der Beweis dafiir ging iibrigens mit derselben Anwendung
des Whitehead-Satzes, die gerade eben auch verwendet wurde). O

Variante der Konstruktion (Trichter-Fiillen iiber B). (a) Sei p: Y — B eine
Abbildung von simplizialen Mengen. Man betrachtet die Menge T', deren Elemente die
Trichter in Y iiber B sind. Ein Element von T ist also ein Tupel

(nyi,f,g) ; wo mn>1, 0<i<n, f:A'—Y , 6 g: A" — B,

derart, dafl das Diagramm

f

Ap Ly

w| |

A" —— B
g

kommutiert. Einen solchen Trichter zu fiillen, bedeutet, daff man, unter Benutzung des

Klebe-Diagramms Y =l A7 — A", eine Verklebe-Konstruktion macht; also iibergeht
zZu:

YvUA;1 A"

wobei man, gleichzeitig, die Abbildung p auf Y Uxr A™ erweitert, mit Hilfe von g .
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Wieder kann man die Trichter alle gleichzeitig fiillen. Man bekommt die simpliziale
Menge
(I)(Y) - Y U= An(t) HtET An(t)

teT i(t)

zusammen mit einer Abbildung davon nach B.

(b) Sei X eine simpliziale Menge iiber B. Man definiert eine aufsteigende Folge von
simplizialen Mengen, iiber B, durch iteriertes Trichter-Fiillen:

V(X)) =X, oY (X) = 9(2°(X)), ..., D"(X) = ®(" (X)), ...
und nimmt die Vereinigung von all diesen, ¥(X) = |J,, ®"(X).

Satz. (1) Die Abbildung V(X) — B erfiillt die Erweiterungs-Bedingung. (2) Die
Inklusion X — W(X) induziert eine Homotopie-Aquivalenz der geometrischen Reali-
sierungen, |X| — |¥(X)].

BEWEIS. Wie vorher. O

Nun zum Vorkommen der Erweiterungs-Bedingung “in der Natur”:

Beispiel. Der singulidre Komplex S(W) eines topologischen Raumes W ist ein Beispiel
flir eine simpliziale Menge, in der die Erweiterungs-Bedingung erfiillt ist. Denn wegen
der Adjungiertheit der Funktoren S(—) und | —| (der Funktor “geometrische Re-
alisierung” ist links-adjungiert zum Funktor “singuldrer Komplex”) kann man einen
Trichter in S(W), AP — S(W), identifizieren mit einer stetigen Abbildung |[A}| — W.
Es ist aber klar (oder?), dafl |A}| ein Retrakt von |A™| ist. Dies ergibt eine Abbildung
|A"| — W und, per Adjunktion, damit auch eine Abbildung A™ — S(W). Es ist
plausibel, dafl das die gewiinschte Trichter-Fiillung sein wird. Das (leichte) Nachpriifen
davon lassen wir weg. O

Fiir unsere néchste Betrachtung benttigen wir eine alternative Beschreibung von
Trichtern; ndmlich eine Beschreibung durch Systeme von Simplizes:

Lemma (Alternative Beschreibung von Trichtern). (1) Es liuft auf dasselbe hinaus:
(i) einen Trichter f: A} — E anzugeben oder
(ii) ein System von (n—1)-Simplizes x; in E, 0 < j <n, j # i, mit der Bedingung,
daB dj(zy) = dr—1(z;) fiir j <k und j #i#k.

(2) Es lduft auf dasselbe hinaus:
(i) eine Fiillung des Trichters f : A} — E anzugeben (eine Abbildung A" — E, die
die Abbildung f erweitert) oder
(ii) ein n-Simplex y € E, mit d;(y) = x; (fir j #1).

BEWEIS. Dies beruht auf der 1:1 Beziehung (Yoneda-Lemma) zwischen Abbildungen
g : A™ — FE einerseits und Elementen y € FE,, andererseits: die 1:1 Beziehung ist
dadurch gegeben, dal der Abbildung ¢ das Simplex y = ¢(t,) zugeordnet wird, wo
tm das erzeugende Simplex t,, = Id[;,) in (A™),, = Homa([m], [m]) bezeichnet. Die
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angegebenen Relationen fiir die x; und ihre Rénder erkléren sich durch die Definition
von z; als f(d;j(t,)) und die Beziehung (in A™, fiir j <k )
dj(dr(tn)) = de-1(d;(tn)) -

Umgekehrt ist der Trichter aus dem System der Simplizes x; auch (re-)konstruierbar.
Das liegt daran, daf in einer Unter-simplizialen-Menge von A™ die von Simplizes der
Art d;(tp,) erzeugt ist, jede Relation aus den oben angegebenen Relationen folgt.

(Fiir letzteres benutzt man die Normalform fiir Morphismen in der Kategorie A .
Namlich jeder Morphismus ist auf kanonische Weise die Komposition von einer Surjek-
tion, gefolgt von einer Injektion; die Injektionen lassen sich auf spezielle Weise mit Hilfe
der ¢; darstellen; und die Surjektionen auf spezielle Weise mit Hilfe der o;). O

Eine simpliziale Gruppe ist ein “simpliziales Objekt in der Kategorie der Gruppen”,
also ein Funktor
G: A°® — (Gruppen) .
Es bedeutet dasselbe, dafl man fiir jedes [n] in der Kategorie A eine Gruppe G,, hat,
und fiir jede Abbildung a: [m] — [n] in A einen Homomorphismus o*: G,, — G,,.
(Bei solcher “Zu-FuB-Beschreibung” sollte man allerdings explizit darauf verweisen,
daB die iiblichen “simplizialen Identitéten” fiir die Abbildungen o erfiillt sein sollen.)

Satz. Sei G eine simpliziale Gruppe. Die unterliegende simpliziale Menge von G erfiillt
die Kan-Bedingung.

BEWEIS. Sei ein Trichter A} — G gegeben. Wie im vorangegangenen Lemma erldutert,
so entspricht diesem Trichter ein Tupel von (n—1)-Simplizes in G:
LOoyeves Ti—1y = 5 Titly--y T 5
und gesucht ist, als Trichter-Fiillung, ein n-Simplex ¥, mit
dily) = a; (firj#i).
Dazu konstruieren wir eine Folge von Simplizes, so dafl diese Simplizes mehr und mehr
von den gewiinschten Eigenschaften haben.

Die Konstruktion geht in zwei Schritten. Zuerst wird eine Folge wo,..., y;—1 kon-
struiert mit der Eigenschaft, daf} fiir jedes k zwischen 0 und i—1 gilt: fiir j < k ist
d;(yr) = x;. Im zweiten Schritt wird in analoger Weise eine Folge konstruiert, die sich
(zusétzlich) um die Indizes > i kiimmert.

Es sei y_1 irgendein Element von G, , zum Beispiel das neutrale Element 1,, € G,,.
Fiir den Induktions-Schritt nehmen wir nun an, dafl y;_1 schon konstruiert ist.

Sei gi dasjenige Element der Gruppe G,_1, das definiert ist durch die Gleichung
gk - de(yk-1) = 71,
und sei danach dann definiert (mit Hilfe des ‘ausgearteten’ Elements s (gx) in Gy, ):
Ye = sk(gk) * Yk—1 -
Es gilt dann die gewiinschte neue Beziehung

di(yr) = di(sr(gr) - yr—1) = di(sk(gx)) - de(yr—1) = gr - di(yr—1) = =1,
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und von den fritheren Relationen ist auch nichts verlorengegangen. Denn fiir j < k
bekommen wir, wegen der “Trichter-Bedingung” d;(zx) = dr—1(z;), daB

dj(z) = dp—1(z;) = drp—1(dj(ye—1)) = d;j(dr(yr-1))
und folglich

dj(gr) - dj(zr) = dj(gr) - dj(de(ye-1)) = dj(gx - di(yr—1)) = dj(xr) ,

woraus wir schlielen, da8 d;(g;) = 1,—2 , da es sich um eine Gleichung in einer Gruppe
handelt. Es folgt, daB8 sx_1(d;(g9x)) = sk—1(1n—2) = 1,—1 und deshalb (fir j < k):

di(yr) = dj(sk(gr) -yr—1) = dj(sk(gr)) - dj(yr—1) = sp—1(dj(gr)) - x; = x; .

Im nun folgenden zweiten Schritt wird die (restliche) Folge vy, ,..., y;+1 konstruiert
mit der Eigenschaft, da8 d;(yx) = x;, fiir j > k (wo k > i); und daB auBerdem noch
gilt d;(yg) = z;, fir j <.

Es sei y,+1 definiert als y;_; . Fiir den Induktions-Schritt (Induktion von oben nach
unten) nehmen wir an, daf§ yi4+1 schon definiert ist. g € G,,—1 werde definiert durch

gk - di(Ykt1) = @,
und danach yi € G,, als
Y = Sk:—l(gk) * Yk+1 -

Es gilt die gewiinschte neue Beziehung

di(yx) = dr(se—1(9x)) - di(Ye+1) = gr - di(Yet1) = 2k -

Was die weiteren Relationen angeht, so wird es geniigen, wegen

?1

dj(yr) = dj(sp-1(gr)) - dj(Yr+1) = sk—1(dj-1(gk)) - z; = x;  (ftr j>k)
und
2 L
dj(yr) = dj(sk-1(gx)) - dj(Yk+1) = sk—2(dj(gr)) - x; = x;  (fiir j <i)
zu zeigen, dafi die Terme d;_1(gx), 7 > k, und d;(gx), j < i, beide gleich 1,,_5 sind.
Im zweiten Falle, j < i < k—1, folgt das aus
dj(xr) = di-1(z;) = de1(dj(yr+1)) = dj(dr(yr+1))
und, folglich,
di(gr) - dj(zx) = dj(gr) - dj(dr(yrs1)) = dj(gr - de(yrr1)) = dj(xr) ;
im ersten Falle, 7 > k, dhnlich aus
dj—1(zr) = di(z;) = di(dj(yr+1)) = dj-1(dr(Yr+1))
und, folglich,

dj—1(gr) - dj—1(zr) = dj—1(gx) - dj-1(di(ye+1)) = dj—1(gr - d(yr+1)) = dj—1(7x) -
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Nicht-diskrete endliche simpliziale Mengen, wie zum Beispiel A™, n > 0, erfiillen
sicherlich nicht die Kan-Bedingung. Das sagt der folgende Satz.

Satz. Sei X eine simpliziale Menge, die die Kan-Bedingung erfiillt. X sei nicht diskret
(d.h. es gebe mindestens ein nicht-ausgeartetes Simplex in einer Dimension > 0). Dann
ist X nicht endlich-dimensional (insbesondere also auch nicht endlich).

BEWEIS. Sei zg € X,, ein nicht-ausgeartetes Simplex. Seine Dimension, n, sei > 0. Fiir
den Beweis des Satzes wird es geniigen, zu zeigen, dafl dann auch ein nicht-ausgeartetes
Simplex in der néichsten Dimension, n+1, existiert.

Sei z1 definiert als x1 := so(dp(zo)) (das geht, weil die Dimension nicht 0 ist). Die
beiden Simplizes xp und z; erfiillen die Bedingung, da8 dy(z¢) = do(z1), sie bilden
also einen “verallgemeinerten Trichter” im Sinne des folgenden Lemmas. Nach diesem
Lemma folgt aus der Kan-Bedingung die Existenz einer “verallgemeinerten Fiillung”;
also die Existenz von einem (n+1)-Simplex y, mit do(y) = z¢ und di(y) = x1.

Das Simplex y nun ist automatisch nicht-ausgeartet. Denn andernfalls wére es ent-
weder von der Form s;(z), wo i > 0, oder von der Form sy(z). Beides geht nicht. Denn
im ersten Fall ( y = s;(2), i > 0 ) wiirde folgen

zo = do(si(z)) = si—1(do(2)) ;
und im zweiten Fall ( y = so(2) ),

zo = do(y) = do(s0(2)) = di(s0(2)) = di(y) = z1 = so(do(z0)) ;

beidemal im Widerspruch zu der Annahme, daf§ x( nicht-ausgeartet ist. O

Fiir den Satz miissen wir noch das folgende Lemma nachtragen. Wir definieren dazu,
daB ein verallgemeinerter Trichter, vom Typ V}', eine Unter-simpliziale-Menge T in
A™ von der folgenden Art sein soll: T ist nicht leer, und ist aufgespannt von Teil-
Simplexen von A™, deren jedes die h-te Ecke von A™ enthilt. Ein Teil-Simplex von
A™ soll dabei das Bild irgendeiner injektiven Abbildung A™ — A" bezeichnen (wo
n<m).

Ein verallgemeinerter Trichter in X besteht aus einem solchen T zusammen mit
einer Abbildung T — X ; und eine Fiillung davon ist eine Abbildung A™ — X, die die
Abbildung T — X erweitert.

Lemma. X erfiille die Kan-Bedingung. Jeder verallgemeinerte Trichter in X hat eine
Fiillung.

Fiir die Situation des Satzes ist dabei das folgende Beispiel relevant: Sei 0 < h < m.
Sei j < k,wo j#h#k (fiir den Satz: j =0 und k& =1). Die j-te und die k-te Seite
von A™ spannen zusammen einen verallgemeinerten Trichter, ', vom Typ V}* auf.
Die Angabe einer Abbildung T/ — X ist gleichbedeutend mit der Angabe von zwei
(m—1)-Simplizes x; und z3 in X mit dj(zx) = dg—1(z;). Und eine Fiillung davon
entspricht einem m-Simplex y in X mit d;(y) = z; und di(y) = z.

27



BEWEIS DES LEMMAS. Wenn T = A™, dann ist nichts zu zeigen. Ansonsten gibt
es eine injektive Abbildung A™ — A™ . deren Bild zum einen die h-te Ecke von A™
enthélt, zum andern aber seinerseits nicht ganz in T enthalten ist. Diese Abbildung sei
so gewahlt, dal n moglichst klein ist. Das Urbild von YT in A™ ist dann ein Trichter
A7 . Die zusammengesetzte Abbildung A} — X ist nun ein Trichter, den man, nach
Voraussetzung iiber X, fiillen kann. Das heifit, die Abbildung von A} kann auf A"
erweitert werden. Folglich, per Zusammenkleben, kann auch die Abbildung T — X
erweitert werden zu einer Abbildung auf Y’ = YT U Bild(A™). Wenn Y” noch nicht
ganz A™ ist, dann wiederholt man diesen Schritt. Und so weiter. O
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Biindel und Kan-Faserungen

Sei G eine simpliziale Gruppe. Eine Operation von G auf einer simplizialen Menge X
besteht aus einer Abbildung
GxX — X ;

wobei noch verlangt ist, dafl gewisse vertraute Bedingungen erfiillt sein sollen:

Eine Moglichkeit, diese Bedingungen zu formulieren, kommt von der Tatsache, dafl
man in jeder Dimension n eine Gruppe G, und eine Menge X, hat; und mit diesen
eine Abbildung G, x X,, — X,,; und dafl man demgemé&f; nun verlangen kann, daf, fiir
jedes n, letztere Abbildung eine Operation der Gruppe G,, auf der Menge X,, definiert:
das neutrale Element 1, von G,, operiert in trivialer Weise, 1,, - = x, und es besteht
Vertriglichkeit mit dem Kompositionsgesetz in der Gruppe, g2 - (g1 -x) = (g92-91) - =.

Eine andere Moglichkeit, die aber auf dasselbe hinauslduft, ist, von der Abbildung
G x X = X zu verlangen, da8 die beiden folgenden Diagramme kommutativ sind:

GxGxX 29X, gxx GxX —2 5 X
multxldl la lxIdT H
GxX s X AVx X — 5 X

a =~

Die Operation von G auf X heif3t frei, wenn, fiir jedes n, die Operation der Gruppe
G, auf der Menge X,, eine freie Operation ist: es kann ¢g-x = z nur dann vorkommen,
wenn das Element g das neutrale Element der Gruppe ist.

DEFINITION. Sei G simpliziale Gruppe. Ein G-Prinzipalbiindel besteht aus
— einer simplizialen Menge F ;
— einer freien Operation von G auf F.

Die Basis von dem G-Prinzipalbiindel ist definiert als die simpliziale Menge der Bahnen,
B = E/G .

Dabei ist, in jeder Dimension n, B, = E,/G,, die Menge der Bahnen von F,, nach
G, ; d.h., die Menge der Aquivalenzklassen von E,, beziiglich der Operation von G,, .

Offenbar gibt es, fiir jede Dimension n, einen Isomorphismus F, ~ G, X B, (eine
allgemeine Tatsache betreffend eine Menge mit einer freien Operation von einer Gruppe
darauf). Es ist im allgemeinen aber nicht méglich, solche Isomorphismen in einer Weise
zu wahlen, daf} sie mit den simplizialen Struktur-Abbildungen vertriglich wéren.
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Abkiirzend werden wir sagen, dafl E ein G-Prinzipalbiindel “ist”, wenn gemeint ist,
dal E in bestimmter Weise mit der Struktur eines G-Prinzipalbiindels versehen ist.

Lemma. Sei E ein G-Prinzipalbiindel, mit Basis B. Sei B’ — B eine Abbildung.
Der Pullback E' = E xpg B’ ist wieder ein G -Prinzipalbiindel.

BEWEIS. Die Operation wird definiert als die Abbildung
Gx(ExpB') ~ (GxE)xgB — ExpB' .

Wir miissen uns davon iiberzeugen, dafl diese Abbildung
— den oben genannten beiden Bedingungen fiir eine Operation geniigt;
— frei ist.

Offenbar nun geniigt es fiir diese beiden Dinge, sie dimensionsweise nachzupriifen (ein
Diagramm von Abbildungen von simplizialen Mengen ist dann [und nur dann] kom-
mutativ, wenn das in jeder Dimension der Fall ist; und “Freiheit” einer Operation ist
ohnehin dimensionsweise definiert).

In Dimension n aber konnen wir schreiben F, =~ G, x B,,, und unter diesem Iso-
morphismus entspricht die Operation von G,, derjenigen Operation, die auf dem Faktor
B,, die triviale Operation ist, und auf dem Faktor (G, die “Translations-Operation”
(die Operation von G,, auf seiner unterliegenden Menge, die durch die Gruppen-Multi-
plikation gegeben ist).

Die Pullback-Konstruktion (G,, x By,) xp, Bj nun ergibt G,, x B/, und die obige
Abbildung ist gerade die, die die analoge Operation auf G, x B], definiert (die tri-
viale Operation auf dem zweiten Faktor und die Translations-Operation auf dem ersten
Faktor). O

Sei p: E — B eine Abbildung. Ein Schnitt von p ist eine Abbildung s: B — E mit
der Eigenschaft, dafl pos = Idg.

Sei E ein G-Prinzipalbiindel, mit Basis B. Eine Trivialisierung davon ist ein Iso-
morphismus F — G x B, der mit der Operation vertriiglich ist (wobei G x B mit der
schon genannten Operation versehen sei; derjenigen, die auf dem Faktor B trivial ist
und auf dem Faktor G die Translations-Operation).

Lemma. Sei F ein G -Prinzipalbiindel, mit Basis B. Ein Schnitt von F — B induziert
eine Trivialisierung von FE.

BEWEIS. Aus einem Schnitt B — E bekommt man eine Abbildung G x B — E als
die Komposition G x B — G x F — E. Diese Abbildung ist ein Isomorphismus: in
jeder Dimension n ist sie beschreibbar als

Gn X B, — G, x (G, X By,) = (G, x G,) X B, — Gy, X By, .
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Sei p: E — B eine Abbildung von simplizialen Mengen. Diese heifit ein lokal-triviales
Biindel, mit Faser F', wenn die folgende Bedingung der “lokalen Trivialitét” erfiillt ist:
Fiir jedes n und jedes n-Simplex von B betrachtet man die zugehorige Abbildung
f: A" — B und bildet damit den Pullback E x g A™. Die Bedingung ist, daf (fiir jedes
n und jedes n-Simplex von B ) dieser Pullback isomorph zum trivialen Biindel iiber
A™ mit Faser F ist; das heifit, daf} es einen Isomorphismus gibt, iiber A™ :

E xg A" — = L FxA"

| l

A" - A"

Satz. (1) Ein G-Prinzipalbiindel ist ein lokal-triviales Biindel mit Faser G.

(2) Ein lokal-triviales Biindel mit Faser F ist eine Kan-Faserung, sofern die Faser F
die Erweiterungs-Bedingung erfiillt.

Korollar. Ein G-Prinzipalbiindel ist eine Kan-Faserung.

BEWEIS. Das folgt aus dem Satz wegen der frither gezeigten Tatsache, dafl die unter-
liegende simpliziale Menge der simplizialen Gruppe G die Erweiterungs-Bedingung
erfiillt. — Das Korollar kann man auch direkter zeigen: Der Beweis dafiir, daf3 die un-
terliegende simpliziale Menge einer simplizialen Gruppe G die Erweiterungs-Bedingung
erfiillt, 148t sich (fast wortlich!) {ibertragen zu einem Beweis des Korollars; das steht so
in den Biichern, die das Thema behandeln. O

BEWEIS DES SATZES. (1) Die Abbildung E — B werde mit p: E — B bezeichnet. Sei
f: A™ — B eine Abbildung. Wir zeigen, daf (fiir den mit f gebildeten Pullback) die
Abbildung F xp A™ — A™ einen Schnitt besitzt, also (nach dem obigen Lemma) auch
eine Trivialisierung.

Es sei dazu ¢, € A™ das erzeugende Simplex von A"™; unter der Identifikation
(A™),, = Homa([n], [n]) entspricht es der identischen Abbildung auf [n]. Die Ab-
bildung p, : E, — B, ist, nach Definition, die Quotienten-Abbildung von E,, zu der
Menge der Aquivalenzklassen E, /G, ; die Abbildung ist also surjektiv. Sei s € E,
irgendein Element, das iiber f,(¢) liegt (also f,(¢) = pn(k) ). Es existiert eine Abbil-
dung g: A™ — E mit ¢,(¢t) = k (nach dem Yoneda-Lemma). Da, nach Konstruktion,
fn(t) = pu(gn(L)), gilt, wieder nach dem Yoneda-Lemma, dal f = po g (Gleichheit
von Abbildungen A™ — B). Das resultierende kommutative Diagramm

A 9 . F

I

/

A" ———~ B

liefert den gewiinschten Schnitt A™ — E xp A™.
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(2) Sei p: E — B ein lokal-triviales Biindel, mit Faser F'. Sei

A} —— E

Lo

A" —— B
ein Trichter. Wir kénnen das Diagramm ergidnzen zu einem kommutativen Diagramm

Al — s A"xpE —— E

l l !

A" ———s AN —— B
und es wird deshalb geniigen, den durch den linken Teil dieses Diagramms gegebenen
Trichter zu fiillen. Wegen der vorausgesetzten Existenz von lokalen Trivialisierungen,
148t sich dieses linke Quadrat umschreiben in die Form:

A" ——— Fx A"

| -

A" —— . A"

Die Daten in diesem Diagramm sind dquivalent zu der Angabe einer Abbildung A} — F.
Wegen der fiir die Faser F' vorausgesetzten Erweiterungs-Eigenschaft, hat diese Abbil-
dung eine Erweiterung auf ganz A™. Das liefert die gewiinschte Liftung in letzterem
Quadrat: eine Abbildung von links unten nach rechts oben, die das resultierende Dia-
gramm kommutativ macht. O

Satz. Geometrische Realisierung respektiert lokal-triviale Biindel.

BEWEIS (Skizze). Die gegenwirtige Skizze ist in mehrfacher Hinsicht ungenau; oder,
um es hoflicher auszudriicken: unvollstdndig. Insbesondere bedarf auch die Behauptung
selbst ein wenig der Interpretation.

Ein lokal-triviales Biindel ist etwas, das, nach seiner Definition, “lokal” ein “triviales
Biindel” ist; also ein Produkt. Es ist also hier auch behauptet (mehr oder weniger),
daB die geometrische Realisierung Produkte respektiert: |X x Y| ~ |X| x |Y].

Diese Behauptung ist richtig, wenn man sie mit einem Koérnchen Salz nimmt. Von der
Behauptung haben wir seinerzeit einen Spezialfall behandelt (weil wir ihn brauchten fiir
die Aussage “geometrische Realisierung respektiert Homotopien”); das ist der Spezialfall
| X x All ~ |X| x |Al|. Zwar ist dieser Spezialfall, was die erforderliche Technik
angeht, schon sehr dicht daran am allgemeinen Fall. Aber es gibt im allgemeinen Fall
ein Phiénomen, das in dem Spezialfall noch keinen Arger macht:

Das Phénomen haben wir kennengelernt beim Thema “Produkte von CW-Kom-
plexen”. Das Phénomen ist, dafl die Konstruktion von Verklebungen einerseits und die
von Produkten andererseits im allgemeinen nicht miteinander kompatibel sind, wenn
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man nicht eine Bedingung der Art hat, dafl mindestens einer der Faktoren im Produkt
kompakt ist (oder zumindest lokal-kompakt).

Es gibt eine elegante Methode, dies Problem zu umgehen (die wir nicht behandelt
haben). Némlich man fiithrt den Begriff des kompakt-erzeugten Raumes ein: das ist ein
topologischer Raum, in dem eine Menge W schon dann eine offene Menge ist, wenn
fiir jedes Kompaktum K in dem Raum gilt, dafl der Durchschnitt W N K eine offene
Menge in K ist. Zum Beispiel haben CW-Komplexe diese Eigenschaft.

Man kann nun die iibliche Produkt-Topologie ersetzen durch das “Produkt in der
Kategorie der kompakt-erzeugten Rdume”; was schlicht darauf hinausléuft, dafl man in
dem Produktraum, soweit notig, einige weitere Mengen als ‘offen’ deklariert (s. oben).
Mit dieser Modifikation ist es dann richtig, daf}, generell, das Produkt von zwei CW-
Komplexen wieder ein CW-Komplex ist. Und ebenso, daf}, fiir simpliziale Mengen X
und Y, gilt: | X xY| = |X| x|Y].

Zur Interpretation des Satzes nun: Wenn man sich nicht auf spezielle Fille be-
schrinken will (etwa den, wo |F'| kompakt ist oder zumindest lokal-kompakt), so wird
es angebracht sein, den Satz so zu lesen, daf} er sich auf eben die “kompakt-erzeugte
Topologie” bezieht. — Wir kommen jetzt zur Begriindung des Satzes.

Sei p: E — B eine Abbildung simplizialer Mengen, die ein lokal-triviales Biindel
ist; wo also, nach Definition, fiir jede Abbildung A™ — B das “Urbild” E xg A™
ein Produkt ist, £ xp A™ ~ F x A"™. Wenn wir fiir allgemeines n hier jetzt das
akzeptieren, was wir fiir n = 1 frither nachgepriift haben: |F' x A™| ~ |F| x |A"™|, so
sehen wir, daf fiir die geometrische Realisierung die analoge Produkt-Struktur vorliegt:
|E xp A" ~ |F| x |A"™|. Dies sieht fast wie “lokale Trivialitét” aus. Die Sache hat nur
einen Haken: im allgemeinen wird das Bild von |A"| in |B| keine offene Menge sein.

Es ist auch nicht so, dafl man erwarten konnte, zu einem vorgegebenen Punkt eine
“verniinftige” offene Umgebung zu finden, die eine Vereinigung von (offenen) Zellen
wiire. Zum Beispiel bei dem Kreis mit einer 0-Zelle und einer 1-Zelle, (), gibt es nur eine
einzige Umgebung der 0-Zelle, die auch eine Vereinigung von offenen Zellen ist; ndmlich
den ganzen Kreis selbst. Andererseits ist der ganze Kreis aber denkbar ungeeignet fiir
die Bereitstellung von lokaken Trivialisierungen, da es iiber dem Kreis ja nicht-triviale
Biindel wirklich gibt (z.B. die universelle Uberlagerung von dem Kreis). Die bendtigten
offenen Mengen in |B| werden wir uns also mit ein wenig Arbeit beschaffen miissen.

Bezeichne B™ das n-Skelett von B. Es entsteht also |B"| aus |B"~!| durch das
Anheften von n-Zellen (je eine n-Zelle fiir jedes nicht-ausgeartete n-Simplex von B).

Sei « € |B|, und zwar x € |B™| aber nicht € |[B™7!|. Es liegt dann z im Innern
einer der offenen m-Zellen. Als offene Umgebung von x in |B™| wihlen wir eine offene
Teilmenge in der betreffenden Zelle; z.B. die Zelle selbst.

Induktiv nehmen wir nun an, dafl schon eine offene Umgebung U™~! von z in |[B" 1|
konstruiert ist, zusammen mit einer Trivialisierung der Einschriinkung U"~! x g |E|.
Wir wollen U™~! vergréBern zu einer offenen Umgebung U™ von x in |B"|, und zwar
wollen wir das in der Weise tun, dafl wir auch die Trivialisierung fortsetzen kénnen.
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Das neue U™ wird aus dem alten U"~! bestehen zusammen mit Teilen der daran
anstoflenden n-Zellen. Diese Teile bekommen wir wie folgt.

Im n-Simplex |A"™| wihlen wir eine offene Umgebung V von dem Rand |0A™|;
und zwar soll V' die Eigenschaft haben, daf eine Retraktion r: V — |0A"™| existiert.
FEin solches V' bekommt man etwa, wenn man aus dem Simplex ein konzentrisches
kleineres herausnimmt.

Zu dem Simplex € B,, mit der Nummer j (einem nicht-ausgearteten Simplex; die
anderen sind hier nicht interessant) gehort eine Abbildung x; : A™ — B™ (die charak-
teristische Abbildung). Thre geometrische Realisierung |x;| : |A"| — |B"| hat als
Einschrénkung die Abbildung [\ : [0A"| — |B"~'[, die Anhefte-Abbildung fiir die
betreffende Zelle.

Sei U; definiert als U; = (|x;|or) 1 (U™ 1), der Teilraum von V', der gegeben ist
durch das Urbild von U"~! unter der Abbildung

’
‘le

v — joar] B

und sei sein “Rand” OU; definiert als oU; = U; N |0A"|, der Durchschnitt von U;
mit dem Unterraum |0A"™| von V. Die Retraktion r : V — |0A"| ergibt dann, per

Einschrénkung, eine Retraktion
ry: U; — 0U; .

Und die Anhefte-Abbildung || : [0A"| — |B"~!| ergibt, ebenfalls per Einschréinkung,

ine Anhefte-Abbild
eine Anhefte ildung ¢ OU; — U

Mit diesen Anhefte-Abbildungen kann die Teilmenge U™ in |B"| definiert werden
als . e
U = U U jan HjUj 3
es ist klar (oder?), daf} dies eine offene Teilmenge von |B™| ist.

Uber all den hier zusammengeklebten Teilriumen haben wir Trivialisierungen des

Biindels: 1~ 1
|E|X|B|Un_ —— |F| xU""

(nach der Induktionsvoraussetzung); und
B X1 Uj —— |F| xUj
(per Einschrankung von der Trivialisierung |E| x| |A"] —= . |F| x |A"]).
Um diese Trivialisierungen zu kombinieren, machen wir zunéchst die zusétzliche An-
nahme, daf§ die Anhefte-Abbildungen ¢; : OU; — U"™"! mit den Trivialisierungen
kompatibel sind in dem Sinne, daf3 das folgende Diagramm kommutiert:

|B| x5 0U; — 2 |B| x| U

IquJ‘

|F| xoU; ————— |F|xU""!

(wo (g;)« die Abbildung der zuriickgezogenen ‘Biindel’ iiber der Abbildung g¢; ist).
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Als Konsequenz von dieser zusédtzlichen Annahme erhalten wir die gewiinschte Trivi-
alisierung iiber U™ :

B x5 U™ = |E| ;5 U™ U™ 1 00, [T1E] %18 Uj

J
~ —1=
~ ‘E‘X(UTL U janHUj)
J
(wobei anzumerken ist, daf§ wir hier eine Verklebe-Konstruktion mit einer Produkt-
Konstruktion vertauscht haben, ohne die Hypothese “lokal-kompakt” erwéhnt zu haben:
dies setzt die Verwendung der kompakt-erzeugten Topologie voraus).

Da die zusétzliche Annahme im allgemeinen nicht erfiillt sein wird (jedenfalls haben
wir keinen Grund, derartiges zu glauben), werden wir eine zusétzliche Konstruktion
machen miissen, um sie zu rechtfertigen. Das geht so.

Die zusammengesetzte Abbildung in dem Diagramm (unten links nach unten rechts
iiber den langen Weg),

[F| x 0U; <= |E| x5 0U; — 22 |E| x5y U™ == [F| x UL

bildet fiir jeden Punkt z € oU; die Faser |F| iiber diesem Punkt z isomorph ab auf
die Faser |F| iiber dem Bildpunkt ¢;(z) in U"~!. (Das “|F|” hier ist in beiden Féllen
dasselbe, da es sich ja nicht einfach um Biindel handelt, sondern um Biindel mit einer
gewihlten Trivialisierung!)

Diese Abbildung muf3 nicht die Identitét sein, wir hétten nur gern, dafl sie es wiire.
Wir hoffen, dies zu erreichen, indem wir die ganze Trivialisierung

|[F| x U «—— |E| x|, U
durch eine andere ersetzen.
Nun kénnen wir die Tatsache, dafl wir fiir jeden Punkt z € 9U; einen Isomorphismus

von |F| auf sich haben, auch so ausdriicken, per Exponentialgesetz fiir Abbildungen,
dafl wir eine Abbildung haben von OU; in den Raum der Automorphismen von |F|:

oU; —— Aut(|F|)

(wobei anzumerken ist, dafl wir hier das Exponentialgesetz zitieren ohne die Hypothese
“lokal-kompakt” fiir einen der beteiligten Riume gefordert zu haben: dies setzt die
Verwendung der kompakt-erzeugten Topologie voraus).

Die gewiinschte Anderung der Trivialisierung iiber U; konnen wir deshalb erreichen,
indem wir die Abbildung von 9U; zu Aut(|F|) fortsetzen zu einer Abbildung von U;
zu Aut(|F|). Das ist aber ganz leicht: wir nehmen einfach die Komposition mit der

Retraktion r;,
&

U; oU; Aut(|F|) .
Die Behandlung des Induktions-Schritts ist damit abgeschlossen.

Der Rest des Beweises besteht aus der Bemerkung, dal die Vereinigung der kon-
struierten U" eine Umgebung in dem Raum |B| sein wird; und dafl die kompatiblen
Trivialisierungen iiber den U™ sich zusammensetzen zu einer Trivialisierung iiber der
Vereinigung. O
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Korollar. Sei p: E — B eine Abbildung simplizialer Mengen, die ein lokal-triviales
Biindel ist. Die geometrische Realisierung |p| : |E| — |B]| ist eine Serre-Faserung (d.h.,
sie hat die Homotopie-Liftungs-Eigenschaft fiir Polyeder).

BEWEIS. Das kennen wir von frither, bis auf ein Detail. Namlich der Begriff der “lokalen
Trivialisierung” hat hier jetzt eine leicht abgeénderte Bedeutung: ein Isomorphismus

‘E‘X|B|U ~ ‘E’XU,

wo das Produkt auf der rechten Seite nicht mit der Produkt-Topologie versehen ist,
sondern mit der “kompakt-erzeugten” Variante davon: es werden zusétzlich solche Teil-
mengen W als ‘offen’ deklariert, die die Eigenschaft haben, daf fiir jedes Kompaktum
K der Durchschnitt W N K eine offene Menge in K ist.

Diese Variante ist aber unschédlich fiir den uns bekannten Beweis der HLEP. Der
Witz ist, daB es fiir einen kompakten Raum P (z.B. ein Polyeder), und eine Abbildung
f: P — |E|xU, fir die Frage der Stetigkeit keinen Unterschied macht, ob der Zielraum
mit der iiblichen Topologie versehen ist oder mit der genannten Variante: wenn f fiir
die tibliche Topologie eine stetige Abbildung ist, dann auch fiir die kompakt-erzeugte
Variante; denn in einem kompakten Unterraum, wie z.B. f(P), kommen ja keine neuen
offenen Mengen dazu. O
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Minimale Kan-Komplexe, minimale Kan-Faserungen

Ein Kan-Komplex hei..t minimal, wenn er die Eigenschaft hat: Je zwei Simplizes, die
homotop sind relativ Rand, sind schon zueinander gleich.

Ahnlich auch hei.t eine Kan-Faserung p: E ¥ B minimal, wenn je zwei Simplizes
in E, die relativ Rand homotop sind Tber B (d.h. die Homotopie ist, nach B projiziert,
konstant) schon gleich sind.

Satz. Sei X Kan-Komplex. In X gibt es einen minimalen Kan-Komplex X, der
starker Deformationsretrakt von X ist.

Ahnlich auch, wenn p : E ¥ B Kan-Faserung ist, so gibt es eine minimale Kan-
Faserung p: E ¥ B, so da.. E starker Deformationsretrakt von E tTiber B ist.

Ein Detail, das wir im Beweis des Satzes bendtigen werden, behandeln wir vorweg.
Namlich, sobald zwei ausgeartete Simplizes auch nur denselben Rand haben, so sind sie
schon zueinander gleich:

Lemma. In einer simplizialen Menge seien x und y zwei n-Simplizes, die beide aus-
geartet sind. Es sei dj(X) =dj(y) fir 0= i e n. Dannist x=y.

Beweis. Wenn x im Bild der i-ten Ausartungs-Abbildung liegt, x = s;j(v), so ist
v =d;j(X) ; also x = sj(di(x)). Es sei, ahnlich, y = s;(d;j(y)). Wenn i = j, dann haben
wir sofort, da.. X =y. Andernfalls sei etwa i < j. Es ist dann

X = SidiX = sidiy = Sididejy = sisjildidjy = SjSididij

Also ist x auch eine j-te Ausartung, X = sj(z), wo z = s;jd;djy. Wie oben folgt
daraus
X = 5sj(2) = sj(dj(x)) =sj(dj(y)) =y :
/

Beweis des Satzes. Man kann den Beweis auf zwei verschiedene Weisen beschreiben.
Die erste Methode ist \konstruktiv': das gewtinschte X (bzw. E) wird mit Hilfe einer
induktiven Konstruktion beschrieben; und danach die gewtlinschte Homotopie dann
ebenfalls. Die zweite Methode ist \summarisch™: es wird ein Ding mit wlinschenswerten
Eigenschaften beschrieben; danach wird konstatiert, wenn dieses Ding maximal ist (das
gibt es, nach Zorn’s Lemma), dann ist es das gewtinschte. Wir skizzieren zundchst die
konstruktive Methode und beschreiben mit mehr Detail danach die summarische.
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Die Simplizes von X (bzw. von E) werden in Aquivalenzklassen eingeteilt: Zwei
Simplizes sind aquivalent, wenn zwischen ihnen eine Homotopie, relativ Rand, existiert
(bzw. eine solche Homotopie Tber B) | wie wir wissen, ist das eine Aquivalenz-
Relation. Das gewlinschte X (bzw. E) hat insbesondere dann die Eigenschaft, da.. es
aus jeder Aquivalenzklasse hochstens einen Reprasentanten enthalt.

Bei der konstruktiven Methode nimmt man ftir X irgendeine Teilmenge von Xg,
die aus jeder Aquivalenzklasse in Xy genau einen Reprasentanten enthalt. Danach, fOr
die Konstruktion von X1, beginnt man nicht mit ganz X;. Vielmehr betrachtet man
nur diejenigen 1-Simplizes, deren Rander in Xg liegen. Von diesen nimmt man dann
aus jeder Aquivalenzklasse einen Reprasentanten; und zwar, wenn es einen solchen gibt,
einen ausgearteten. Und so weiter. Es ist nicht ganz selbstverstandlich, da.. die so
konstruierte Folge von Mengen eine Unter-simpliziale-Menge von X ist.

Es sei jetzt (die summarische Methode) Xgo, X1, X5, :::, irgendein System von
Teilmengen von Xp, Xj, :::, mit den nun aufgelisteten Eigenschaften; die Elemente
von X, werden als die auserwahlten n-Simplizes bezeichnet. Die Forderungen sind:

I es gibt aus jeder Aquivalenzklasse htchstens ein auserwahltes Simplex;

| ein solches ist ausgeartet, wenn es zu einem ausgearteten Simplex aquivalent ist;

| jeder Rand von einem auserwahlten Simplex ist auch auserwahlt;

| das System ist maximal (in Bezug auf die drei vorigen Forderungen).

Es gilt dann: Das System der auserwahlten Simplizes ist eine Unter-simpliziale-Menge.

Wir missen zeigen, das System ist abgeschlossen gegentiber Rand- und Ausartungs-
Abbildungen. Die nicht-triviale Sache dabei ist der Nachweis daftir, da.. die ausgearteten
Simplizes dabei sind, soweit sie es muissen. Sei also x ein Simplex, x 2 X}, (bzw. 2 Ep,).
Sei sj(x) davon eine Ausartung. Wir muissen uns davon tiberzeugen, da.. sj(X) zu Xn+1
gehort (bzw. zu En+1). FUr diesen Nachweis dtirfen wir, induktiv, annehmen, da.. die
entsprechende Sache flir kleinere Dimensionen als n schon geklart ist. Nun sind die
Rander von sj(x), von X selbst abgesehen, samtlich ausgeartet. Und sie sind auch
Ausartungen von \iterierten Randern™ von x. Die Induktionsvoraussetzung ist also
anwendbar, und wir schlie..en, da.. die Rander von s;(x) alle schon dazugehGren.

Als nachstes wenden wir die Forderung der Maximalitat an. Da die Rander von s;(x)
alle dazugehoren, konnten wir notfalls sj(x) dazunehmen; das wiirde aber der Forderung
der Maximalitat widersprechen | es sei denn, es gibt einen anderen Hinderungsgrund,;
namlich ein zu sj(x) aquivalentes Simplex, das schon dazugehort. Wir schlie..en, da.. es
unter den auserwahlten Simplizes ein solches gibt, das zu sj(x) aquivalent ist.

Nach dem vorangestellten Lemma enthalt die Aquivalenzklasse von s;i(x) hochstens
ein ausgeartetes Simplex. Da sie sj(x) enthalt, enthalt sie also genau ein ausgeartetes
Simplex. Das auserwahlte Simplex in der Aquivalenzklasse von s;j(x) ist folglich s;j(x)
selbst | wegen der Forderung, da.. das auserwahlte Simplex in einer Aquivalenzklasse
auf jeden Fall ausgeartet zu sein hat, wenn eine solche Wahl moglich ist.

Die erhaltene Unter-simpliziale Menge wird unser X (bzw. E) sein.
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Im Falle von X Tberzeugen uns jetzt davon, da.. X ein starker Deformationsretrakt
von X ist. Das Argument kann man am nettesten formulieren, wenn man wieder einen
\Maximalitats"-Trick verwendet, und wir wollen das auch so tun.

Dazu betrachten wir Paare (Y;h), bestehend aus einer Unter-simplizialen-Menge Y
von X und einer Homotopie

Y £¢! iihi X;

wo h eine Homotopie von der Inklusion Y ¥ X zu einer Retraktion Y ¥ X ist; und

zwar eine Homotopie, die auf X konstant ist.

Ein Beispiel, wenn auch kein besonders interessantes, fur ein solches Paar besteht aus
X selbst, zusammen mit der konstanten Homotopie. Um ein interessanteres Beispiel
zu bekommen, verlangen wir jetzt zusatzlich, da.. das Paar (Y;h) maximal sein soll (in
Bezug auf die beschriebene Eigenschaft). Das Resultat ist dann wirklich interessant:
Es folgt aus der Maximalitat, da.. Y schon ganz X ist.

Denn angenommen, Y ware Kkleiner. Wir konnten dann das Paar (Y;h) durch ein
gro..eres ersetzen, im Widerspruch zur vorausgesetzten Maximalitat: Sei dazu x ein
Simplex in X, das nicht in Y enthalten ist. Die Dimension n von X sei so klein wie
mdglich. Die charakteristische Abbildung X : ¢™ ¥ X hat in dem Fall die Eigenschaft,
da. der Rand @¢" nach Y abgebildet wird. Wir konnen also Y ' deflnieren durch
\Zusammenkleben”, Y? = Y [gen €". Wir prtifen nach, da.. die Abbildung h zu einer
Abbildung h': Y'E£¢! ¥ X fortgesetzt werden kann, mit den analogen Eigenschaften.

In einem ersten Versuch wenden wir dazu die Homotopie-Erweiterungs-Eigenschaft
auf die Inklusion Y ¥ Y? an. Die resultierende Homotopie h? : Y?£ ¢! ¥ X hat
zwei der drei gewtinschten Eigenschaften: sie startet bei der Inklusion Y° B X, und sie
ist relativ zu X . Die dritte Eigenschaft ware ebenfalls erftillt, wenn wir voraussetzen
konnten, da.. die (zusammengesetzte) Abbildung

X£EL

C"E£1 5T Y EL Y

00
i¥ X
ihr Bild in X hat | was nattirlich nicht der Fall sein mu....
Die Einschrankung von letzterer Abbildung auf @¢"£1 ist alternativ auch beschreib-
bar als B
eC"E£1 i1 Y £1 4 X :
Sie hat also ihr Bild in X. Wegen der \Maximalitat" in der Deflnition von X gibt

es also ein \auserwahltes™ Simplex, das zu dem Simplex h®(x £ 1) aquivalent ist. Das
bedeutet, es existiert eine Homotopie, relativ @¢"™, von der Abbildung

¢" . ¢NE1 HN YIET 5 X

zu einer Abbildung mit Bild in X. Per Zusammenkleben resultiert daraus eine Homo-
topie h™, relativ Y , von der Abbildung

YO L YPEL
zu einer Abbildung mit Bild in X.
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Wenn es moglich ware, eine Zwei-Schritt-Homotopie kommentarlos durch eine Ein-
Schritt-Homotopie zu ersetzen, so wtirden wir das ftir die Hintereinanderschaltung der
Homotopien h® und h™ tun und bekamen so die Homotopie h’. Diese Ersetzung
geht nun zwar nicht, aber, da X Kan-Komplex ist, kbnnen wir die Transitivitat der
Homotopie-Relation zitieren und auf die Weise das h' doch bekommen.

Es resultiert, nachtraglich, nun auch, da.. die simpliziale Menge X die Erweiterungs-
Bedingung erftllt: es ist klar (oder?), da.. das aus der Tatsache folgt, da.. X Retrakt
von X ist.

Im Falle der Kan-Faserungen verfahrt man ganz ahnlich; nur da.. als weiteres De-
tail die Buchfthrung tber Struktur-Abbildungen nach B zu berticksichtigen ist: Man
betrachtet Paare (D;h), wo D Unter-simpliziale-Menge von E ist, und h eine Homo-
topie, relativ E und Tiber B, von der Inklusion D ¥ E zu einer Retraktion D ¥ E;
insbesondere hat man also ein kommutatives Diagramm:

1 .-b_yg
D%¢ iini? E
? ?
priy \Y
D iiii?! B

Wieder argumentiert man, wenn D nicht schon gleich dem ganzen E ist, dann ist das
Paar (D;h) nicht maximal in Bezug auf die genannten Dinge. Der Unterschied zu dem
schon gemachten Fall ist dabei einzig der, da.. die Homotopien in der Konstruktion von
dem \vergro..erten” Paar (D’;h%) ebenfalls nun als Homotopien Tiber B zu nehmen
sind; insbesondere \Homotopie-Erweiterung™ ist in dem Sinne zu verstehen.

Aus der Tatsache, da.. E Deformations-Retrakt (und insbesondere deshalb, Retrakt)
von E Tber B ist, folgt schlie..lich auch noch, da.. E ¥ B Kan-Faserung ist. —

Minimale Kan-Komplexe haben eine frappierende Starrheits-Eigenschaft: Eine
Homotopie-Aquivalenz ist automatisch(!!) schon ein Isomorphismus. Eine #hnliche
Starrheits-Aussage gibt es auch ftir Abbildungen von minimalen Kan-Faserungen. Im
tibrigen ist, wie sich herausstellt, eine minimale Kan-Faserung automatisch auch schon
lokal-trivial (ein lokal-triviales Btindel).

Der Beweis dieser Dinge beruht auf dem folgenden, etwas technisch aussehenden
Lemma. Das Lemma lauft darauf hinaus, in einer leicht trickreichen Weise die Idee der
Homotopie-Liftung zu kombinieren mit der Idee der Minimalitat.

Lemma. Sei p: E ¥ B eine minimale Kan-Faserung. Sei X eine simpliziale Menge,
und seien fy und f; zwei Abbildungen, f;: X ¥ E. Es gelte, da.. fo zu f; homotop
ist, und zwar homotop Tber B. Es gelte, da.. die Abbildung Ty ein Isomorphismus ist.
Dann ist die Abbildung f; ebenfalls ein Isomorphismus.
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Da.. man in dem Lemma eine Homotopie \Uber B " hat, bedeutet, da.. man ein
kommutatives Diagramm hat:

R
X%¢ iiii? §
? ?
pl’ly ye
X iiii?! B
q

oder, was auf dasselbe hinauslauft, ein kommutatives Diagramm:

1 -gf.;-grg.)' 1
X%q: itiiiini? |§£}>¢

? ?
q£|dy ye£ld
BE£d¢! jiiiiiii? BE£¢!

Nun ist es klar (oder?), da.. in letzterem Diagramm die Abbildung E£ ¢! ;¥ B £ ¢?
ebenfalls eine Kan-Faserung ist, und zwar auch wieder eine minimale.

Als Variante des Lemmas konnen wir deshalb noch die folgende Verallgemeinerung
notieren, wo \Deformation sich nicht nur auf die Abbildungen bezieht, sondern auch
auf die Faserung selbst; wo wir also statt einer Faserung Uber B nunmehr eine Faserung
tiber B £ ¢ betrachten:

Lemma (2. Form). Sei p: E ¥ B £ ¢! eine minimale Kan-Faserung, und sei
q: X ¥ B eine Abbildung. Es sei
f: XECjVE

eine Abbildung derart, da.. das folgende Diagramm kommutiert:

f
XE£ct iiil E
3 il 3
qE1dy yPp

Sei Eg = piY(BE£0) und E; = pil(B £1). Wenn die Abbildung fo: X ¥ Ep,
fo = 1] (X£0);

ein Isomorphismus ist, dann ist die Abbildung f;: X ¥ E4,
f, = fj(X£D),;

ebenfalls ein Isomorphismus.

Beweis. Der Beweis ist eigentlich nur eine Bemerkung: erstens, wegen der Kan-Be-
dingung, existieren \Prismen-FUllungen™; und zweitens, wegen der Minimalitat, gibt es
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fur solche Prismen-Ftllungen nicht nur eine Existenz- sondern auch eine Eindeutigkeits-
Aussage. Wir kommen zur Benennung der Details ] sie sind etwas umfanglich.

Wie bei einer friiheren Gelegenheit besprochen, so kann man das Prisma ¢" £ ¢1,
von dem Teil

C"£0 [pergo OC"£¢1

ausgehend, durch iteriertes Trichter-Ftllen bekommen; wir nennen das eine \Prismen-
FUllung von links nach rechts"™. | Ebenso gibt es auch eine \Prismen-Ftllung von
rechts nach links", wo man entsprechend ausgeht von €"£1 [gener OC"ECT.

Wenn eine \Prismen-Fullungs'-Aufgabe (\von links nach rechts™) ein kommutatives
Diagramm der Art

¢"E£0 [gengo ec"EC! giiiil E
2 2
Yy Yy

¢ £ ¢l iiiii? BE£ ¢!

bezeichnet, so hat, wegen der Kan-Bedingung, jede solche Aufgabe eine LGsung: eine
Abbildung von unten links nach oben rechts, so da.. das resultierende Diagramm kom-
mutativ ist. | Und entsprechend auch mit Prismen-Ftllungs-Aufgaben \von rechts
nach links".

FUr unsere Zwecke wird die Abbildung ¢" £ ¢! §j¥ B £ ¢! in dem Diagramm
von sehr spezieller Art sein: das Produkt einer Abbildung ¢™ ¥ B mit der identischen
Abbildung auf ¢!. In dem Fall bekommen wir bei einer Trichter-Ftllung von links
nach rechts als deren \rechtes Ende™ folglich eine Abbildung

¢ ji! E; = pil(BEL):
Es ist diese Abbildung, an deren Eindeutigkeit wir interessiert sind.

Wenn die Kan-Faserung p minimal ist, dann ist die Abbildung > eindeutig bestimmt.

Denn angenommen, wir haben zwei Prismen-FUllungen ~¢ und "1:

¢"£¢ jiiiii?! BEC!
Wir kbBnnen diese beiden dann in eine neue Liftungs-Aufgabe einbauen: die Abbildung
¢c"E£¢t£¢ ji! BECG!
ist deflniert als die Komposition
¢c"ECLEC ;Y ¢"£¢! §iiTi! BEG!

(wo pri.o die Projektion auf die ersten beiden Faktoren bezeichnet).
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Fur eine Liftung dieser Abbildung nach E machen wir eine Vorgabe tber einem Teil
von ¢! £ ¢!, namlich (wenn wir uns de'n neuen Faktor ¢! als die vertikale Richtung
vorstellen) eine Vorgabe Tber den Teil "y des Randes: links haben wir die alte Abbil-
dung ¢"£0 ¥ E (wo der neue Faktor ¢! nichts tut I weg-projiziert wird) und oben
und unten haben wir die beiden zu vergleichenden Prismen-Ftllungen ~o und ;.

Eskann ¢"E£¢*£¢?! durch Trichter-Fllen aus ¢"£ = erhalten werden; oder auch

aus @C"ECIEC [ ¢”£"= (wir haben solches im Zusa_mmenhang mit \Homotopie-
Liftung" und \Homotopie-Relation™ besprochen). Also existiert die gewtinschte Liftung

¢"ECTECT [ E:
Die Einschrankung davon auf ¢" £1£ ¢! hat nun die Eigenschaft, da.. das Diagramm

negel il E
¢ 7¢ iiii 5

? :
priy \Y%

¢"  jiinn! BE¢!
kommutiert. Das hei..t, es handelt sich hier um eine Homotopie (relativ @¢"), die
eine Homotopie Tiber B £ ¢ ist. Wegen der vorausgesetzten Minimalitat der Faserung
ist diese Homotopie folglich konstant. Insbesondere sind die Abbildungen an ihren
Enden dieselben; das hei..t, die beiden Abbildungen ”¢ und ~; stimmen Tberein. |

FUr Prismen-FUllungen in der anderen Richtung (von rechts nach links) hat man eine
analoge Eindeutigkeits-Aussage.

Wir kommen nun zum Beweis dessen, da.. die Abbildung f; bijektiv ist. Wir nehmen,
induktiv, an, dies sei schon gezeigt in Dimensionen < n. Unter der Voraussetzung zeigen
wir jetzt, da.. f; auch in der Dimension n erstens injektiv und zweitens surjektiv ist.

| Injektivitat. Seien x; und x> zwei n-Simplizes von X, die unter der Abbildung ;
dasselbe Bild haben; seien X; : ¢" ¥ X ihre charakteristischen Abbildungen. Nach
der induktiv vorausgesetzten Injektivitat von f; in Dimensionen < n haben x; und x;
dieselben Rander; oder, was auf dasselbe hinauslauft,

X1j0¢" = Xj0¢" :
Wir bekommen eine Prismen-Fullungs-Aufgabe (von rechts nach links)

f1-X; [T-(Xi£1d)

¢ChEL [@¢”§1@¢n£¢1 it E
? ?
y y
¢nE ¢! iiiiiiiiiii? BEC!
wo wir nicht speziflzieren mtssen, ob i = 1 oder = 2, da ja die beiden Abbildungen

f—X; sowohl auf @¢" £ ¢! als auch auf ¢" £1 tibereinstimmen. Andererseits ergeben
die beiden Abbildungen f—(Xi£1d) nun zwei LOsungen der Prismen-Fullungs-Aufgabe.
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Wegen der oben diskutierten Eindeutigkeits-Aussage schlie..en wir, da.. die beiden am
linken Ende tbereinstimmen:

f-xX, jC¢"£0 = f-X, j C"£0:
Da die Abbildung fo = fjX£0 injektiv ist (eine Voraussetzung des Lemmas), folgt

daraus, da.. auch X; und X, Tbereinstimmen; also, da.. X; = X».

I Surjektivitat. Sei y; ein n-Simplex in E;, sei y; seine charakteristische Abbildung.
Wegen der induktiv vorausgesetzten Surjektivitat von f; in Dimensionen < n kommt
der Rand her von X; das hei..t, es gibt eine Abbildung

z: @¢" ¥ X
soda. f; -z = y;j@¢". Wir bekommen eine Prismen-Fullungs-Aufgabe (von rechts
nach links):

y f-(z£1d
C"E1l [gong OC EC iviiiiiiii10 E
2 ?
y y
¢ £ ¢t iiiiiiiiiiii? B£¢!

Eine LOsung davon ergibt, als ihr linkes Ende, eine Abbildung
¢" . ¢"£0 j¥ Ey =pil(BE0)

und damit ein zugehdriges n-Simplex yo von Ep (mit eben dieser Abbildung als cha-
rakteristischer Abbildung).

Wegen der vorausgesetzten Surjektivitat der Abbildung fo: X ¥ Eq (eine Voraus-
setzung des Lemmas) gibt es ein n-Simplex x in X, dessen Bild das Simplex yq ist,
Yo = To(X). Wir haben nun eine Prismen-FuUllungs-Aufgabe (von links nach rechts):

Vo Lf-(z£1d) |

CNE0 [oorgo CE"EEY iiTaiiiiii?  E
2 ?
y y

¢ £ ¢t iiiiiiiiiiii? BE£¢!

und fUr diese Aufgabe haben wir zwei LOsungen: die erste ist die von oben, anders
herum gelesen; die zweite ist durch die Homotopie gegeben:

¢"EC iiiiiiil? E:

Aufgrund der Eindeutigkeits-Aussage stimmen die beiden am rechten Ende Uberein.
Das hei..t, y; = f(X£1); und y; ist somit im Bild der Abbildung ;. —

Nun zu den angektindigten Anwendungen:

44



Satz. (1) Seien X und X' minimale Kan-Komplexe. Jede Homotopie-Aquivalenz von
X zu X' ist ein Isomorphismus.

(2) Seien p: E ¥ B und p’: E' ¥ B minimale Kan-Faserungen. Jede Homotopie-
Aquivalenz, Tiber B, von p: E ¥ B zu p’: E' ¥ B ist ein Isomorphismus.

Beweis. (1) Sei f: X ¥ X eine Homotopie-Aquivalenz. Dies bedeutet, da.. eine
Abbildung in der anderen Richtung existiert, g : X" ¥ X, so da.. die beiden Kompo-
sitionen f—g und g - T jeweils homotop zu einer identischen Abbildung sind; z.B. im
zweiten Falle existiert eine Abbildung:

XEEC ;I X

die eine Homotopie ist zwischen der identischen Abbildung auf X einerseits und der
Abbildung g-T andererseits. Da X als minimaler Kan-Komplex vorausgesetzt wurde,
ist das vorangegangene Lemma anwendbar. Es liefert, da.. die Abbildung g - f ein
Isomorphismus ist. Da von X° ebenfalls vorausgesetzt wurde, da.. es minimaler Kan-
Komplex ist, folgt auf die gleiche Weise, da.. auch f—-g ein Isomorphismus ist. Ofienbar
folgt jetzt, da.. auch ¥ und g beide Isomorphismen sind.

(2) Das geht genauso; mit der Modiflkation, da.. die vorausgesetzten Homotopien
solche Tiber B sind und die resultierenden Isomorphismen ebenfalls. —

Korollar. (1) Sei X Kan-Komplex. \Der" homotopie-aquivalente minimale Kan-
Komplex ist bis auf (nicht-kanonische!) Isomorphie eindeutig bestimmt.

(2) Sei p: E ¥ B Kan-Faserung. \Die" tiber B homotopie-aquivalente minimale
Kan-Faserung ist bis auf (nicht-kanonische!) Isomorphie Tber B eindeutig bestimmt.
/

Wenn p: E ¥ B eine Kan-Faserung (bzw. eine minimale Kan-Faserung) ist, und
BY ¥ B eine Abbildung, dann ist die durch den Pullback gegebene induzierte Abbildung

B'E£gE j! B!

ebenfalls eine Kan-Faserung (bzw. eine minimale Kan-Faserung). Wenn die Abbildung
den Namen f hat, f: B" ¥ B, dann schreiben wir abktirzend (und etwas mi..brauch-
lich) auch ¥7(E) fuir diese induzierte Faserung.

Satz. Sei p: E ¥ B eine minimale Kan-Faserung.

(1) Wenn f; und f, homotope Abbildungen B ¥ B sind, dann sind die induzierten
Faserungen 7 (E) und f5(E) isomorph.

(2) Wenn die identische Abbildung auf B homotop ist zu einer trivialen Abbildung,
dannist p: E ¥ B ein triviales Blindel (genauer: ein trivialisierbares Btindel).

(3) Jede minimale Kan-Faserung ist ein lokal-triviales Btindel.
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Beweis. (1) Sei F eine Homotopie von f; zu f,; also eine Abbildung
F:B'E¢! jr B;
die an den Enden auf f,, bzw. auf f, einschrankt. F(E) ist dann eine minimale
Kan-Faserung tiber B? £ ¢, die an den beiden Enden B! £ ¢° auf die beiden uns
interessierenden Faserungen f;(E) und f;(E) einschrankt.
Um diese beiden zueinander in Beziehung zu setzen, vergleichen wir mit einer anderen

minimalen Kan-Faserung Tber B £ ¢!, namlich dem Produkt f;(E) £ ¢?; oder, um
es etwas genauer zu sagen, der Abbildung

(B'EgE)E¢! j1 B'E£¢?t;
wo der Pullback mit Hilfe der Abbildung f; : B” ¥ B gebildet ist.
Mit einem kleinen Trick schafien wir es, diese beiden Faserungen miteinander in

Beziehung zu setzen. Namlich wir denken uns als ein \Liftungs-Problem™ das folgende
kommutative Diagramm aus:

BO%BE iiiiiil F/,SE)

? ?

y y
(B'£g E)E£ ¢! jjiii?! B'Ec¢?

In dem Diagramm sind der untere und der rechte Pfeil die Faser-Projektionen der beiden
Kan-Faserungen tiber B £ ¢, wahrend die beiden anderen Pfeile gegeben sind durch
die Inklusion von {(E) in der einen oder anderen dieser Faserungen.

Die Liftung existiert (Homotopie-Liftungs-Eigenschaft von Kan-Faserungen). Wir
bekommen auf die Weise eine Abbildung von Faserungen; d.h., eine Abbildung, derart,
da.. das folgende Diagramm kommutiert:

?
Yy Yy
B'£ ¢! iiiiii? B'E£¢!
An einem Ende ist diese Abbildung ein Isomorphismus (na@mlich die identische Abbil-
dung auf f{(E)). Da es sich um minimale Faserungen handelt, schlie..en wir mit dem
vorangegangenen Lemma, da.. wir am anderen Ende ebenfalls einen Isomorphismus
haben; mithin einen Isomorphismus von f(E) zu f;(E).

(2) Die Voraussetzung impliziert, nach (1), da.. E ¥ B isomorph ist zu einer an-
deren Faserung; namlich zu einer solchen, die zurtickgezogen ist entlang einer trivialen
Abbildung. Es ist aber klar (oder?), da.. dies ein triviales Btindel sein wird.

(3) Sei E ¥ B eine minimale Kan-Faserung. Die Behauptung ist, da.., fir jedes n
und jede Abbildung ¢" ¥ B, die zurlickgezogene Faserung Tiber ¢" trivialisierbar ist.
Dies folgt aus (2), sobald man wei.., da.. die identische Abbildung auf ¢" homotop ist
zu einer trivialen Abbildung. Es ist aber klar (oder?), da.. das so ist. —

46



Azyklische Faserungen

Sei g: Y ¥ Z eine Abbildung von simplizialen Mengen. Sie hei..t eine azyklische
Faserung, wenn

| fUr jedes Paar von simplizialen Mengen, A % X, und
| fUr jedes kommutative Diagramm:

KOV
-
KOV <

(y)

X iiii?
gilt, da.. in diesem Diagramm immer eine Liftung existiert: eine Abbildung X ¥ Y,
so da.. das resultierende Diagramm kommutativ ist.

N

Die Bedingung in der Deflnition der azyklischen Faserungen kann man durch eine
dem Anschein nach schwachere ersetzen, wo man Liftungen nur fUr spezielle Paare
(X;A) fordert, namlich ftir solche vom Typ (¢";@¢"). Tatsachlich ist die scheinbar
schwachere Bedingung in Wirklichkeit gar nicht schwacher:

Satz. Eine Abbildung q: Y ¥ Z ist schon dann eine azyklische Faserung, wenn die
Liftungsbedingung flir die speziellen Paare @C¢" % ¢ erfllltist, n = 0; 1; 2; :::.

Beweis. Sei ein Liftungs-Diagramm (y) gegeben. Es sei X' eine simpliziale Menge
zwischen A und X (das hei..t, A % X° % X ) zusammen mit einer \partiellen Liftung':
einer Abbildung - : X° ¥ Y derart, da.. das resultierende Diagramm

X <ooX  <ovd
-
N <0< <ou<

iiiil
kommutativ ist. A selbst (zusammen mit der vorgegebenen Abbildung zu Y ) ist daftir
ein Beispiel. Wir nehmen nun an (wir dtirfen das, wegen \Zorn’s Lemma'"), da.. (X’; -)
‘maximal’ ist in bezug auf diese Eigenschaft. Es stellt sich heraus, da.. dann schon
X" = X ist. Denn angenommen, X" ware kleiner. Sei x ein Simplex von X, das nicht
in XY liegt; und zwar sei x so gewahlt, da.. seine Dimension, n, moglichst klein ist. Es
ist dann x ein nicht-ausgeartetes Simplex, und seine charakteristische Abbildung, X,
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bildet den Rand von ¢" in die Unter-simpliziale-Menge X' ab. X gibt also Anla.. zu
einer Abbildung von Paaren X: (¢";@¢™) ¥ (X; X" und deshalb, per Komposition,
auch zu einer Abbildung (¢";@¢") ¥ (Z;Y).

Wir nutzen nun die Hypothese, da.. die Liftungsbedingung (y) ftur (¢";@¢") erftllt
ist; dies gibt eine kompatible Abbildung €¢" ¥ Y . Per Zusammenkleben resultiert
daraus eine Abbildung X° [gen €™ ¥ Y ; die ebenfall eine partielle Liftung ist. Das
ist ein Widerspruch zu der vorausgesetzten Maximalitat von X°. —

Jede azyklische Faserung ist eine Kan-Faserung: Das liegt schlicht daran, da.. die
Trichter-Fullungen bei den Inklusionen A % X zur Konkurrenz zugelassen sind.

Dartiberhinaus hat eine azyklische Faserung q: Y ¥ Z auch die Eigenschaft, da.. Z
starker Deformationsretrakt von Y ist. Denn Tber die folgenden beiden Liftungs-Dia-
gramme bekommt man erstens einen Schnitt i: Z ¥ Y von q:Y ¥ Z und zweitens
dann eine Homotopie von der Abbildung i-q zu der identischen Abbildung auf Y :

C iy - _Id.Cig

PONTITE Y) Y£0’>[Z iinini? Y)

3 5 3 3

Yy Yy Yy )%
= _ Id

Z iiii? Z YEC! [ye1 Z ifitinii? Z

Wir verzichten hier auf die Diskussion dessen, wie weit azyklische Faserungen durch
Eigenschaften dieser Art schon charakterisiert sind. Die Begrifisbildung dient uns zur
Formulierung des folgenden Lemmas, das wir unten benutzen werden:

Lemma. Sei p: E ¥ B eine Kan-Faserung. Die Abbildung p Ia.t sich schreiben als
eine Komposition p = p-q, wo ¢ eine azyklische Faserung ist, und p eine minimale
Kan-Faserung.

Beweis. Wie wir gesehen haben, so gibt es eine minimale Kan-Faserung p: E ¥ B,
die starker Deformationsretrakt von p ist. Das hei.t, es gibt eine Inklusion j: E ¥ E
und eine Projektion q: E ¥ E (beide Uber B), so da. q—J = Idz und so da.. eine
Homotopie H (auch Tber B) existiert, von der identischen Abbildung auf E zu der
Abbildung j-q; wobei die Homotopie noch relativ zu E ist (also HjEEG¢! = j—pry):

E --j-! __9_! — 1 --':'-!

E iiii % iiti g Ef})¢ iiii E;
5 5 5 5 5
Y yp yp p-priy yp
B iiii? B iiii! B B iiii! B

Wir werden uns jetzt davon Tiberzeugen, da.. die Abbildung q: E ¥ E automatisch
schon eine azyklische Faserung ist. Sei, zum Test, ein Liftungs-Diagramm gegeben:
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n __LJ_'
@$ iini? %
? ?
) iy Yy
¢ giii?! E
\Y)

Durch die Komposition mit der Abbildung p: E ¥ B einerseits und mit der Abbildung
j—q: E ¥ E andererseits bekommen wir hieraus zwei andere Liftungs-Diagramme:

n "'u"l n -j._g?yl
@g iiinil E @g iniiii? %
? ? ? ?
iy yp iy yp
¢" qiiiii? B ¢" qiiiii? B

p-v p—v

Das zweite von diesen Diagrammen hat eine Liftung. Namlich wegen p = p-j und
V—i = gq-u, ist die Abbildung j-v: ¢" ¥ E eine solche Liftung.

Die obige Homotopie H, von der identischen Abbildung zu der Abbildung j-q, kann
aufgefa..t werden als eine Homotopie von dem ersten dieser Diagramme zu dem zweiten
(da ja die Homotopie eine Homotopie Tber B ist). Per Homotopie-Erweiterung Uber B
(angewandt auf die Liftung mit der \rlickwarts zu lesenden”™ Homotopie H ) resultiert,
da.. auch das erste Diagramm eine Liftung hat; diese hei.e w: ¢" ¥ E.

Es ist nun eine ganz erstaunliche Tatsache, da.. die Abbildung w automatisch auch
eine Liftung fur das Diagramm £°) ist. Zum Nachweis von dieser Behauptung ist
die Kommutativitat des unteren Dreiecks in dem erganzten Diagramm nachzuprifen;
oder, was auf dasselbe hinauslauft: es ist zu zeigen, da.. die beiden Abbildungen
g-w: ¢" ¥ E und v: ¢" ¥ E in Wirklichkeit dieselben sind.

Wegen der Minimalitat der Faserung p: E ¥ B werden wir wissen, da.. diese beiden
Abbildungen tbereinstimmen, sobald wir nur wissen, da.. sie zueinander homotop sind,
tber B, mit einer Homotopie, die auf dem Rand konstant ist. Eine solche Homotopie
werden wir nun konstruieren.

Das geht mit dem Tblichen Trick, eine geeignete Liftungs-Aufgabe zu erfinden. Es
wird eine Abbildung von ¢"£—= ¢" £ ¢! £ ¢! zu E (indirekt) angegeben als die
LOsung einer Homotopie-Liftungs-Aufgabe (ftir Abbildungen ¢" £ ¢! !' E Tber B);
dabei ist die gesuchte ‘Liftung’ sowohl auf @¢" £~—als auch auf ¢"£"y vorgegeben.

Als Vorgabe auf @¢" £~—"nehmen wir die Abbildung:

@e"E£CHEC ifi? GE"£¢! iiiii? EEC! il E iii! E

(wo ‘pr’ die Projektion weg von dem letzten Faktor bezeichnet, den wir uns in~—"

als den \vertikalen" Faktor vorstellen wollen). Auf den drei Teilen von ¢"£ ; ist
(oben): die Homotopie aus der Deflnition von w, gefolgt von der Abbildung q ;

(links): die ‘konstante’ Homotopie ¢" £ ¢° £ ¢! jii¥ ¢" ii'? E ji¥ E ;

(unten): die Homotopie ¢" £ ¢! (E¢°) ivEM EEG i E IV E . _——
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Satz. Die geometrische Realisierung einer Kan-Faserung ist eine Serre-Faserung.

Beweis. Nach dem vorangegangenen Lemma kann eine vorgegebene Kan-Faserung, p,
geschrieben werden als eine Komposition von einer azyklischen Faserung, g, und einer
minimalen Kan-Faserung, p. Nun ist es klar (oder?), da.. die Zusammensetzung zweier
Serre-Faserungen wieder eine Serre-Faserung ist. Wir werden also wissen, da.. jpj = jp—q]
eine Serre-Faserung ist, sobald wir wissen, da.. jpj und jgj es sind.

Den Fall einer minimalen Kan-Faserung haben wir frtiher schon behandelt: Es wurde
gezeigt, da.. eine minimale Kan-Faserung ein lokal-triviales Btindel ist; und es wurde
skizziert, da.. bei einem lokal-trivialen Btindel die geometrische Realisierung ebenfalls
lokal-trivial ist (zumindest im \kompakt-erzeugten Sinne); und, folglich, auch eine
Serre-Faserung.

Es bleibt zu zeigen, da.. die geometrische Realisierung einer azyklischen Faserung
q: X ¥ Y eine Serre-Faserung ist. Das geht mit einem kleinen Trick. Wir betrachten
das kommutative Diagramm:

X iiiil®
X iiii ?)(
? ?
Id£qy yd
XEY il Y
pra
Wegen der Injektivitat von X "'O.Iﬂ‘! X £Y, ist das Diagramm ein akzeptables

Liftungs-Diagramm fur die azyklische Faserung q : X ¥ Y. Es existiert also eine
Liftung: eine Abbildung | : X £Y ¥ X, die das resultierende Diagramm kommutativ
macht.

Das erganzte Diagramm, etwas anders betrachtet, ist nun ein kommutatives Dia-
gramm:

Id £q ]
X iiiii | jiril
iiiii X%Y iiii ,>><
) ) )
ay yprz qy
Y o qiii? Y qiii' Y

und die obere zusammengesetzte Abbildung in dem Diagramm ist die identische Ab-
bildung auf X. Wir haben herausgefunden, da.. die Abbildung g ein Retrakt von der
Projektions-Abbildung pro in dem Diagramm ist.

Die geometrische Realisierung der Projektions-Abbildung, jprzj : jJX£Yj ¥ jY]j,
ist (zumindest im \kompakt-erzeugten™ Sinne) selbst eine Projektions-Abbildung
(wie im Zusammenhang mit den lokal-trivialen Blindeln besprochen); und damit auch
eine Serre-Faserung.

Der Retrakt jgj von jproj ist folglich ebenfalls eine Serre-Faserung. —

50



Azyklisches Beispiel

Die Erweiterungs-Bedingung kann, wie wir wissen, erzwungen werden durch den Proze..
des \Trichter-FUllens”. Diese Konstruktion @ndert nicht den Homotopietyp der geo-
metrischen Realisierung; z.B. eine Inklusion Y ¥ 'Y [~ ¢" induziert eine Homotopie-
dquivalenz jYj ¥ jY ] Lin;j¢"j.

Da.. das Trichter-Ftllen nicht den Homotopietyp andert, gilt zu einem gewissen Grad
auch im simplizialen Kontext selbst:

Satz. E und E' seien Kan-Komplexe. E° entstehe aus E durch Trichterftillen. Dann
ist E starker Deformationsretrakt von E’.

Von diesem Sachverhalt bendtigen wir den Fall E = ¢° :

Korollar. E’ sei Kan-Komplex und entstehe aus ¢° durch Trichterftillen. Dann ist
E? azyklischer Kan-Komplex.

Beweis des Korollars. Da. E° azyklischer Kan-Komplex ist, bedeutet, nach Defl-
nition, da.. die Abbildung E® ¥ &° azyklische Faserung in dem frtiher besprochenen
Sinne ist; oder, im Klartext: fUr jede Inklusion von simplizialen Mengen K % L und
jede Abbildung K ¥ E? existiert eine Erweiterung dieser Abbildung auf L.

Sei eine solche Abbildung K ¥ E° gegeben. Nach dem Satz existiert eine Homo-
topie der identischen Abbildung auf E° zu einer trivialen Abbildung; folglich auch
eine Homotopie der Abbildung K ¥ E zu einer trivialen Abbildung. Diese triviale
Abbildung kann zu einer trivialen Abbildung auf L erweitert werden. Mit Hilfe der
Homotopie-Erweiterungs-Eigenschaft flir Abbildungen in einen Kan-Komplex schlie..en
wir, da.. auch die ursprtingliche Abbildung K ¥ E° zu einer Abbildung von L erweitert
werden kann. —

Beweis des Satzes. Es wird gentigen, die folgende Behauptung zu zeigen: K % L
sei eine Inklusion von simplizialen Mengen, wo L aus K durch Trichterftllen entsteht.
Gegeben sei ein kommutatives Diagramm von Abbildungen:

K jiiil

ATIY E
? ?
Yy Yy
L §iii? E

Dann existiert eine Homotopie, relativ K, von der Abbildung L ¥ E° zu einer Ab-
bildung nach E.
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Der Satz resultiert als der Spezialfall der Behauptung, wo die horizontalen Ab-
bildungen in dem Diagramm die identischen Abbildungen auf E und E° sind.

Statt des allgemeinen Falles dieser Behauptung wird es gentigen, den Fall einer
einzigen Trichter-Fullung zu behandeln. Denn damit kann man den allgemeinen Fall
bekommen mit Hilfe von Induktion und (eventuell unendlicher) Wiederholung.

Wir konnen also annehmen, da.. L = K [~ ¢". Es wird sogar gentigen, den ganz
speziellen Fall K =1 zu behandeln. Denn aus diesem ganz speziellen Fall kommt
man auf den Fall eines allgemeinen K durch \Zusammenkleben™.

Das fragliche Diagramm lautet jetzt:

/,j‘-" iiiil®
?
y

<00 M

¢ jiii? E

Nach Voraussetzung ist E ein Kan-Komplex. Es existiert also eine Abbildung ¢" ¥ E,
die die Abbildung—T Tt E erweitert.

Die beiden Abbildungen ¢" ¥ E° und die konstante Homotopie auE—"" ergeben
zusammen eine Abbildung

C"E0OLTEC [ ¢"£1 i E':
Auch E! ist nach Voraussetzung ein Kan-Komplex. Wegen des nachfolgenden Lemmas
Ia..t sich die Abbildung folglich zu der gewtinschten Homotopie
¢"E£¢t jjt E

erweitern. _—

Lemma. ¢" £ ¢! entsteht aus ¢"£0 E—TE£¢! [ ¢"£1 durch Trichter-Fllen.

Beweis. Das ist eine Variante von dem frtiher behandelten Sachverhalt, da.. ¢" £ ¢
durch Trichter-Fllen entsteht aus ¢" £0 [ @¢" £ ¢1. Dort hatten wir Uberlegt,
da. man aus dem Prisma ¢" £ ¢! die (n+1)-Simplizes, n+1 an der Zahl, der Reihe
nach \ab-baut™ (wegla..t), beginnend mit dem obersten.

Wir machen es hier genauso; mit den folgenden Anderungen:

Der Deckel von dem Prisma (d.h. ¢"£1) steht hier als \freie Seite” nicht zur
Verfligung. Die freie Seite flr das erste wegzulassende Simplex wird deshalb eine
n-dimensionale Seite sein, die in der wegzulassenden Seitenwand von dem Prisma liegt
(der Seitenwand Tber der nicht in—7 vorkommenden i-ten Seite von ¢"). Von den
(n+1)-Simplizes haben alle bis auf eines eine n-dimensionale Seite mit der fraglichen
Seitenwand gemeinsam. Das oberste (n+1)-Simplex nun steht immer als ‘erstes’ zur
Verfligung, es sei denn, es ist 1 = 0; in dem Fall vertauscht man ‘oben’ und ‘unten’.

Beginnend mit dem ersten, werden die (n+1)-Simplizes der Reihe nach von oben
nach unten abgebaut. | Zum Schlu.. gibt es noch die Reste von der Seitenwand (von
den n-dimensionalen Simplizes sind nj1 der urspriinglich n noch da). Die baut man
auch noch ab. —
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Simpliziale Approximation

Gegeben Simplizialkomplexe (oder simpliziale Mengen) und eine stetige Abbildung zwi-
schen deren unterliegenden topologischen Riaumen (bzw. geometrischen Realisierungen),
so mochte man wissen, dafl die vorgegebene Abbildung “approximiert” werden kann
durch eine “bessere” Abbildung; ndmlich eine solche, die mit der zusétzlichen Struktur
kompatibel ist.

Wegen der ‘Starrheit’ simplizialer Strukturen gibt es im allgemeinen nicht so viele
Abbildungen, wie man brauchte. Fiir die Giiltigkeit des Approximations-Satzes ist
es deshalb notwendig, eine zusétzliche Voraussetzung zu machen: man fordert die
Erweiterungs-Bedingung (fiir das Ziel der Abbildung).

Es bezeichne | X| die geometrische Realisierung einer simplizialen Menge X .

Satz. Sei X eine simpliziale Menge, die die Erweiterungs-Bedingung erfiillt. FEs sei
K C L ein Paar von simplizialen Mengen, und es seien Abbildungen

K-L.x . || x|

vorgegeben, derart, dafi die Einschrdnkungen von |f| und g auf |K| iibereinstimmen.
Dann existiert eine Abbildung von simplizialen Mengen,

L x,

so daf3 die geometrische Realisierung der Abbildung f’ homotop ist, relativ zu dem
Unterraum |K|, zu der Abbildung g.

Man kann die Sache auch so ausdriicken. Eine Abbildung |L| v, | X| werde
als “realisiert” bezeichnet, wenn eine Abbildung von simplizialen Mengen existiert,
L — X, deren geometrische Realisierung die Abbildung ¢’ ist (eine solche Abbildung
ist eindeutig bestimmt, aber sie mufl im allgemeinen natiirlich nicht existieren). Die
Erweiterungs-Bedingung garantiert (das sagt der Satz), jede Abbildung g: |L| — |X]
ist zumindest homotop zu einer realisierten Abbildung; und zwar sogar homotop relativ
zu einer vorgegebenen Realisierung auf einem Unterraum |K|.

Korollar. X sei simpliziale Menge, die die Erweiterungs-Bedingung erfiillt. Dann ist X
ein starker Deformationsretrakt von S|X|, dem singuldren Komplex der geometrischen
Realisierung.

BEWEIS. Das resultiert aus dem Satz, angewandt auf Abbildungen, die man aus der Ad-
jungiertheit der beiden Funktoren |—| (geometrische Realisierung) und S(—) (singulérer

53



Komplex) bekommt. Die Adjungiertheit der Funktoren bedeutet, wie sonst auch, da8,
fiir simpliziale Mengen X und topologische Rdume W, ein natiirlicher Isomorphismus
besteht:

Hom top.Radume ( |X| B W) = Homsimp.Mengen (X 5 S(W) ) .
Insbesondere hat man die beiden sogenannten Adjunktions-Transformationen. Namlich
iiber den Isomorphismus der Hom-Mengen entspricht der identischen Abbildung auf | X|

eine Abbildung
X — S|X|,

und der identischen Abbildung auf S(W) entspricht, dhnlich, eine Abbildung
Der Hom-Mengen-Isomorphismus 1483t sich aus den Adjunktions-Transformationen

rekonstruieren: einer Abbildung f: |X| — W ist die zusammengesetzte Abbildung

X —s|x| Y0 sw)

zugeordnet; und einer Abbildung g: X — S(W) ist, dhnlich, die Abbildung

1X| =25 (S(W)] — W
zugeordnet.

Insbesondere (man nimmt fiir g: X — S|X| die eine Adjunktions-Transformation)
bekommt man so, dal die aus den beiden Adjunktionstransformationen zusammen-
gebaute Abbildung

X] — [SIX]] — |X]
gleich der identischen Abbildung auf |X| ist. Wir haben, folglich, ein kommutatives

Diagramm 3
(Xl —— [X]

! l-

[SIX|| —— [X]

auf das wir den Satz anwenden kénnen. Wir schlielen, dafl eine Homotopie existiert,
relativ zu dem Unterraum |X|, von der Abbildung |S|X || — |X| zu der geometrischen
Realisierung einer Abbildung S|X| — X .

Die Homotopie ist eine Abbildung |S|X| x Al| = [S|X]||x [0,1] -2 |X|. Per
Adjunktion entspricht ihr eine Abbildung
S|X|x A — S|X].

Das ist die im Korollar behauptete Homotopie. Denn dafl diese Homotopie die ge-
wiinschten FEigenschaften hat, kann man daraus sehen, dafl die Homotopie, als eine
adjungierte Abbildung, ja beschreibbar ist als die zusammengesetzte Abbildung

SIX|x Al —— S|S|X| x A 2", gix] .
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Korollar (Kombinatorische Beschreibung von Elementen von Homotopiegruppen). Sei
X simpliziale Menge, mit Basispunkt zo: AY — X . Es sei vorausgesetzt, dafi X die
Erweiterungs-Bedingung erfiillt. Jedes Element von m,(|X|, |xo|) ist représentierbar
durch eine Abbildung
a: (A", 0A") — (X, x0) .

Ein solches Element ist dann, und nur dann, trivial, wenn die Abbildung o« : A™ — X
sich fortsetzen liBt zu einer Abbildung &: A"T' — X, mit o als der Abbildung der
letzten Seite, und wo alle anderen Seiten in den Basispunkt xy abgebildet werden.

Beweis. Ein Element von m,(|X], |xg|) ist, nach Definition, reprisentierbar durch
eine Abbildung

([A™], [0A"]) — (IX], |zol) -
Nach dem Satz ist die Abbildung homotop, relativ zu dem Unterraum |[0A™|, zu einer
“realisierten” Abbildung. Das gibt die Abbildung «.

Wenn die Abbildung a das triviale Element reprisentiert, dann gibt es eine Er-
weiterung der Abbildung |«| zu einer Abbildung

CIA™ (AT — (X Jaol) -

Nach dem Satz ist die Abbildung homotop, relativ zu dem Unterraum |[0A™ |, zu einer
“realisierten” Abbildung. Das gibt die Abbildung «. a

Lemma. Fiir den Beweis des Satzes gentigt es, den Spezialfall
(L,K) = (A™,0A™) , n=0,1,2,...,

zu behandeln.

BEwEIs. Wir nehmen diesen Spezialfall hier als gegeben an und zeigen, wie daraus der
allgemeine Fall des Satzes folgt.

Bezeichne L™ das n-Skelett von L, relativ zu K; also die Unter-simpliziale-Menge
von L, die erzeugt ist von den Simplizes der Dimension < n, zusammen mit denjenigen
von K . Eine auf |L| definierte Abbildung ¢ entspricht einem kompatiblen System {g,, }
von Abbildungen auf den |L™|, und die Abbildung g wird “realisiert” sein dann, und
nur dann, wenn die g, es alle sind; &hnlich auch entspricht eine Homotopie von auf |L|
definierten Abbildungen einem kompatiblen System solcher Homotopien fiir die |L™] .
Es wird folglich geniigen, geeignete kompatible Systeme anzugeben.

Sei n > 0. Es werde, induktiv, angenommen, dafl bis n—1 einschliefflich solche
Systeme schon konstruiert sind; oder, was auf dasselbe hinauslduft, dafl die einge-
schrinkte Abbildung g! |L"~1| schon deformiert wurde zu einer “realisierten” Abbil-
dung. Per Homotopie-Erweiterung fiir die Inklusion von CW-Komplexen |[L"~!| C |L]
konnen wir annehmen, dafl nicht nur die eingeschrinkte Abbildung, sondern auch die
Abbildung g selbst entsprechend deformiert wurde; wir behalten die Bezeichnung ¢ fiir
die Abbildung.
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Es ist
L™ = L™ ' Uy, xoan Jo x A™,

wo die Indexmenge J,, gegeben ist durch die Menge der nicht-ausgearteten n-Simplizes
von L, soweit diese nicht in K liegen. Fiir einen solchen Index j € .J, bezeichne
X;: A" — L die zugehorige charakteristische Abbildung. Die resultierende zusammen-
gesetzte Abbildung

n X
A" —— |L| —— |X]|

hat als ihre Einschrénkung die Abbildung |0A"| bl | |IL" 1| —4— |X|, die, nach
Induktions-Hypothese, eine “realisierte” Abbildung ist. Nach dem Spezialfall des Satzes,
den wir hier als gegeben annehmen, existiert deshalb eine Homotopie, relativ zu dem
Unterraum |[0A"™|, von der Abbildung go|x;| zu einer ebenfalls “realisierten” Abbildung.

Die resultierende Homotopie von der Abbildung auf der disjunkten Vereinigung,

| yes, Xl
| e, A" e L —— [X]

zusammen mit der konstanten Homotopie auf |L"~ 1|, liefert, per Zusammenkleben,
eine Homotopie, relativ zu dem Unterraum |L"~!|, von der (vorher schon etwas mo-
difizierten) Abbildung g, eingeschrinkt auf |L™|, zu der gewiinschten “realisierten”
Abbildung g, . Der Induktions-Schritt ist damit fertig. O

BEWEIS DES SATZES. Mit dem vorangegangenen Lemma haben wir uns darauf zuriick-
gezogen, den Satz in der folgenden Form zu zeigen:

Sei X eine simpliziale Menge, die die Erweiterungs-Bedingung erfiillt. Seien Ab-
bildungen
oAm L. x | |A" L |X|
gegeben, derart, dafl die Einschrinkungen von |f| und g auf |0A"| iibereinstimmen.
Dann existiert eine Abbildung von simplizialen Mengen,

A”LX,

so daf3 die geometrische Realisierung der Abbildung f’ homotop ist, relativ zu dem
Unterraum |0A"™|, zu der Abbildung g.

DER FALL n = 0. In dem Fall ist OA™ nicht da, g(]A"|) ist ein Punkt in |X|, und die
Behauptung ist, daf dieser Punkt in eine 0-Zelle (geometrische Realisierung von einem
0-Simplex) deformiert werden kann. Es ist klar (oder?), daf§ das geht.

DER FALL n > 1. Bei der Behandlung dieses Falles werden wir, induktiv, voraussetzen,
dafl die Angelegenheit fiir n—1 schon geklart ist.

Fiir einen sogleich durchzufithrenden Trick ist es angebracht, eine zusétzliche Vor-
aussetzung technischer Art iiber die Abbildung f : JA™ — X zu machen. Diese

Voraussetzung ist, dafl mindestens eine der Seiten von A™, sagen wir die 0-te, von
der Abbildung f trivial abgebildet wird.
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Die zusitzliche Voraussetzung ist keine Einschrankung der Allgemeinheit. Denn
zuniichst ist die Abbildung A"~! — X (die Einschrinkung von f auf die 0-te Seite)
homotop zu einer trivialen Abbildung (dies benutzt nicht einmal die Erweiterungs-
Bedingung). Da nun X die Erweiterungs-Bedingung erfiillt, sind wir in der Lage,
“Homotopie-Erweiterung” fiir Abbildungen nach X zu zitieren; es existiert also eine
Homotopie von f, die die genannte Homotopie erweitert. Schliefflich existiert auch eine
Erweiterung der induzierten Homotopie von |f| zu einer Homotopie der Abbildung g.
— Nachdem mit dem noch zu beschreibenden Argument die Existenz einer Homotopie,
relativ zu dem Unterraum |0A™|, von g zu einer “realisierten” Abbildung etabliert
ist, werden die Hilfs-Homotopien riickgéingig gemacht; dabei ist wieder “Homotopie-
Erweiterung” fiir Abbildungen nach X zu benutzen.

Im {ibrigen ist es keine zusétzliche Miihe, nicht nur die 0-te Seite trivial abzubilden,
sondern auch die Vereinigung davon mit der 0-ten Ecke (denn diese beiden werden
offenbar in dieselbe Zusammenhangskomponente von X abgebildet). Diese Modifikation
wollen wir auch noch machen.

Nun zum Argument. Als einen Basispunkt xo : A’ — X wihlen wir dasjenige
0-Simplex, in das die Abbildung f die 0-te Seite von A™ abbildet (und die 0-te Ecke
auch). Das zu beschreibende induktive Argument beruht darauf, da man aus der
Inklusion des Basispunktes eine Kan-Faserung p: £ — X machen kann:

A P g

L b

X — X

Wir méchten die Abbildung f gegen die Kan-Faserung p liften. Dazu liften wir zunéchst
zumindest einen groflen Teil davon:

Inkl
—_

Behauptung. Die eingeschrankte Abbildung Ay A" L X hat eine Liftung

zu einer Abbildung f: Ay} — E.

BEWEIS. Zunéchst liftet man die Ecke Nr. 0 von A™. Das geht, weil diese Ecke in
den Basispunkt abbildet (das haben wir oben so eingerichtet), und weil sicherlich das
Urbild unter p von dem Basispunkt x(y nicht-leer ist.

Anschliefend wird f der Reihe nach auf den (n—1)-Simplizes geliftet, die den
Trichter Aj ausmachen. Dabei hat man jedesmal, was wir frither bezeichnet haben
als eine verallgemeinerte Trichter-Fiillungs-Aufgabe vom Typ Vgilz die Aufgabe ist,
die Abbildung auf dem Simplex A™~! zu liften, relativ zu einer vorgegebenen Liftung
auf einer Vereinigung von Unter-Simplizes, deren jedes die Ecke Nr. 0 enthélt.

Im Falle von der ersten Seite (das ist hier tatsdchlich die Seite mit der Nr. 1),
besteht die genannte Vereinigung von Unter-Simplizes nur aus der 0-ten Ecke. Im Falle
der zweiten Seite hat man den Durchschnitt der zweiten Seite mit der ersten. Und so
weiter. O
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Behauptung. Die Abbildung g : |A™| — |X| hat eine Liftung g : |A"| — |E|, die
die geometrische Realisierung der Abbildung f : Ay — E erweitert.

BEWEIS. Wir wissen, daf§ die geometrische Realisierung der Kan-Faserung p: F — X
eine Serre-Faserung ist. O

Behauptung. Die Abbildung g : |A"| — |E| kann deformiert werden (mit einer
Homotopie relativ zu dem Unterraum g(|Ag|) ; und tiber |X| ) zu einer Abbildung

g: |A"| — |E|, deren Einschriankung auf den gesamten Rand |0A™| “realisiert” ist.

BEWEIS. Esist in der Rechtfertigung dieser Behauptung, wo wir den Induktions-Schritt
von n—1 auf n machen. Es bezeichne dazu F die Faser der Kan-Faserung p: £ — X
iiber dem Basispunkt z,

F = ExxA".
Es ist klar (oder?), da8 F' die Erweiterungs-Bedingung erfiillt.

Der Witz des Arguments ist nun, dafl die Einschrinkung von g auf die 0-te Seite
von |A"™| ganz in |F| hinein abbildet: das liegt an unserer technischen Voraussetzung,
daf} die 0-te Seite von A™ durch die Abbildung f ganz in den Basispunkt abgebildet
werden sollte. Die Einschrankung von g auf den Rand dieser 0-ten Seite ist eine
“realisierte” Abbildung: sie ist die geometrische Realisierung von der Abbildung f,
eingeschrénkt auf den ‘Rand’ des Trichters Ag .

Also koénnen wir, per Induktions-Voraussetzung, unseren Satz anwenden, um zu
schlieflen, daf§ die Einschrankung von g auf die O-te Seite von |A™| homotop ist,
relativ Rand, zu einer “realisierten” Abbildung. Aus dieser Homotopie erhalten wir,
per Homotopie-Erweiterung, eine Homotopie (relativ zu dem Unterraum g(|Ag]) ; und
iiber |X| ) von der Abbildung g zu der gewiinschten Abbildung g. O

ABSCHLUSS DES BEWEISES. Es bezeichne f : A" — E die Abbildung, deren geo-
metrische Realisierung die Abbildung §| |OA™| ist ( f existiert nach Definition dessen,
was es heifit, dafl die letztere Abbildung eine “realisierte” Abbildung ist). Die Abbildung
f hat die Eigenschaft, da ihre Komposition mit der Faser-Projektion p gleich der
urspriinglichen Abbildung f ist.

Wir benutzen nun, da die Inklusion i : A® — E eine Homotopie-Aquivalenz in
einem sehr starken Sinne ist: Es ist nicht nur AY starker Deformationsretrakt von E
nach der geometrischen Realisierung. Sondern AY ist auch starker Deformationsretrakt
von F im simplizialen Sinne: FE ist “azyklischer Kan-Komplex”.

Es folgt, dal die Abbildung f erweitert werden kann zu einer Abbildung f’; und
daB |f’| homotop ist, relativ zu dem Unterraum |0A"™|, zu der Abbildung 3.

Die Projektion von f’ (das heiBt, die Komposition davon mit p) ist nun die ge-
wiinschte Abbildung f’. Und die Projektion der Homotopie ist die gewiinschte Homo-
topie von |f’| zu g. a
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Fiir Simplizialkomplexe gibt es eine Version des Approximations-Satzes, die nicht auf
die Erweiterungs-Bedingung verweist, sondern stattdessen auf die Moglichkeit, einen der
beteiligten Komplexe (die Quelle der Abbildung) zu unterteilen.

Bei fritherer Gelegenheit haben wir diskutiert, wie ein Simplizialkomplex, zumindest
nachdem man ihn ‘angeordnet’ hat, als ein Spezialfall einer simplizialen Menge aufgefafit
werden kann (die Konstruktion des “Hinzunehmens ausgearteter Simplizes”). Die auf
solche Weise entstehenden simplizialen Mengen sind untypisch insofern, als sie sowohl
“endlich” als auch “nicht-singulér” sind im Sinne der beiden folgenden Definitionen (von
denen die erste fiir uns nicht neu ist):

DEFINITION. FEine simpliziale Menge ist endlich, wenn es nur endlich viele nicht-
ausgeartete Simplizes gibt.

DEFINITION. Eine simpliziale Menge ist nicht-singuldr, wenn gilt: fiir jedes nicht-
ausgeartete Simplex ist die charakterische Abbildung eine injektive Abbildung.

Es ist klar (oder?), dafl die charakteristische Abbildung von einem n-Simplex schon
dann injektiv sein wird, wenn die n+1 Ecken von dem Simplex alle verschieden sind.

BEISPIELE. (1) Der iibliche ‘Kreis’ (je ein nicht-ausgeartetes 0-Simplex und 1-Simplex)
ist ‘singulér’ (d.h. nicht ‘nicht-singulér’ im Sinne der obigen Definition).

(2) Es gibt einen ‘Kreis’ mit je zwei nicht-ausgearteten 0-Simplizes und 1-Simplizes.
Dieser ‘Kreis’ ist nicht-singuldr, er kommt aber nicht von einem Simplizialkomplex her.

Der “Unterteilungs”-Begriff, den wir hier verwenden, ist eine Variante von dem friihe-
ren Begriff der baryzentrischen Unterteilung. Er ist Variante in zweifacher Hinsicht:

— es werden nicht alle Simplizes unterteilt;
— die Sperzifizierung der Anordnung der Ecken ist anders (und komplizierter).

Sei dazu L eine simpliziale Menge, die endlich und nicht-singulér ist, und K C L
eine Unter-simpliziale-Menge. Eine Stern-Unterteilung von L, weg von K, wird, nach
Definition, auf die folgende Weise erhalten: Fiir ein K’, mit K € K’ C L, werden die
nicht-ausgearteten Simplizes von L, die nicht in K’ liegen, stellar unterteilt; und zwar
in der Reihenfolge aufsteigender Dimension: erst 1, dann 2, usw.; ein Simplex “stellar”
zu unterteilen, heift dabei, es zu ersetzen durch den Kegel auf seinem (schon vorher
unterteilten!) Rand. — Die Definition ist bisher insofern unvollstdndig, als noch zu
spezifizieren ist, wie die Eckenanordnung in den Simplizes sein soll (was die simpliziale
Struktur festlegt). Es liegt in der Natur der Sache, dafl diese Spezifizierung erst spéter
gemacht werden kann (s. unten fiir die nachzuholenden Details).

Eine iterierte Stern-Unterteilung von L, weg von K, entsteht durch endlich viele
Wiederholungen dieser Konstruktion (wobei die diversen K’ nichts miteinander zu tun
haben miissen ; aufler, da8 sie alle K enthalten). Das Resultat der Konstruktion ist eine
simpliziale Menge L (bis auf die noch nachzuholende Spezifizierung), die auch endlich
und nicht-singulér ist, die ebenfalls K enthilt, und deren geometrische Realisierung zu
derjenigen von L isomorph ist (isomorph relativ zu der identischen Abbildung auf |K).
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Satz. Sei X eine simpliziale Menge. Sei K C L ein Paar von endlichen nicht-singuldren
simplizialen Mengen. Es seien Abbildungen

K-Lox . || |x|

vorgegeben, derart, daf3 die Einschrdnkungen von |f| und g auf |K| iibereinstimmen.
Es existiert dann L, eine iterierte Stern-Unterteilung von L, weg von K ; und es existiert
eine Abbildung von simplizialen Mengen, f':L — X, derart, dafl die Abbildung

L ~ |T] 1L x|

homotop ist, relativ zu dem Unterraum |K|, zu der Abbildung g.

BEWEIS. Aus dem X machen wir einen Kan-Komplex durch den Prozefl des ‘Trichter-
Fiillens’: die frither beschriebene Konstruktion X +— ¥(X).

[ Zur Erinnerung: Es entsteht ®(Z) aus Z durch “Fiillen aller Trichter”; und es
ist definiert ®"(X) = ®(®" (X)), ®°(X) =X, und ¥(X) = {J,, 2"(X) . ]
Wir kénnen den oben gegebenen Satz dann anwenden auf die zusammengesetzte

Abbildung ¢ :

L] -5 X 5 [ e(X)
Wir erhalten, daf eine Homotopie davon existiert, relativ zu dem Unterraum |K|, zu
einer ‘realisierten’ Abbildung g¢’.

Nun ist |¥(X)| = UJ,, |2"(X)| die Vereinigung einer aufsteigenden Folge:
x| = [2°(X)] c [2'(X)] C |[*(X)| € -

und ¢'(|L|) ist kompakt (wegen der Endlichkeit von L). Es existiert also ein m, so
dal schon ¢'(|L]) C |®™(X)|. Per absteigender Induktion iiber dieses m folgt der
Satz deshalb aus dem folgenden Lemma:

Lemma. Sei Y eine simpliziale Menge, K C M ein Paar von endlichen nicht-singuléren
simplizialen Mengen, und

K -1 . v

Inkl l l Inkl

M —— ®(Y)
£
ein kommutatives Diagramm. Es existiert M', eine Stern-Unterteilung von M , weg
von K, und eine Abbildung f': M’ —'Y derart, daf3 die Abbildung

[£ Inkl

M| ~ |M]

Y] [@(Y)]

homotop ist, relativ zu dem Unterraum |K|, zu der Abbildung |f].
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BEWEIS. Fiir den Beweis werden wir so tun, als entstiinde ®(Y') aus dem Y durch eine
einzige Trichter-Fiillung (und nicht durch ganz viele gleichzeitig).

[Fiir das richtige Vorgehen mufl man die vielen Trichter-Fiillungen durch einen an-
gehéingten Index kennzeichnen; und diesen Index dann an viele andere Dinge ebenfalls
anhingen. — Alternativ kénnte man argumentieren, dafl von den Trichter-Fiillungen
ohnehin nur endlich viele wirklich verwendet werden (wegen der Kompaktheit von |M| ).
Diese endlich vielen kann man dann nacheinander behandeln; was auf eine weitere
Induktion hinauslduft. Bei solchem induktiven Vorgehen sollte man allerdings das
Wort “Stern-Unterteilung” in der Formulierung des Lemmas ersetzen durch die Worte
“iterierte Stern-Unterteilung”. ]

Statt von ®(Y') reden wir also jetzt von Y = Y Up» A™. Die Idee fiir das weitere
Vorgehen ist, die beiden hinzugekommenen Simplizes in Y+ ihrerseits zu unterteilen;
und zwar in der Weise, daB fiir das durch die Modifikation entstehende Y’ nunmehr
eine Retraktion in die Unter-simpliziale-Menge Y hinein definiert werden kann. Wenn
es nun noch gelingt, eine kompatible Unterteilung M’ von M zu finden, so wird man
eine Abbildung M’ — Y’ haben. Die gesuchte Abbildung kann dann definiert werden
als die Komposition M’ — Y’ — Y.

Bei der Ausfithrung der Details treffen wir auf das folgende Problem. Da wir iiber die
Anhefte-Abbildung A} — Y nichts voraussetzen kénnen, diirfen wir insbesondere auch
nicht annehmen, daf sie eine injektive Abbildung ist. Es kann deshalb sein, dafl Y+
singuldr ist; selbst dann, wenn Y es nicht ist. ‘Singularitéit’ aber ist schlecht fiir
Unterteilung: da Unterteilungen konstruiert werden durch die induktive Behandlung
nicht-ausgearteter Simplizes, werden wir auf Komplikationen gefaflt sein miissen, wenn
wir nicht voraussetzen koénnen, dafl ein nicht-ausgeartetes Simplex als Rédnder auch nur
nicht-ausgeartete Simplizes hat.

Zum Gliick 148t dieses spezielle Problem sich sehr leicht umgehen. Was wir anstreben,
ist ja nur eine lokale Anderung: wir wollen nur solche Simplizes in M unterteilen, die
iiber den beiden neuen Simplizes von Y ' liegen. Eine Pullback-Konstruktion gibt uns
nun die Moglichkeit, uns auf diese ‘lokale’ Situation zu konzentrieren. Der Witz dabei
ist, dafl ‘Nicht-Singularitit’ eine automatische Konsequenz sein wird.

Wir definieren Ko = M Xy+ A} und My = M xy+ A™. Dann sind Ky und M,
nicht-singulér (denn Produkte von nicht-singuléren simplizialen Mengen sind wieder
nicht-singulér; und Unter-simpliziale-Mengen ebenfalls), und M entsteht aus dem Teil
tiber Y durch Ankleben von M, entlang K ,

M = (M Xy+ Y)UKOMO .

Per ‘Zusammenkleben’ folgt das Lemma also aus dem folgenden speziellen Fall:
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Behauptung. Seien Ky C My endliche nicht-singulére simpliziale Mengen. Es sei ein
kommutatives Diagramm von Abbildungen simplizialer Mengen gegeben:

f

Ko —1— A»

Inkl l J/ Inkl

My — A™
£
Dann existiert M|, eine Stern-Unterteilung von My, weg von Kq, und es existiert eine
Abbildung f': M} — A} derart, daB8 die Abbildung

']

Inkl
Mo~ [Mg| ——— |A}] —

|A”|
homotop ist, relativ zu dem Unterraum |Ky|, zu der Abbildung \ﬂ

BEwEIs. Die Existenz der Homotopie wird eine automatische Konsequenz sein, wegen
der Zusammenziehbarkeit von |A™|. Es geht nur um die Existenz der Abbildung f;
vorausgesetzt, diese Abbildung f’ wird eine Erweiterung der Abbildung f sein.

Die Nicht-Singularitat kommt auf die folgende Weise ins Spiel. Wenn W eine nicht-
singuldre simpliziale Menge ist, dann macht es Sinn, die nicht-ausgearteten Simplizes
von W alleine zu betrachten. Man bekommt, was wir frither als eine A-Menge be-
zeichnet haben; einen (kontravarianten) Funktor, nicht auf der ganzen Kategorie A,
sondern auf der Unterkategorie inj-A, die aus den injektiven Abbildungen in A besteht:

W: (inj-A)°® — (Mengen) , [n] — W, ;

wo eben, nach Definition, W,, die Menge der nicht-ausgearteten Simplizes in W,, ist.

Die A-Menge W ihrerseits hat eine zugeordnete simpliziale Menge (per Hinzunahme
von ausgearteten Simplizes), und diese simpliziale Menge ist W selbst (bis auf kanoni-
sche Isomorphie). Das liegt daran, dal jedes Simplex in W auf eine, und nur eine,
Weise dargestellt ist als “Ausartung von einem nicht-ausgearteten Simplex”. Ferner hat
W eine geometrische Realisierung als A-Menge,

W +—— Real(W)

(es wird nur mit Hilfe der Rand-Abbildungen zusammengeklebt). Wie wir wissen, gibt
es schliellich auch einen kanonischen Isomorphismus zu der ‘richtigen’ geometrischen
Realisierung:

Real(WW) = |W]|

Der Nachweis der Behauptung geht nun wie folgt.
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Es werde U(A") definiert als eine Stern-Unterteilung von A™, weg von AT ; und
zwar so, daf die beiden Simplizes von A", die nicht in A? liegen, wirklich unterteilt
sind.

Die Ecken-Numerierung soll dabei so gewihlt werden, dafl eine Retraktion von U(A™)
nach A7 definiert werden kann. Dazu bekommt der ‘Baryzenter’ der (n—1)-dimensi-
onalen Seite die Nummer ¢, und der ‘Baryzenter’ von dem n-Simplex selbst die Nummer

1

iz (eine Nummer, die zwischen 7 und i+1 liegt). Es ist klar (oder?), da8 mit diesen

Vorgaben die gewiinschte Retraktion wirklich existiert.

Der Ubergang von M, zu M;J besteht in einer Stern-Unterteilung, weg von Kj.
Dazu werden, induktiv, diejenigen Simplizes stellar unterteilt, die iiber den beiden un-
terteilten Simplizes in A" liegen ; nennen wir diese beiden Simplizes A; und As.

Wenn B ein solches Simplex bezeichnet, dann ist bei der Unterteilung von B auf
einige Dinge besonders zu achten: Bei der Wahl des Isomorphismus

Real(B) = Real(Unt(B))

ist der fiir die Unterteilung verwendete (Kegel-) Punkt in Real(B) so zu wihlen,
daf er iber dem entsprechenden Punkt in Real(A;) bzw. Real(A3) liegt. Wie oben
angedeutet, so wird man fiir den Kegelpunkt in A; den Baryzenter genommen haben.
Es wird aber im allgemeinen nicht moglich sein, fiir den dariiber liegenden Punkt in
B ebenfalls den Baryzenter zu nehmen. [ Zum Beispiel, wenn man ein 2-Simplex affin
und eckenerhaltend auf ein 1-Simplex abbildet, so ist der Baryzenter von dem 2-Simplex
nicht enthalten im Urbild von dem Baryzenter vom 1-Simplex. | Man wird sich damit
begniigen miissen, irgendeinen inneren Punkt von B in diesem Urbild zu nehmen. Es ist
klar (oder?), dafl es einen solchen Punkt gibt: das Urbild ist (nicht leer und) isomorph
zu einem Produkt von Simplizes; ndmlich isomorph zum Produkt derjenigen Simplizes
in B, die die Urbilder der Ecken von A; sind.

Schliefllich mufl man auch noch darauf achten, daff die Nummer fiir die neue Ecke
geeignet gewéhlt wird. (|
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Zusatz S. 61

Die in der letzten Zeile auf S. 61 aufgestellte Behauptung bedarf einer Rechtfertigung.

Denn einerseits soll das anzuheftende M ja modifiziert werden zu M{, (durch Stern-

unterteilung, weg von Kj). Andererseits hat man keinen Grund zu der Annahme,
dafl die Anhefte-Abbildung
(M Xy + Y) — KO

injektiv ist. Deshalb ist es nicht selbstversténdlich, daf3 das resultierende
M = (M xy+Y)Ug, M .

tatsdchlich nicht-singulér ist.

Um zu sehen, dafl das Problem nicht wirklich auftritt, iiberlegen wir uns, dafl das
verwendete My (also der omindse Pullback M xy+ A™) auch durch etwas anderes,
kleineres ersetzt werden konnte.

InYr=Y Uar A™ gibt es genau zwei nicht-ausgeartete Simplizes, die nicht in YV’
liegen. Diese beiden kommen von A", es sind der Erzeuger von A™ und der von dessen
i-ter Seite.

Wir betrachten diejenigen Simplizes in M , die unter der Abbildung M — Y nicht
nach Y abbilden. Ein solches Simplex bildet dann ab auf eines, das iiber einem der
beiden genannten Simplizes liegt (d.h. davon eine Ausartung ist). Und die Abbildung
von einem solchen Simplex liftet (in eindeutiger Weise) zu einer Abbildung nach A™.

Wenn also Ny definiert wird als die von diesen Simplizes erzeugte Unter-simpliziale-
Menge von M (bzw. als die von den nicht-ausgearteten unter den genannten Simplizes
erzeugte simpliziale Menge — das lduft natiirlich auf dasselbe hinaus), so liftet die
Abbildung Ny — Y zu einer Abbildung Ny — A™. Das bedeutet, daf8 die Inklusion
No — M liftet zu einer Inklusion in den Pullback, Ny — Mj.

Wir kénnen nun M, ersetzen durch die Unter-simpliziale-Menge Ny. Das Problem
ist dann nicht mehr da, da die Anhefte-Abbildung fiir Ny,

(M xy+Y) «— KyN Ny
eine injektive Abbildung ist.

Wir sehen aber auch, im Nachhinein, dafl es vorher ein Problem nicht wirklich gab.
Denn wenn man von der simplizialen Menge M, die Sternunterteilung weg von Ky
bildet, so sind von der Konstruktion nur solche Simplizes betroffen, die in Ny liegen.



Beschreibung simplizialer Homotopien

Es geht hier um eine “kategorielle” Beschreibung simplizialer Homotopien. Unser Inter-
esse daran ist nicht so sehr die grofie Allgemeinheit, die damit (auch) erreicht wird. Es
geht vielmehr darum, in relevanten Fillen eine effiziente Beschreibung von Homotopien
zur Verfiigung zu haben.

Sei D eine Kategorie. Sei A ein Objekt von D. Man definiert, in dieser Situation,
eine Kategorie
D/A,

die “Kategorie der Objekte in D iiber A”. Die Objekte sind die Paare (D,d) :
D € D (ein Objekt aus D),
d: D— A (ein Morphismus in D zu dem ausgewéhlten Objekt A) .
Und ein Morphismus in D/A, von (Dy,dy) zu (D1,d1), ist ein Morphismus
Dy L, D,

in D, der mit den Struktur-Abbildungen vertriglich ist. Das heifit, das folgende Dia-
gramm ist kommutativ:

DOL)Dl

W |

Fiir unsere gegenwirtigen Zwecke benttigen wir von dieser Begriffsbildung den Fall,
wo D die Kategorie A der geordneten Mengen [0], [1], [2], ...,

n] = {0<1< - <n},
und ihrer schwach monotonen Abbildungen ist; und A das spezielle Objekt
1]
in A.
Die Objekte der Kategorie A/[1] sind also die Paare ([n],a), bestehend aus einer
geordneten Menge [n] und einer schwach monotonen Abbildung a: [n] — [1]. Und

ein Morphismus in A/[1], von ([ng],a0) zu ([n1],a1), ist eine schwach monotone
Abbildung [ng] — [n1], die mit den Struktur-Abbildungen vertréiglich ist.
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Es gibt eine offensichtliche “Vergifi”’-Abbildung von A/[1] zu A. Wir bezeichnen
diesen Funktor mit 7; also

wo AN — A, (n],a) — ]
Umgekehrt gibt es auch zwei ebenso offensichtliche Abbildungen von A zu A/[1],
to: A — AJ[1] 1 A— AJ/[1]
[n] — ([n],*0) [n] — ([n], ‘1),

wo ‘0’ (bzw. ‘1’) die triviale Abbildung [n] — [1] mit Wert 0 (bzw. 1) bezeichnet.

Es sei C eine Kategorie. Ein simpliziales Objekt in C ist, nach Definition, ein Funktor
X: A —C |, [n] — X, .

Die simplizialen Objekte in C bilden ihrerseits eine Kategorie: eine Abbildung von X
zu Y ist (nach Definition) eine natiirliche Transformation von Funktoren.

Wenn X ein simpliziales Objekt in C ist, so bezeichnen wir mit X* den Funktor
von (A/[1])°P zu C, der definiert ist als die Zusammensetzung

X

(A/n)r - ar X

Definition. Seien X und Y simpliziale Objekte in C. Eine simpliziale Homotopie, von
Abbildungen von X zu Y, ist eine natiirliche Transformation von Funktoren X* — Y*.

Naturgemifl werden wir erwarten, dafl zu einer Homotopie zwei Abbildungen von X
zu Y gehoren: eine Abbildung fy, wo die Homotopie ‘startet’, und eine andere, f;, wo
sie ‘aufhort’. Das ist auch der Fall:

Wir bekommen die Abbildung fy iiber die Bemerkung, dafl der zusammengesetzte

Funktor
X

AP s (A/[1] )P —T— A°P C .

wieder X ist (da mo¢y = Ida); daBl demgeméif die natiirliche Transformation von
X* zu Y*, per Zuriickziehen entlang ¢g, eine natiirliche Transformation von X zu Y
induziert.

Ahnlich bekommen wir f; unter Zuhilfenahme von ¢; : A% — (A/[1])°P.

Satz. Wenn C die Kategorie der Mengen ist, dann ist “simpliziale Homotopie” der
iibliche Begriff: eine simpliziale Homotopie von fy zu f entspricht einer Abbildung
F: X x A' =Y, die an ihren ‘Enden’ auf fy und f, einschrankt.

BEWEIS. Eine solche Abbildung F' ist eine natiirliche Transformation; also ein kom-
patibles System von Abbildungen, indiziert durch die [n] aus A°P,

X, x Homa([n], [1]) = X, x (AY), = (X xAY), — Y, .
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Das ist aber dasselbe wie ein kompatibles System von Abbildungen
Xn B Yn
indiziert durch die ([n],a) aus [],; Homa([n], [1]). Die Menge ][,,; Homa([n], [1])

ist aber auch die Menge der Objekte von (A/[1])°P. Eine natiirliche Transformation
von X* zu Y* ist also ebenfalls ein kompatibles System von Abbilungen

X, — Y,
indiziert durch [[;,, Homa([n], [1]).

[ Natiirlich sollten wir hier im Prinzip nachpriifen, da§ “kompatibel” in den beiden
Féllen wirklich dasselbe bedeutet. Auf diese Nachpriifung pafit die Charakterisierung
“La preuve se fait par ’ane qui trotte”: man schreibt die Sachen aus und sieht, daf} es
wirklich so ist. Wir lassen das hier weg. |

Wir notieren noch, dafi die Restriktion auf den ‘Anfang’ aus der Abbildung F' re-
sultiert durch die Einschrankung entlang der Inklusion der Ecke Nr. 0. Wenn man die
Inklusion schreibt als

A — A o] (0], 07
so ergibt sich die obige Beschreibung der Abbildung fj. O

Bemerkung. Fiir den Beweis des Satzes gibt es noch eine etwas andere Betrach-
tungsweise, die hier zumindest angedeutet werden soll.

Einer simplizialen Menge Z kann man eine Kategorie simp(Z) zuordnen. Die Ob-

jekte dieser Kategorie sind die Paare
(In],z), z€ Z,.

Und ein Morphismus in simp(Z), von ([ng],z20) zu ([n1],21), ist eine schwach mono-
tone Abbildung «: [ng] — [n1] (also eine Abbildung « in A von [ng] zu [ni] ) mit
der Eigenschaft, dal zp = a*(z1).

Wenn W eine simpliziale Menge iiber Z ist (ein Paar bestehend aus der simplizialen
Menge W und einer Abbildung f: W — Z), so bekommt man iiber die “Urbild”-

Funktion einen Funktor
simp(Z)°® — (Mengen) .

Da die Konstruktion mit Abbildungen vertraglich ist, bekommt man so einen Funktor
(simpliziale Mengen iiber Z) — (mengenwertige Funktoren auf simp(Z)°?) .

Dieser Funktor ist eine Aquivalenz von Kategorien.
Insbesondere bekommt man so eine Aquivalenz von der Kategorie der simplizialen
Mengen iiber A' zu der Kategorie der mengenwertigen kontravarianten Funktoren auf
simp(A') = A/[1] .

Ist X eine simpliziale Menge, so entspricht unter der Aquivalenz die simpliziale Menge
X x Al (aufgefaBit als simpliziale Menge iiber A!) dem oben mit X* bezeichneten
Funktor (A/[1])°? — (Mengen) . O
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Definition. Sei X : A°? — (C ein simpliziales Objekt in einer Kategorie C. Der
“Wege-Raum” von X ist definiert als das simpliziale Objekt, ebenfalls in C, das aus X
entsteht als der zusammengesetzte Funktor

shift X
—_

PX: A°P A% ——C , (PX), = Xny1 -

Dabei ist ‘shift’ der Funktor A — A, der [n] auf [n+1] abbildet; und der einer schwach
monotonen Abbildung a : [m] — [n] die Abbildung o’ : [m+1] — [n+1] zuordnet, die
definiert ist durch /(0) =0 und o'(i+1) = a(i) + 1.

Die Tatsache, dafl ein Wege-Raum als einen Deformationsretrakt den Raum der
trivialen Wege besitzt, hat hier ein Analogon:

Satz. PX ist simplizial-homotopie-édquivalent zu dem (trivialen) simplizialen Objekt
[TL] = Xo .

Beispiel. Wenn C die Kategorie der Mengen ist, so ist das triviale simpliziale Objekt
[n] — Xo eine ‘diskrete’ simpliziale Menge. Wenn also X eine simpliziale Menge ist,
die reduziert ist (das heifit, es gibt nur ein einziges 0-Simplex in X ), dann ist [n] — X
isomorph zum ‘0-Simplex’, A°. Damit ist PX zusammenziehbar in dem Fall.

BEWEIS DES SATZES. Die Abbildung [0] — [n+1], 0 — 0, gibt eine Abbildung
(PX)n, — (Xo)n. Fiir variables n sind diese Abbildungen mit den Struktur-Ab-
bildungen vertriglich (das liegt insbesondere daran, dafl die 0-te Rand-Abbildung
von X nicht in PX verwendet wird). Man hat also eine Abbildung von simplizialen

Objekten
r: PX — X .

Umgekehrt hat man auch eine Abbildung in der anderen Richtung, s: Xy — PX ; sie
ist gegeben durch die Abbildungen Xy — X,,41, induziert von [n+1] — [0].

Es ist klar (oder?), daf§ die Komposition 7 o s gleich der identischen Abbildung auf
Xy ist. Die andere Komposition, sor, ist homotop zur identischen Abbildung auf PX :
Die gewiinschte Homotopie ist gegeben durch die natiirliche Transformation

(a: [n]—=[1]) — (95 Xog1 — Xpy1)
die induziert ist von
(a: [n]—=[1]) = (¢a: [n+1] — [n+1])

( eine natiirliche Transformation kovarianter Funktoren A/[l] — A ,

nimlich von dem Funktor “ shift o ” zu sich selbst )

wo ¢4(0) = 0 und

Jj+1, wenn a(j) =

suti+t) = |

1
0, wenn a(j) = 0.
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Nerven von Kategorien

1

Sei C eine Kategorie.© Man ordnet ihr eine simpliziale Menge zu, den sogenannten

“Nerv” von C. Diese simpliziale Menge wird mit NC bezeichnet.

Die simpliziale Menge NC ist so gemacht, dal die 0-Simplizes den Objekten von
C entsprechen, und die 1-Simplizes den Morphismen. NCy wird also die Menge der
Objekte von C sein; und NC; die Menge der Morphismen.

Allgemein ist NC,,, die Menge der n-Simplizes, definiert als die Menge der Dia-

¢

gramme “vom Typ [n]

”

in C . Ein n-Simplex entspricht also einer Folge in C:
Co—=C — 7 Ch-1"7Cn

Mit Hilfe von einem kleinen Klimmzug kann man die Dinge noch ein wenig prignan-
ter ausdriicken. Namlich die geordnete Menge [n] kann ihrerseits als eine Kategorie
angesehen werden. Die Objekte von [n] sind 0, 1, ..., n; und die Sache mit den Mor-
phismen ist wie folgt geregelt: zu je zwei Objekten i und j in der Kategorie [n] gibt
es hochstens einen Morphismus von 4 zu j ; und zwar gibt es einen solchen Morphismus
genau dann, wenn ¢ < j. — Nach dieser Sprachschopfung kénnen wir nun sagen,
daf} ein n-Simplex von NC einem Funktor [n] — C entspricht.

Eine schwach monotone Abbildung « : [m] — [n] (also ein Morphismus in der Buch-
fithrungs-Kategorie A ) wird zu einem ‘Funktor’ [m] — [n]. Die Struktur-Abbildungen
in der simplizialen Menge NC konnen deshalb {iber die Zusammensetzung von Funk-
toren definiert werden: o* : NC,, — NC,, ist die Abbildung:

(L) — (a(H=rfoa: - -Lc)

Die Konstruktion C —— NC hat einige bemerkenswerte Eigenschaften:

1Um Verwirrungen mit der Terminologie zu vermeiden, wollen wir annehmen, dafi C eine “kleine”
Kategorie ist; daf} also die Objekte von C eine “Menge” bilden (und nicht nur eine “Klasse”). Diese Art
von Unterscheidung hat ihren Ursprung in den ‘Grundlagen’ der Mathematik; der Unterschied zwischen
den Termen erkliart sich wie folgt. Wenn man versucht, Mathematik axiomatisch zu begriinden, so
mufl man ja die Regeln festlegen. Insbesondere mufl man sich darauf festlegen, ob bei einer Menge
es immer eine erlaubte Operation sein soll, die Potenzmenge davon zu bilden. Ein unkritisches “ja”
an dieser Stelle fithrt sehr schnell zu absurden Konsequenzen, wie man an Beispielen wie der “Menge
aller Mengen” sieht (was wére von dem Ding die Potenzmenge??). Ein relativ einfacher Ausweg aus
dem Dilemma ist es, auch ‘Mengen’ zu benutzen, bei denen man ausdriicklich darauf verzichtet, etwa
die Potenzmenge jemals bilden zu wollen; die nennt man dann, zur Unterscheidung, “Klassen”. —
Die Angelegenheit wurde angesprochen in der Hoffnung, auf die Weise Verwirrung zu vermeiden. Wir
wollen sie jetzt ganz schnell vergessen.
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Bemerkung. Die Kategorie C ist aus der zugeordneten simplizialen Menge NC re-
konstruierbar: Die Menge der Objekte und die Menge der Morphismen sind durch die
beiden Mengen NCy und NC; gegeben. Die (Ausartungs-)Abbildung:

NCy — NC1 , c¢g +— (c();co)
gibt den “identischen Morphismus” eines Objekts ¢y. Die beiden Rand-Abbildungen:
NC, — NCy , (CoLcl) — ¢y, bzw. —
geben “Quelle” und “Ziel” von einem Morphismus f. Schliellich, zu zwei Morphismen
co —25 ¢; und ¢; —Z5 ¢y (Ziel(g1) = Quelle(g2)!) gibt es ein (und nur ein) 2-Simplex

g1 g2
Co ——C —— C2

so daf} die beiden vorgegebenen Morphismen davon die Bilder sind unter den Rand-
Abbildungen
NCy — NC;

mit den Nummern 0 (Weglassen von ¢ ) und 2 (Weglassen von ¢z ). Die Rand-Abbildung
mit der Nummer 1 entspricht dem Weglassen von c¢;; was darauf hinauslauft, daf§ das
resultierende Element von NC; dem zusammengesetzten Morphismus c¢q 200, Co
entspricht. — Ansonsten sind in den simplizialen Identitdten noch einige Eigenschaften
kodifiziert, die eine Kategorie nun einmal hat: Die Identitit dosg = Id = disg fiir
Abbildungen NCy — NC; — NCp driickt die Tatsache aus, dafi Quelle oder Ziel von
einem identischen Morphismus wieder das Ausgangs-Objekt ergeben. Die Identitét
didy = didy fiir Abbildungen NC3 — NCy; — NC; ist das Assoziativitdtsgesetz fiir die
Komposition der Morphismen in C.

Beispiel. Fiir die ‘Kategorie’ [k] ist N[k] = A¥: Denn ein ‘Funktor’ [n] — [k] ist
dasselbe wie eine schwach monotone Abbildung. Folglich ist (N[k]),, ~ Homa ([n], [k])
in einer Weise, die mit den Struktur-Abbildungen vertraglich ist.

Bemerkung. Der Funktor
(Kategorien) —— (simpliziale Mengen) , C —— NC ,

ist mit Produkten vertréglich: Denn im Falle von einer Produkt-Kategorie C’ x C” hat
man eine natiirliche Abbildung N(C’ xC"”) — NC' x NC”. Diese Abbildung ist in
der Dimension n gegeben durch die Abbildung von Mengen von Funktoren:

Fun([n], C' xC") — Fun([n], C") x Fun([n], C")
Es ist klar (oder?), daB letztere Abbildung ein Isomorphismus ist.

Bemerkung. Folgendes ist von geradezu phantastischer Wichtigkeit (wie sich heraus-
stellt). Seien C und D Kategorien. Eine natiirliche Transformation von Funktoren von
C zu D kann ihrerseits beschrieben werden als ein Funktor von (anderen) Kategorien;
niamlich als ein Funktor C x [1] — D. Per Ubergang zu Nerven resultiert daraus eine
Abbildung

NCx A' =2 N(Cx[1]) — ND ;

also eine “simpliziale Homotopie” von Abbildungen von NC zu ND.
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Beispiel. Sei G eine Gruppe. Bezeichne <G> die Kategorie mit einem einzigen
Objekt * und mit
Hom_gs (%,%) = G .

Es ist dann
(N<G>), {*—>*—>**g—">*}
mit Rand-Abbildungen:

(92, 9n) fir 0 =1
di( 91,92, -, 9n) = (g1,---,9i " Git1s---,9n)  fir 0<i<n
(g1s-+y9n-1) fiir i=n
und Ausartungs-Abbildungen:
Sj(glu"wgn*l) = (917"‘7gj717.gj+17"‘7gn*1) ) Ogjgn_l

Bemerkung. Wenn G eine kommutative Gruppe ist, dann sind die Rand- und Aus-
artungs-Abbildungen von N<G> Gruppenhomomorphismen; es ist klar (oder?), dafl
die {ibrigen Struktur-Abbildungen in dem Fall ebenfalls Gruppenhomomorphismen sind.
Im kommutativen Fall ist also N<G> eine simpliziale Gruppe (und zwar eine sim-
pliziale abelsche Gruppe).

Beispiel. Sei G eine Gruppe, sei f € G. Es gibt einen (und nur einen) Funktor
T <G> x[1] — <G>, 77(9,0) =g, T¢(%,0-1)=f.

Erklédrungen dazu: Die Kategorie <G> x [1] hat die beiden Objekte (x,0) und (x,1).

Die Kategorie <G> x[1] enthélt zwei isomorphe Kopien von <G>, namlich <G> x0
und <G> x 1. Die Morphismen in <G> x 0 werden mit (g,0) bezeichnet.

(#,0—1) bezeichnet den Morphismus von (x,0) zu (%, 1), dessen erste Komponente
das Eins-Element von G ist.

Die restlichen Daten des obigen Funktors sind erzwungen als 7¢(g, 1) = f~lgf;
das ergibt sich aus der Kommutativitit des Diagramms

(%, 0) _9=7(9:0) (%, 0)

7| I
_
Tf(*,l) g Tf(* 1)
(Komposition in der Gruppe wird hier von links nach rechts gelesen).

Der Funktor beschreibt eine natiirliche Transformation (und damit, nach Ubergang
zum Nerv, eine Homotopie) von der identischen Abbildung auf <G> zu dem durch f
gegeben “inneren Automorphismus”. Der innere Automorphismus wird die Identitét
sein, wenn G kommutativ ist (oder, allgemeiner: wenn f zentrales Element ist). Die
natiirliche Transformation ist aber nur dann die Identitdt, wenn f das Eins-Element
der Gruppe ist.
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Die Bar-Konstruktion

Der Name fiir die Konstruktion kommt daher, so sagt eine Theorie, dafl zwei Ménner
diese Konstruktion in einer Bar erfunden haben.

Eine andere Theorie sagt, der Name komme daher, dafl Eilenberg und MacLane
(das waren die beiden Ménner) bei der Gruppen-Homologie eine Notation verwendeten,
wo Tupel von Gruppen-Elementen vorkamen; und verschiedene Elemente waren jeweils
durch einen Strich (englisch: bar) voneinander getrennt — etwa so: (g1|gz2|. .. |gn)-

Definition. Sei G eine Gruppe. Es bezeichne BG die simpliziale Menge
BG: A°® — (Mengen) , [n] — BG,:= G" ,
mit Rand-Abbildungen d; : BG,, — BG,_1,

(92| - |gn) fir 0 =14
di(gr]g2] - lgn) = (91| -9 giv1] - 1 gn) fir 0<i<n
(g1] - gn-1) fiir i=n

und Ausartungs-Abbildungen s; : BG,,_1 — BG,,,

si(gr| - lgn-1) = (g1l ---lgil11gjs1] - |lgn-1) , 0<j<n—1

(wo “ 17 das Eins-Element von G bezeichnet ).

Bemerkung. Es ist klar (oder?), da8 die simpliziale Menge BG dasselbe ist wie die
frither mit N<G> bezeichnete simpliziale Menge: der Nerv der Kategorie <G> ; wo
eben <G> die Kategorie mit einem einzigen Objekt * ist und mit Morphismen-Menge

Hom_gs (%,%) = G .
O

Es sei erinnert an den Begriff des prinzipalen G -Biindels. Es handelt sich dabei um
eine simpliziale Menge E zusammen mit einer Operation von G auf F, die frei ist. Es
folgt daraus, wie wir wissen, daf die Projektion von E auf F/G (die simpliziale Menge
der Bahnen) ein lokal-triviales Biindel ist.

Satz. Es gibt ein G-Prinzipalbiindel EG, mit Bahnenraum (EG)/G ~ BG, derart,

da EG ‘zusammenziehbar’ ist im schwachen Sinn (das heifit, die geometrische Reali-
sierung |EG| ist homotopie-dquivalent zum ein-punktigen Raum).

71



Korollar. Die geometrische Realisierung |BG| ist ein Eilenberg-MacLane Raum fiir
die Dimension 1, mit Fundamentalgruppe G.

BEwEIs. EG — BG ist ein lokal-triviales Biindel, mit Faser G ; die geometrische
Realisierung |EG| — |BG]| ist deshalb eine Serre-Faserung. Da |EG| zusammenziehbar
ist, bedeutet dies, da} der ‘Schleifenraum’ von |BG| homotopie-dquivalent ist zu dem
(diskreten) Raum |G|. Also

0, wenn n>1;
T|BG| & ma|G & G, wenn n=1

O

Korollar. Die Homologie der Gruppe G (mit ganz-zahligen Koeffizienten) ist berechen-
bar aus dem Kettenkomplex, wo die n-te Kettengruppe die freie abelsche Gruppe ist,
erzeugt von den

(g91lg2] ... lgn) € G";

und wo die Rand-Abbildung gegeben ist durch d = Y (—1)"d; (mit d; wie oben).

BEWwEIS. Die Homologie der Gruppe G ist definiert als die Homologie eines CW-
Komplexes, der ein Eilenberg-MacLane-Raum fiir die Dimension 1 ist, mit Funda-
mentalgruppe G. Dies ist wohl-definiert, da, wie wir wissen, ein solcher Eilenberg-
MacLane-Raum eindeutig bestimmt ist (bis auf Homotopie-Aquivalenz). Andererseits
kann, wie wir wissen, die Homologie des Raumes |BG| auch berechnet werden als die
Homologie der simplizialen Menge BG. Diese resultiert, nach Definition, aus der von
dieser simplizialen Menge erzeugten simplizialen abelschen Gruppe durch Ubergang zum
Kettenkomplex. Genau dieser Kettenkomplex ist im Korollar beschrieben. O

BEWEIS DES SATZES. Die simpliziale Menge EG wird in &hnlich expliziter Weise
definiert wie BG auch. Namlich es bezeichne FG die simpliziale Menge

EG: A — (Mengen) , [n] — EG, := G"™' |
mit Rand-Abbildungen d; : EG,, — EG,_1,

(g0-91] 92| |gn) fiir 0 =1
di(go | g1l92] .- lgn) = (golgil---lgi-giv1|.-.-|lgn) fir 0<i<n
(g0l gl - lgn-1) fiir i=n

und Ausartungs-Abbildungen s; : EG,,_1 — EG,,
si(go | grl - 1gn—1) = (golorl---|gilLlgj+1l---1gn—1), 0<j<n—1.

Die Gruppe G operiert auf EG, von links, durch Manipulation des (neu hinzu-
gekommenen) ¢ go 7. Némlich G x EG,, — EG,, ist die Abbildung

(g, (golarl-lgn)) — (g 90l g1]---|9n) -
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Es ist klar (oder?), daB die Operation mit der simplizialen Struktur vertréglich ist;
und daB sie frei ist. Der Ubergang zum Bahnenraum liuft nun einfach darauf hinaus,
dal das neu hinzugekommene “ gy ” wieder weg gelassen wird; es ist also auch klar,
daf} die simpliziale Menge der Bahnen gleich BG ist.

14 I

Es bleibt zu zeigen, dafl FG im schwachen Sinne ‘zusammenziehbar’ ist. Dazu zeigen
wir, dal EG sogar im starken Sinne zusammenziehbar ist; ndmlich, dafl die identische
Abbildung auf EG simplizial homotop ist zu einer trivialen Abbildung. Wir geben dafiir
drei Beweise — oder, wenn man so will: drei verschiedene (oder wenig verschiedene)
Formulierungen von ein- und demselben Argument. (Selbstverstéindlich wiirde es auch
reichen, von diesen drei Formulierungen nur eine einzige zu geben.)

1. Beweis fiir EFG ~ . Wenn man den ‘kombinatorischen Wegeraum’ der sim-
plizialen Menge BG bildet,

A©P shift A©P BG

so erhélt man gerade die simpliziale Menge EG. Es folgt (wie wir wissen), dafl EG
simplizial homotopie-dquivalent ist zu dem trivialen simplizialen Objekt [n] — BGy.

(Mengen) ’ [’I’L] — BGn+1 ’

2. Beweis fiir EG ~ x. Wir zeigen, da} EG ein ‘azyklischer Kan-Komplex’ ist;
oder, was auf dasselbe hinauslduft, dal jede Abbildung 0A™ — EG fortgesetzt werden
kann zu einer Abbildung A" — EG.

Fiir n = 0 ist dafiir nicht viel zu zeigen: es gibt mindestens eine Abbildung von A°
zu EG, da EG nicht-leer ist.

Fir n > 0 haben A" und 0A™ dasselbe 0-Skelett. Wir werden deshalb wissen,
daB (fiir n > 0) die Einschrinkungs-Abbildung

Hom(A", EG) — Hom(0A", EG)

bijektiv ist (und insbesondere deshalb surjektiv), sobald wir wissen, dafi (fiir alle n )
die Abbildung

Hom( A", EG) — Hom(Sko(A"), EG)

bijektiv ist; das heiit, daf ein Simplex in FG bestimmt ist (und bestimmbar ist) durch
die Menge seiner Ecken. Das ist aber klar. Zum Beispiel einem 2-Simplex (go|g1|9g2)
entspricht die Eckenmenge (in (EGo)® = G? ):

(0-te Ecke, 1-te Ecke, 2-te Ecke) = (g0, 9091, 90-91-92 ) -

3. Beweis fiir EG ~ % . EG ist selbst der Nerv einer Kategorie; nennen wir diese eG.
Die Menge der Objekte von eG ist die unterliegende Menge von G'. Und ein Morphismus
in eG, von gy zu g, ist ein Gruppenelement g mit der Eigenschaft, dafi goog = ¢, .
Offenbar gibt es ein solches Gruppenelement, und zwar genau eines. Die Eindeutigkeit
der Morphismen bedeutet, daf jedes Objekt in der Kategorie eG ein terminales Objekt
ist. Man hat deshalb eine natiirliche Transformation vom identischen Funktor zu einem
konstanten Funktor (ndmlich dem konstanten Funktor zu einem ausgewihlten termi-
nalen Objekt); folglich hat man auch, per ‘Nerv’, eine Homotopie von der identischen
Abbildung auf EG zu einer konstanten Abbildung. d
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Zusatz: S. 72

Warum wir wissen: Eine simpliziale Menge und ihre geometrische Realisierung haben
dieselbe Homologie.

Die Homologie einer simplizialen Menge X berechnet sich (nach Definition) aus
der simplizialen abelschen Gruppe Z[X] ; iiber den zugeordneten Kettenkomplex. Die
Homologie des Raumes |X| ist definiert als diejenige der simplizialen Menge S|X]|
(singuldrer Komplex). Die hier zur Rede stehende Behauptung ist, daf§ die kanonische
Inklusion X — S|X| einen Isomorphismus auf der Homologie induziert.

Sei X — ¥(X) = |, " (X) die Konstruktion “iteriertes Trichterfiillen”, die
aus dem X einen Kan-Komplex macht. Uber die Inklusion X — X', wo X' = U(X),
bekommt man ein kommutatives Diagramm

X —— S|X]|

l |

X — S|X|

und wir werden wissen, dafl der obere Pfeil einen Isomorphimus auf der Homologie
induziert, sobald wir das fiir die drei anderen Pfeile wissen.

Rechter Pfeil: |X| — |X'|, als Homotopie-Aquivalenz topologischer Riume, in-
duziert einen Isomorphismus auf der Homologie.

Unterer Pfeil: X' — S|X'| ist simpliziale Homotopie-Aquivalenz (da X’ Kan-
Komplex ist ) ; und induziert folglich einen Isomorphismus auf der Homologie.

Linker Pfeil: Es ist klar (oder?), daB es geniigt, zu zeigen: Wenn Y aus Y durch
eine (einzige) Trichter-Fiillung entsteht, Y+ = Y Uar A", dann ist die Inklusion
Y — YT ein Isomorphismus auf der Homologie. Oder, dquivalent dazu: die relative
Homologie H,.(Y™,Y) ist null.

Die relative Homologie berechnet sich aus der simplizialen abelschen Gruppe
coker( Z[Y] — Z[YT]) = coker( Z[A?] — Z[A"]) .

Wir werden also wissen, dafl sie null ist, sobald wir wissen, daf§ die Inklusion A} — A™
einen Isomorphismus auf der Homologie induziert. Hinreichend dafiir ist es, zu wissen,
daf3 die Inklusion “i-te Ecke”

A — AT A AT

in beiden Fillen einen Deformationsretrakt beziiglich simplizialer Homotopie ergibt.
Dazu iiberlegt man, dafl es eine Folge von (zwei) simplizialen Homotopien zwischen
der jeweiligen identischen Abbildung und der trivialen Abbildung in die i-te Ecke gibt.
[ Man kommt mit einer einzigen Homotopie aus, wenn ¢ = 0 oder i = n ; ansonsten
benotigt man zwei. |



Bi-simpliziale Mengen, simpliziale Rdume

Wir haben eine Situation kennengelernt, wo eine simpliziale Struktur “generiert” wird:
aus einer Gruppe entsteht durch die Bar-Konstruktion eine simpliziale Menge.

Wenn in solch einer Situation schon eine simpliziale Struktur da ist, so bekommt man
durch die Konstruktion eine zweite simpliziale Struktur. In verniinftigen Fallen wird
die zweite simpliziale Struktur mit der ersten ‘kompatibel’ sein. Zum Beispiel ist das
so (wie sich herausstellt), wenn man die Bar-Konstruktion auf eine simpliziale Gruppe
anwendet.

Zwei simpliziale Strukturen zusammen — und kompatibel — geben das, was wir als
eine “bi-simpliziale Struktur” bezeichnen wollen:

DEFINITION. Eine bisimpliziale Menge ist ein Funktor:

X: A x A ——— (Mengen)

([ml, [n]) —— X

Ebenso wie man eine simpliziale Menge interpretieren kann als einen Code fiir das
Zusammenkleben von geometrischen Standard-Simplizes V",

vro= {(l’o,...,l‘n) ER“+1 ’ -’LQZO, Z-’Ez:l}7

so kann man auch eine bisimpliziale Menge interpretieren als einen Code fiir einen
Verklebe-Prozefi — nicht fiir das Zusammenkleben von Simplizes diesmal, sondern fiir
das von Zusammenkleben von ‘Prismen’; wo unter einem Prisma das Produkt von zwei
Simplizes verstanden sein soll: V™ x V™.

Man definiert ndmlich die geometrische Realisierung einer bisimplizialen Menge X
wie folgt. Fiir jedes (m,n) und fiir jedes Element von X,,, nimmt man ein Prisma
V™ x V™ und tut die alle zusammen; man bildet also die disjunkte Vereinigung

IT Xmm x VP x V™.

m,n
Von dieser disjunkten Vereinigung nimmt man den Quotientenraum beziiglich einer
Aquivalenzrelation (eine Variante dessen, was wir von der geometrischen Realisierung
einer simplizialen Menge her kennen): fiir die “m—Richtung” hat man die Relation,
daB fiir jede Abbildung a: [m] — [m/], fiir jedes n und jedes x € X, ,,, die Abbildung

o {af (@) x VT x V' — {2} x V" x V"

eine Identifizierung werden soll; und fiir die n—Richtung hat man die analoge Relation.
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Wenn B und C Kategorien sind, so bezeichne Fun(B,C) die entsprechende Funktor-
kategorie: die Objekte von Fun(B,C) sind die Funktoren von B zu C, und die Mor-
phismen sind die natiirlichen Transformationen zwischen solchen Funktoren. Man hat
fiir Funktorkategorien das “Exponentialgesetz” :

Fun(A, Fun(B,C)) = Fun(Ax B, C)

Insbesondere kann eine bisimpliziale Menge deshalb iibersetzt werden in einen Funk-

tor (ein “simpliziales Objekt in der Kategorie der simplizialen Mengen” )
A°® —— (A°®? — (Mengen) ) .
Und zwar geht das auf zwei Weisen, je nachdem welche der beiden ‘simplizialen Rich-
tungen’ man als die “erste” ansehen will; die eine der beiden M&6glichkeiten ist:
m] — ([n] — Xmn) -
Fiir festes m kann man die simpliziale Menge [n] +— X, , geometrisch realisieren.

Da ‘geometrische Realisierung’ ihrerseits eine funktorielle Konstruktion ist, bekommt
man so (wenn m nun wieder als variabel angesehen wird) einen Funktor

] —— | ] — Xpn |,
das heifit, ein “simpliziales Objekt in der Kategorie der topologischen Raume” ; oder,

wie wir dafiir kurz auch sagen wollen, einen “simplizialen Raum”.

Der Konstruktion dieses simplizialen Raumes lag eine ‘partielle’ geometrische Reali-
sierung zugrunde (eben die “Realisierung in der m-Richtung”). Durch einen weite-
ren Verklebe-Prozefl (die “Realisierung in der m-Richtung”) bekommt man daraus die
geometrische Realisierung der bisimplizialen Menge in der oben beschriebenen Form.
Es ist angebracht, diesen zweiten Verklebe-Prozefl in etwas grofierer Allgemeinheit zur
Kenntnis zu nehmen:

Fiir einen simplizialen Raum, [m]— Y, , ist die geometrische Realisierung definiert
als derjenige Quotientenraum der disjunkten Vereinigung,

|[m]»—> ml 1= HYmXVm/N,

wo die Aquivalenzrelation die “{ibliche’ ist: fiir jede Abbildung a: [m] — [m/], fiir jedes
y € Y, und jedes t € V'™, sind die beiden Punkte

Y x V™ 3 (a*(y),t) und (y,a.(t)) € Y xV™
miteinander zu identifizieren.

Mit dieser Begriffsbildung ist die geometrische Realisierung der bisimplizialen Menge
([m], [n] ) — X, nunmehr beschreibbar als die ‘iterierte’ Realisierung:

) —— | o] — X | |

(dabei benutzen wir, insbesondere, daf die beiden Konstruktionen “Bildung eines Quo-
tientenraumes” und “Produkt mit V™ ” miteinander kompatibel sind).
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Beispiel. Seien [m| — V,, und [n] — W, simpliziale Mengen. Wir definieren eine
bisimpliziale Menge als das ‘Produkt’ dieser beiden:

([m], [n]) — Vin x Wy .
Die partielle Realisierung davon (“Realisierung in n-Richtung”) ist der simpliziale Raum
m] —— | [n] — Viux Wy | 2 Vi x |[n] — Wy .

Das heifit, in Dimension m hat man hier das Produkt von der Menge V,,, mit dem
Raum ! [n] +— Wn| ; einem Raum, der von der Dimension m in gar keiner Weise
abhingt. Es folgt, dafl die geometrische Realisierung von dem simplizialen Raum

[m] —— mx’[n]'_)Wn’

isomorph ist zu dem Produkt von dem Raum ‘ [n] — Wn‘ mit der geometrischen
Realisierung von der simplizialen Menge [m| — V,, ; jedenfalls folgt das bis auf das
tibliche technische Detail, dafl man ein wenig aufpassen muf3, wenn man mochte, daf eine
Quotientenraumkonstruktion (wie bei der geometrischen Realisierung von [m] — V,, )
kompatibel sein soll mit der Produktbildung mit einem Raum (wie | [n] — W, | ).
— Wie wir wissen, so ist die fragliche Kompatibilitdt jedenfalls dann gewéhrleistet,
wenn ‘ [n] — W, | kompakt (oder lokal-kompakt) ist; alternativ: auch dann, wenn
vereinbart wird, daBl “Réume” fiir unsere Zwecke samtlich mit der kompakt-erzeugten
Topologie versehen sein sollen.

Aufgrund der Diskussion in diesem Beispiel folgt der uns bekannte Satz “ | X x Y|
ist isomorph zu |X| x |Y|” (vorausgesetzt, sagen wir, da} |Y| kompakt ist) aus dem
nun folgenden Satz:

Definition. Sei ([m], [n]) +— X,,, eine bisimpliziale Menge. Die diagonale sim-
pliziale Menge, [n] — X, , , ist die Komposition:

A°P Diagonale A°P ¢ A°P

(Mengen)

Satz. Die geometrische Realisierung einer bisimplizialen Menge ([m], [n]) — X,n
ist in natiirlicher Weise isomorph zu der geometrischen Realisierung ihrer diagonalen
simplizialen Menge [n| — X, , .

BEWEIS (Skizze). Das geht in zwei Schritten. Zunéchst priift man die Behauptung nach
in dem Spezialfall des reprisentierbaren Funktors

([m], [n] ) = Homaxa(([m], [n]), (], [1])) .

Dieser Funktor ist dasselbe wie das Produkt von A* und A!, aufgefaBt als bisimpli-
ziale Menge. Die geometrische Realisierung davon, im Sinne von bisimplizialen Mengen
(s. oben), ist V¥ x V!. Die Diagonale dieser bisimplizialen Menge ist ebenfalls das
Produkt AF x Al, wobei aber diesmal das Produkt als simpliziale Menge gebildet wird.
Die erforderliche Nachpriifung, dal |A* x A!] = |AF| x |Al|, hatten wir seinerzeit
gemacht in einem Fall, der (wie sich herausstellt) nicht sehr weit vom allgemeinen Fall
entfernt ist; ndmlich dem Fall, wo [ = 1 (wo aber k nicht weiter eingeschrénkt ist).
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Der zweite Schritt des Beweises ist kategorien-theoretischer Art. Wir miissen dafiir
ein wenig ausholen. Sei C eine (kleine) Kategorie. Bezeichne C die Kategorie der
kontravarianten mengenwertigen Funktoren auf C,

C = { F: C®® — (Mengen) ‘ F Funktor } .
C bildet nach C ab durch den Funktor
C —C, Ar— Fu,
der jedem Objekt A € C den davon reprisentierten Funktor F4 zugeordnet,
Fa: C® — (Mengen) , Fy(B) := Home(B, A) .
Fiir A € C und F € C hat man eine Abbildung ‘Evaluation’,
Homp( Fa, F) — F(A) ;

sie resultiert daraus, dal man eine Abbildung F4 — F auswertet an der Stelle A, und
insbesondere an dem Element

Idy € Homc(A, A) = FA(A) .
Lemma (Yoneda-Lemma). Die Abbildung ev : Homg(Fa, F') — F(A) ist bijektiv.

BEwEIs. Die Injektivitdt der Evaluations-Abbildung ist gleichbedeutend damit, daf3
eine natiirliche Transformation f: F4 — F durch ihren Wert auf Id4 schon festgelegt
ist. Das ist aber klar: Ist a: B — A ein Element von Hom¢ (B, A) = F4(B), dann ist
dies Element auch das Bild von Id4 unter der Abbildung a* : F4(A) — Fa(B). Unter
der Abbildung f geht es also auf das Element a*(ev(Ida)), wegen der Kommutativitéit
des Diagramms:

Fa(A) T} F(A)

Umgekehrt kann man zu vorgegebenem ev(Id4) die Abbildung f definieren durch
fla) := a*(ev(Ida))
(fiir jedes B und jedes a € Hom¢ (B, A) ). Dies ist dann eine natiirliche Transformation

von Funktoren Fy — F. Denn sind b: C — B und a: B — A komponierbare
Morphismen, dann ist

b*(f(a)) = b*(a”(ev(Ida))) = (ab)*(ev(Ida)) = f(ab) = f(b"(a)) -

Daraus resultiert die geforderte Kommutativitit der Diagramme:
Fa(C) —L— F(0)

b*T b
Fa(B) — F(B)
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Nach dem Lemma ist, insbesondere, die Abbildung C — C eine volle Einbettung
(Bijektivitdt von Homgp(Fa, Fp) — Fp(A) = Home(A, B) fir A und B aus C ).

Fiir F € C definieren wir eine Kategorie C /F. Die Objekte sind die Paare (4,a),
AeC, aeF(A) .

Und ein Morphismus in C/F, von (A,a) zu (B,b), ist ein Morphismus f: A — B
in C, der der Bedingung geniigt, dal die Elemente a und b iiber die Abbildung F'(f)
zueinander in Beziehung stehen; also:

f: A— B, a= F(f)() .

Beispiel. Wenn C die Kategorie A der endlichen geordneten Mengen [0], [1], ... , ist,
dann ist C die Kategorie der mengenwertigen kontravarianten Funktoren auf A ; also
die Kategorie der simplizialen Mengen. Fiir eine simpliziale Menge F' ist die hier mit
A/F bezeichnete Kategorie dieselbe wie die, die frither mit simp(F') bezeichnet wurde.

Die Kategorie C/F' ist also eine Abstraktion (und Verallgemeinerung) der frither
betrachteten “Kategorie der Simplizes”.

Lemma (Yoneda-Lemma, Zusatz). Sei F' € C. F ist Colimes darstellbarer Funktoren:

colime/p( (A,a) — Fa ) = . F.

BEWEIS. Colimites in einer Funktorkategorie berechnen sich ‘stellenweise’; zumindest
dann, wenn es sich bei der Funktorkategorie um eine Kategorie mengenwertiger Funk-
toren handelt. Wenn, zum Beispiel, G und G’ zwei Funktoren in einer solchen Kategorie
sind, dann ist deren disjunkte Vereinigung G'U G’ gegeben durch den Funktor, der an
jeder Stelle D den Wert G(D) U G’(D) annimmt.

Ahnlich, eine Aquivalenzrelation auf einem solchen Funktor G” zu haben, lduft da-
rauf hinaus, da man an jeder Stelle D eine Aquivalenzrelation auf der Menge G (D)
hat; mit der Mafigabe, daB alle diese Aquivalenzrelationen miteinander kompatibel sind
(beziiglich der durch den Funktor gegebenen Abbildungen).

Schlielich wird (zum Beispiel) eine Abbildung solcher Funktoren, G — G’, dann
surjektiv sein, wenn an jeder Stelle D die Abbildung G(D) — G’(D) surjektiv ist.

Der im Lemma genannte Colimes berechnet sich wie folgt. Man bildet zunéchst die
disjunkte Vereinigung (in der Kategorie C )

e o= I(1 #)

Ob(C/F) Ob(C)  acF(A)

und dann, in einem zweiten Schritt, den Quotienten davon beziiglich einer Aquivalenz-
relation. Néamlich fiir jeden Morphismus f: (A,a) — (B,b) in C/F soll die induzierte
Abbildung (Fa, f*(b)) — (Fp,b) eine Identifikation werden (wo f*(b) kurz ist fur
F(f)(b)); das heit: fiir jedes Objekt C' € C und jedes z € F4(C) ist das Paar
(x, f*(b)) zu identifizieren mit seinem Bild, dem Paar (f.(z),b) in (Fp(C),b).
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Zu dem Index (A,a) € Ob(C/F) gehort (nach dem Yoneda-Lemma) eine Abbildung
F4 — F'; sie hat die Eigenschaft, dal Id4 — a, und sie ist durch diese Eigenschaft
eindeutig bestimmt. Man bekommt so eine Abbildung von dem Coprodukt,

IT Fa F;
Ob(C/F)
diese Abbildung ist surjektiv (denn an der Stelle A ist jedes a € F(A) im Bild).

Die Abbildung ist mit der Aquivalenzrelation vertriiglich. Denn ist f: (A4,a) — (B,b)
ein Morphismus in C/F', so ist a = f*(b), und das folgende Diagramm ist kommutativ:

Ids — f*(b)EF(A)

Fa F
| H
Fp F

Idg — beF(B)

Denn der linke Pfeil, f., bildet das Element Ids € F4(A) ab auf das Element f in
Fp(A), was (nach Definition der Abbildung Fp — F'; und wegen f = f*(Idg) in F )
durch den unteren Pfeil abgebildet wird auf f*(Bild(Idg)) € F(A) ; also auf f*(b).

Es bleibt zu zeigen, daB nach dem Ubergang zu Aquivalenzklassen diese Abbildung
injektiv wird. Nun hat jedes Element d € F(D) einen kanonischen Reprisentanten,
niamlich (Idp,d) in (Fp(D),d). Wir zeigen, dafl jeder andere Reprisentant zu
diesem dquivalent ist. Wenn (e,a) € (F4(D),a) ein anderer Reprisentant ist, so heifit
dies, dafl a € F(A) ; und dal e: D — A eine Abbildung ist, die der Bedingung geniigt:

e*(a) =d , F(A) —~— F(D) .

Nach Definition der Aquivalenzrelation gibt es in dieser Situation die Aquivalenz

(e,a) = (es(Idp),a) ~ (Idp,e*(a)) = (ldp ,d) . -

BEWEIS DES SATZES (Fortsetzung). Nach dem Yoneda-Lemma (bzw. dem Zusatz) ist
die bisimpliziale Menge X ein Colimes darstellbarer Funktoren:

X = colimaayx ((([k, [1), 2 € Xpt) — (AxA)/([K], [1]) ) -

Dabei ist (AxA)/([k], [l]) ein ‘Prisma’; nimlich das Produkt von A* und Al,
aufgefafit als bisimpliziale Menge.

Nun sind die fiir den Satz relevanten Konstruktionen, geometrische Realisierung
einerseits und Diagonalisierung andererseits, beide mit Colimites vertréglich; also:

’diag(X)} = colim(AXA)/x<(([/€], ), z EX}g,l) — ’diag( (AxA) /([k], [l]))‘ )
- cohm(AxA)/X<(([k], [11), 2 € Xi1) — [ (AxA)/([K], [l])l) = | X|

unter Benutzung dessen, dafl wir die gewiinschte Identifizierung im Spezialfall reprisen-
tierbarer Funktoren schon kennen. g
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Fiir den Umgang mit bisimplizialen Mengen hat man den folgenden fundamentalen
Sachverhalt. Er spielt fiir die Praxis eine wichtige Rolle.

Satz (Realisierungs-Lemma). Sei X — X’ eine Abbildung von bisimplizialen Mengen.
Es gelte, daB, fiir jedes m, die Abbildung von simplizialen Mengen

(] — Xy ) —— (0] — Xr/n,n )

eine schwache Homotopie-Aquivalenz ist (d.h. die Abbildung wird eine Homotopie-
Aquivalenz nach geometrischer Realisierung). Dann ist auch die Abbildung X — X'
eine schwache Homotopie-Aquivalenz (d.h. ... ).

Korollar. Sei X eine bisimpliziale Menge, derart, dafl fiir jedes m die simpliziale
Menge [n] — X, im schwachen Sinne zusammenziehbar ist (d.h. die Abbildung zur
trivialen simplizialen Menge ist eine schwache Homotopie-Aquivalenz). Dann ist auch
X selbst im schwachen Sinne zusammenziehbar.

BEWEIS. Sei X’ definiert als die triviale bisimpliziale Menge, wo jede der Mengen
Xnp ein einziges Element hat. Die geometrische Realisierung von diesem X' ist der

ein-punktige Raum. Es gibt eine Abbildung X — X’. Auf diese Abbildung ist der Satz
anwendbar. g

‘Moralisch gesprochen’ ist das Realisierungs-Lemma ein Spezialfall eines Satzes iiber
simpliziale Rdume:

“Satz”. “ Sei Y — Y’ eine Abbildung von simplizialen Rédumen derart, daf, fiir
jedes m, die Abbildung Y,, — Y, eine Homotopie-Aquivalenz ist. Dann ist auch die
Abbildung |Y| — |Y'| eine Homotopie-Aquivalenz. ”

Die bei der Formulierung benutzten Anfiihrungszeichen sollen andeuten, daf3 die
gegebene Formulierung als Satz nicht ernst gemeint ist; und auch nicht ernst gemeint
sein kann. Es gibt Gegenbeispiele.

Allerdings werden wir uns berechtigt fithlen, solche Gegenbeispiele (wir werden sie
nicht explizit betrachten) als ein wenig pathologisch anzusehen. Wir werden kléren,
daf} eine Bedingung technischer Art dazu geeignet ist, die Gegenbeispiele zu vermeiden.
Das Realisierungs-Lemma resultiert dann daraus, dafl die Bedingung automatisch erfiillt
sein wird bei solchen simplizialen Rédumen, die als partielle geometrische Realisierung
einer bisimplizialen Menge auftreten.

Fiir die Diskussion miissen wir noch eine andere Art von geometrischer Realisierung
betrachten:
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Definition. Sei Y ein simplizialer Raum. ||Y|| ist definiert als derjenige Quotienten-
raum der disjunkten Vereinigung,

|| [m] = Yn || := HmeVm / ~( Mor-(inj-A) )

wo die Aquivalenzrelation die iibliche ist, aber eingeschrinkt auf die injektiven Ab-
bildungen in der Kategorie A ; ndmlich fiir jede injektive Abbildung a: [m] — [m/],
fiir jedes y € Y,,» und jedes t € V™| sind die beiden Punkte

Y x V™ 3 (a*(y),t) uwd (y,a.(t)) € Y xV™

miteinander zu identifizieren.

Im Spezialfall simplizialer Mengen ist ||Y|| das, was frither auch mit Real(Y’) be-
zeichnet wurde.

Bemerkung. Sei Y ein simplizialer Raum. ||Y|| kann auch auf andere Weise durch
Verklebung erhalten werden. Némlich ||Y'|| ist natiirlich isomorph zu dem Quotienten-
raum der disjunkten Vereinigung,

H YmXHAmH / ~( Mor-A )

wo die Aquivalenzrelation wieder die “iibliche’ ist: fiir jede Abbildung a: [m] — [m/],
fiir jedes y € Y,,,» und jedes t € ||A™||, sind die beiden Punkte

Y x V™ 5 (a*(y),t) und (y, as(t)) € Y xV™
miteinander zu identifizieren.
BEWEIS. Das steht in engem Zusammenhang mit der Tatsache, daf fiir eine A-Menge
deren geometrische Realisierung (im Sinne von A-Mengen) auch beschrieben werden
kann als die ‘richtige’ geometrische Realisierung einer zugeordneten simplizialen Menge
(sie entsteht aus der A-Menge durch das formale Hinzufiigen ausgearteter Simplizes).
Insbesondere ist ||A™]|| die geometrische Realisierung derjenigen simplizialen Menge,

die aus A™ entsteht, indem man erstens die Ausartungsabbildungen vergifit (Ubergang
zu einer A™-Menge) und zweitens dann ausgeartete Simplizes neu hinzunimmt.

Die resultierende simpliziale Menge hat als n-Simplizes die Paare
n] — [k] , [k — [m]

wo der zweite Pfeil,
([k] = [m]) € Homa([k], [m]) ,

ein k-Simplex von A™ ist; und der erste Pfeil,
eine Surjektion [n] — [k] ,

davon eine formale Ausartung.
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Die geometrische Realisierung dieser simplizialen Menge ist

H v / ~( Mor-A )

( [n]= (K], [K]—[m] )

(alles variabel, aufler [m] )

Folglich kann die ‘geometrische Realisierung’
H Ym X ||Am|| / ~( Mor-A ) >
m

auch geschrieben werden als:
H Y., X ( H A% / ~( Mor-A ) ) / ~( Mor-A )
m ( [nl=>[k], [k]—[m] )

Die ‘erste’ Aquivalenzrelation bezieht sich dabei auf die n-Variable; und die ‘zweite’
auf die m-Variable. Da es bei einer Kombination von Aquivalenzrelationen auf deren
Reihenfolge nicht ankommt, so kann man die beiden Relationen ebensogut vertauschen.
Wenn man die Terme noch ein wenig anders schreibt:

HV”X( H Ym/N(Mor-A)) /N(Mor-A)a

( [n]=[k], [K]—[m] )

(auBer [n] alles variabel)
so sieht man, dafl man kiirzen kann. Man erhélt:

]JV"X( H Yi ) /N(Mor—A)

[n] = (K]

( [n] nicht variabel)

oder, etwas umgeschrieben,

H V" x Yy /N(Mor—A)

[n]—>[K]

Bei der verbliebenen Aquivalenzrelation kann man immer noch kiirzen. Nimlich der
Anteil zur Aquivalenzrelation, der sich auf die surjektiven Abbildungen bezieht, ist
kiirzbar. Es bleibt iibrig:

H Vk x Yy, / ~( Mor-(inj-A) ) 3
k

also die modifizierte geometrische Realisierung, ||Y|| . O
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Wir wollen nun ein Kriterium dafiir angeben, daf}, fiir einen simplizialen Raum Y,
die Abbildung ||Y]|| — |Y| eine Homotopie-Aquivalenz ist.

Da die Abbildung so zustande kommt, dafl gewisse “ausgeartete Teile” in dem Raum
[|Y|| nachtréglich noch ‘kollabiert’ werden, so wird man als eine geeignete Bedingung
eine Hypothese der Art erwarten, dafl es sich bei den zu kollabierenden Teilen um
“verniinftige” Unterrdume handelt; also etwas der Art, daf§ die Inklusions-Abbildung
die Homotopie-Erweiterungs-Eigenschaft (HEE) hat.

Definition. Fiir einen simplizialen Raum Y bezeichne der ‘ausgeartete’ Unterraum
aus(Yy,) C Y

die Vereinigung der Bilder der Ausartungs-Abbildungen Y,, 1 — Y,,. Der simpliziale
Raum Y heifle gut, wenn jede der Inklusionen aus(Y,,) — Y,, die HEE hat.

Tatsédchlich benotigen wir etwas, das moglicherweise stérker ist als die gerade be-
schriebene Bedingung — moglicherweise aber auch nicht stérker. Um nicht diese, fiir uns
nicht relevante, Angelegenheit diskutieren zu miissen, werden wir einfach die Bedingung
in ihrer stirkeren Form fordern; die formulieren wir jetzt.

Definition. Ein simplizialer Raum Y heifit sehr gut, wenn, fiir jedes m und fiir jede
Inklusion von simplizialen Mengen K C L, die resultierende Inklusion

aus(Ym) X ’L| Uaus(Ym)le\ Y,, X ’K| — Y, X |L‘
die HEE hat.

Bemerkung. Wenn ([m], [n]) — X, , eine bisimpliziale Menge ist, und Y ein daraus
durch partielle Realisierung entstehender simplizialer Raum,

Yoo = | [0 — Xow |,
dann ist Y ‘sehr gut’ im Sinne der gerade gegebenen Definition.
BEWEIS. Es bezeichne Z,,, die (partielle) simpliziale Menge

Zm = (In] = Xpn) s

und aus(Z,,) die Unter-simpliziale-Menge darin, die gegeben ist durch die Bilder der
Abbildungen Z,,_1 — Z,, (Ausartungs-Abbildungen in der m-Richtung). Die fragliche
Inklusion in der obigen Definition resultiert aus der Inklusion von simplizialen Mengen

aus(Zm) X L Unus(z,)xk Zm X K ——— Zp x L

durch die geometrische Realisierung. Es handelt sich folglich um eine zelluldre Inklusion
von CW-Komplexen; und insbesondere, deshalb, um eine Abbildung mit der Homotopie-
Erweiterungs-Eigenschaft. O
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Lemma. Der simpliziale Raum Y sei ‘sehr gut’. Die Abbildung
Y — Y]

ist eine Homotopie-Aquivalenz.

BEwEIs. Die Idee fiir den Beweis ist, dafl man die Abbildung schreiben kann als eine
aufsteigende Vereinigung von Abbildungen von “Skeletten”,

YIF — Y,

und dafl es deshalb geniigen wird, zu zeigen, dafl jede von diesen Abbildungen eine
Homotopie-Aquivalenz ist. Der Beweis dafiir geht durch Induktion iiber k.

Aufgrund einer obigen Umformulierung kénnen wir die Abbildung ||Y|| — |Y| auch
schreiben als eine von den Abbildungen |[|A™|| — |A™| induzierte Abbildung

IT Yo x 1™ / ~( Mor-A ) [T Yo x 1a™] / ~( Mor-A )

Das k-Skelett, links, ist definiert als der aus den Y,,, bis zur Nummer k gebildete
Teilraum:

HY||k = H Y, X HAmH / ~ (induzierte Aquivalenzrelation)
0<m<k

Wenn man dem letzten der Terme in dem Coprodukt eine Sonder-Rolle zuweist, so sieht
man, da ||Y||¥ auch erhalten werden kann als das Resultat einer Verklebung; nimlich
aus dem Klebe-Diagramm:

IV]]*71 e aus(Ya) x [[AF]] Ugusviyxioar) Ye x [IOAM|] —— Yy x [|AY]]

Fiir das anlog definierte k-Skelett, rechts, hat man eine dhnliche Beschreibung durch
ein Verklebe-Digramm.

Man hat nun eine Abbildung zwischen diesen Verklebe-Diagrammen; also ein kom-
mutatives Diagramm:

V][ —— aus(Yi) X [|AF]] Ugus(vi)xjjoar|| Yi X [[0AF]] ——— Y x [|AF]]

| ! !

Y1 ——  aus(Yi) X [AF| Upusviyxjoar] Yi X [0AF]  ——— v x |AF|

Wegen der Hypothese, dafl Y ein “sehr guter” simplizialer Raum sein soll, ist die HEE
sichergestellt fiir die horizontalen Pfeile auf der rechten Seite von dem Diagramm. Das
Klebe-Lemma ist also anwendbar, und wir werden deshalb wissen, dafl die Abbildung
der verklebten Ridume eine Homotopie-Aquivalenz ist, sobald wir wissen, da die drei
vertikalen Abbildungen in dem Diagramm simtlich Homotopie- Aquivalenzen sind.
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Fiir den linken Pfeil gilt das nach Induktions-Voraussetzung. Fiir den rechten Pfeil
folgt es aus der uns bekannten Tatsache, daf}, fiir simpliziale Mengen, die Abbildung

1zl —— 14
(frither bekannt als Real(Z) — |Z|) eine Homotopie-Aquivalenz ist; insbesondere ist
||[A*|| — |A¥| eine Homotopie-Aquivalenz.

Fiir den mittleren Pfeil betrachten wir das weitere Klebe-Diagramm:

aus(Yy) x ||AF|] «—— aus(Yy) x |[0AF]] ——— Y x ||0AF]]

l ! |

aus(Yy) x |AF]  ——  aus(Yi) x |0AF| ———  Y; x |0AF|

Wieder ist die HEE fiir die rechten horizontalen Pfeile sichergestellt. Und die vertikalen
Pfeile sind Homotopie-Aquivalenzen aus dem schon genannten Grund, da8, fiir eine
simpliziale Menge Z, die Abbildung ||Z|| — |Z| eine Homotopie-Aquivalenz ist. O

Der noch zu beweisende Satz (‘Realisierungs-Lemma’) ist, nach einer oben gemachten
Bemerkung (“eine partielle Realisierung einer bisimplizialen Menge ist ein ‘sehr guter’
simplizialer Raum”) ein Spezialfall von dem folgenden Satz.

Satz. Sei Y — Y’ eine Abbildung von simplizialen Rdumen derart, daf, fiir jedes m.,
die Abbildung Y,, — Y/ eine Homotopie-Aquivalenz ist. Y und Y’ seien ‘sehr gute’
simpliziale Rdume. Dann ist die Abbildung |Y| — |Y’| eine Homotopie-Aquivalenz.

BeEwEis. Man hat ein kommutatives Diagramm:

Y ——— [IY"]]

| l

Y| —— Y|

Wegen dem vorangegangenen Lemma und der Hypothese ‘sehr gut’ sind die vertikalen
Pfeile in diesem Diagramm Homotopie-Aquivalenzen. Es wird also geniigen, zu zeigen,
daB die Abbildung ||Y|| — ||Y”|| eine Homotopie-Aquivalenz ist; und das werden wir
auch zeigen.

Zum Beweis wird es geniigen, die Abbildung ||Y|| — ||Y”|| zu schreiben als eine auf-
steigende Vereinigung von Abbildungen von “Skeletten” ||Y||x — ||Y”||x (die ‘Skelette’
sind andere als in dem vorigen Beweis); und dann zu zeigen, daf jede dieser Abbildungen
eine Homotopie-Aquivalenz ist. Der Beweis dafiir geht durch Induktion iiber k.
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Wir verwenden wieder die andere Beschreibung von der ‘groben’ Realisierung, die
urspriingliche Definition:

VI = T Yo % 9"/~ stoncnien )

Wir schreiben ||Y]|; fiir den Teilraum, den wir bekommen, wenn wir nur die Y;,, bis
zur Nummer k verwenden:

HYHk = H Ym x V™ / “ (induzierte Aquivalenzrelation)

0<m<k

Indem wir dem letzten Term in dem Coprodukt eine ausgezeichnete Rolle zuweisen,
bekommen wir eine Darstellung von ||Y||; als einen zusammengeklebten Raum, mit
Hilfe von einem Verklebe-Diagramm:

||Y||k_1 — kaé?Vk — kavk

(wo OV* den Rand bezeichnet; oder, was dasselbe ist: OVF = 9|A|* := [0AF] ).

Mit einem &hnlichen Verklebe-Diagramm, den Zielraum ||Y’|| betreffend, hat man
nun eine Abbildung zwischen Verklebe-Diagrammen:

HYHk—l — kaavk _— kaV’“

! ! l

Y/ ||ke1 —— Y/ x0VF —— Y/ xVF

Die vertikalen Abbildungen sind Homotopie-Aquivalenzen nach Voraussetzung (rechts
und in der Mitte), bzw. nach Induktions-Voraussetzung (links). Mit dem Klebe-Lemma
folgt, dafl die Abbildung der verklebten Riume,

Yl — 1Yk

ebenfalls eine Homotopie-Aquivalenz ist.
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ABSTRACT. A re-make, not of the construction, but of its description.

By an ordered graph will be meant a triple of sets (P, N, E) together with a pair of
structure maps, N «+— E — P. These data are to be thought of as ‘positive vertices’,
‘negative vertices’, ‘edges’, and ‘incidence relations’, respectively.

An ordered graph is a sort of ordered simplicial complex. It can be made into a
simplicial set by adding degenerate simplices. The details of this step can be neatly
described by means of an auxiliary category Cr associated to the ordered graph T'.
The set of objects of Cr is the disjoint union N U P; the set of non-identity morphisms
is the set E, and the source and target functions on E are given by the two maps
E — N and F — P, respectively. The category is a little unusual insofar as no
two morphisms in it can be composable unless at least one of them is an identity
morphism.

The nerve construction produces a simplicial set N(Cr) now: an m-simplex is a
functor [m] — Cr (where [m| denotes the ordered set (0 < 1 < --- < m), regarded as
a category). The set of m-simplices is thus a disjoint union NUFEU...U EU P, with
one entry “E” for each surjective monotone map [m] — [1]. The simplicial set N(Cr)
is 1-dimensional in the sense that every non-degenerate simplex has dimension < 1.
Instead of N(Cr) we will henceforth write N(I') for this simplicial set.

The geometric realization |N(I")| is a CW complex of dimension < 1. The 0-cells
of [N(T')| are indexed by the set N U P (disjoint union), and the 1-cells are indexed
by the set E.

We will suppose now that the ordered graph I' is connected (equivalently, that the
CW-complex |N(I')| is) and pointed (i.e., equipped with the choice of an element
x € P). We may then speak of the fundamental group m (', z). It can be described
as the fundamental group of the CW-complex | N (I')| based at |z| or else, in somewhat
more combinatorial terms, as the edge path group of I' based at x.

We may also speak of the universal covering of T' (with respect to the chosen
basepoint x). This is an ordered graph [. It comes equipped with an action of
m1 (T, x), and with a map [ — I'; and these two pieces of data are such that they
make I into a principal 71 (T, z)-bundle over I' (by definition, this means that the
action is free, and that the quotient by the action is identified to ' by the given map).
The construction of all this is as follows, by covering space theory. An element of N
(a ‘negative vertex’ of I') consists of a pair of data in ', namely (i) a ‘negative vertex’
v of I and (ii) a homotopy class of paths connecting v to the chosen basepoint . The
map N — N is defined as the forgetful map which forgets the path; and the action of
m (', z) on N is given by composing the path with the loop in question. The other
data are given similarly.
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As we have implicitly used before, the ordered graphs are the objects of a category
in an evident way: a map in this category is a triple of maps of sets, P — P/,
N — N, E — E’, so that these maps are compatible to the structure maps of the
two ordered graphs in question. It makes sense, consequently, to speak of a simplicial
ordered graph, a simplicial object in the category of ordered graphs. We note that
a simplicial ordered graph will give rise to a bisimplicial set, by nerve, and hence to
a CW-complex, by geometric realization (this particular geometric realization uses
‘prisms’; an equivalent construction, up to canonical isomorphism, would be to pass
to the diagonal simplicial set first and then take the geometric realization of that
diagonal simplicial set). We are in a position now to describe our basic construction.
The construction is implicit in Kan’s paper [1], but it was not made explicit there.

CONSTRUCTION. Let X: A% — (sets), [n] — X,,, be a simplicial set. There is an
associated simplicial ordered graph. It has P, = X,,, N,, = Xg, E,, = X,41, and the
maps E,, — P, and F, — N, are given by the ‘last face’ map and ‘last vertex’ map,
respectively. This simplicial ordered graph will be denoted I'X.

(Here are some more details. The simplicial set P. is defined to be isomorphic to
X itself, while N. is defined as the set Xy considered as a simplicial set in a trivial
way. Concerning E., if a: [n] — [n/] is a monotone map then o*: E,, — E,, is defined
to be the map X,,4+1 — X,41 induced from o U {oo}: [n] U {oc} — [n'] U {oc} . The
map FE,, — P, is defined to be the map X, 11 — X,, induced from the injective map
[n] — [n+1] which misses n+1, and the map E, — N, is defined to be the map
Xn+1 — Xo induced from the map [0] — [n+1] taking 0 to n+1.)

Considering X as a simplicial ordered graph in a trivial way (no edges, no negative
vertices) we have a natural inclusion X — I'X. The following will be shown later.

LEMMA. The map X — I'X is a weak homotopy equivalence.

We will suppose now that the simplicial set X is connected and that it is equipped
with a basepoint (that is, the choice of an element in Xg). Then I, X, the ordered
graph in degree n of the simplicial ordered graph I'’X, will also be connected (a proof
of this fact will be given below) and it will be equipped with a basepoint x,, (namely
the degenerate in degree n of the chosen element in Xg). I'’X can thus be considered as
a simplicial object of pointed ordered graphs, and we can therefore define a simplicial
group G = G(X),

n] — Gp:= m((0,X,z,) .

THEOREM. The simplicial group G is a loop group for X.

PROOF. In view of the lemma it will suffice to show that there is a principal G-bundle
over I'X with weakly contractible total space (‘weakly contractible’ means that the
map to the one-point-space is a weak homotopy equivalence). For by pulling back
such a bundle along the map X — I'’X we can obtain a principal G-bundle over X,
and the total space of the latter bundle will again be weakly contractible. (This is
so since, for example, a map of principal bundles of simplicial sets is also a map of
Kan fibrations [2, Satz 9.5] and the geometric realization of a Kan fibration is a Serre
fibration [3]. So the Whitehead theorem applies.)
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The universal covering of a pointed ordered graph, as described above, is functorial.
Hence we have a simplicial ordered graph [n] — I, X, it is obtained from [n] — I}, X
(that is, from I'’X') by taking the universal covering degreewise. This simplicial ordered
graph is weakly contractible in every degree; hence (by [4, Appendix A] for example)
it is also weakly contractible globally.

The desired principal bundle is now obtained by observing that the simplicial group
G acts on I'X , that the action is free, and that the quotient of rx by the action is
just ' X again. O

PROOF OF LEMMA. We give two proofs, both fairly self-contained. The short proof
is in an appendix; here is the pedestrian one.

The category of ordered graphs, as well as the category of simplicial sets, is a functor
category, namely the category of \_~shaped, respectively of A°P-shaped, diagrams in
the category of sets; and colimits in such a functor category are computed ‘pointwise’.
It results that the functor X +— I'’X commutes with colimits and, what is more to
the point here, that the functor X — N(I'X) (and therefore also X — |[N(I'X)|)
does so, too. We can apply this fact in two ways. First, by direct limit, we can
reduce to proving the lemma for those simplicial sets which are finite; that is, there
are only finitely many non-degenerate simplices. Next, a finite simplicial set can be
obtained from a ‘smaller’ one by the attaching of a simplicial set standard k-simplex,
for some k; by induction and the gluing lemma we can therefore reduce to proving
the lemma for just the latter kind of simplicial set. In other words, we are reduced
now to showing that |[N(T'A¥)| is contractible.

To show this, we will work out the cell structure of the CW-complex |N(T'A¥)]
explicitly. The cells in this complex are of three kinds. First, there are the cells
coming from the positive vertices; these contribute the copy of |A¥| coming from the
inclusion A¥ — N(TI'A*). Next, there are the cells coming from the negative vertices;
these cells are all 0-dimensional, and there is one such for every vertex of AF.

And, finally, there are the cells coming from the non-degenerate edges; of these
there is a ‘basic’ edge for every negative vertex. Namely suppose that the negative
vertex corresponds to the I-th vertex of A*. Let front;(AF) denote the copy of A
inside A* whose vertices are the vertex [ and its predecessors. Then the last degenerate
of the generating simplex of front;(A*) gives an I-dimensional edge of the simplicial
ordered graph, and this edge is non-degenerate. Conversely, every non-degenerate
edge is either of this kind or is a face of one such. Indeed, suppose the edge corresponds
to a simplex y of A*¥ and suppose that [ is the highest vertex of A* occurring in y. If
any vertex < [ occurs twice in y, or if the vertex [ occurs more than twice, then the
edge associated to y is degenerate—contrary to assumption. If, on the other hand,
some vertex < [ does not occur at all, or if the vertex [ occurs only once rather than
twice, then the edge associated to y is a proper face of one of higher dimension.

Returning to the ‘basic’ edge, we note that the associated cell has dimension [+1.
Its closure is the image of a copy of |A!| x |A!| which is mapped in such a way that all
of |A!] x 0 is identified to a point (corresponding to the negative vertex in question),
while |A!] x 1 is identified to the geometric realization of front;(A*). By induction,
there are no identifications over faces of A* which are not of this kind. It results that
|N(TA¥)| is the union of the cones on |A?|, |Al],... |AF|, each glued along its base
to the appropriate subsimplex in |AF|. This complex is indeed contractible. O
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APPENDIX (on generators and relations).

If the groups G,, = m1 (I}, X, z,,) are expressed as edge path groups, one obtains a
sort of description of the simplicial group G in terms of the structure of X. This de-
scription occurs as a definition of the loop group in [1, section 12]. Another definition
of the loop group is given in [1, sections 7 and 9] in terms of generators and relations.
The equivalence of the two definitions can be explained by combinatorial group the-
ory. Namely, in a connected graph one can choose a maximal tree. The fundamental
group of the graph can then be identified to the free group freely generated by the
edges of the graph not in that maximal tree; equivalently, the fundamental group can
be identified to the group generated by all the edges of the graph, where, however,
the edges of the chosen maximal tree are also introduced as relations.

To make this description effective, one needs to know what a maximal tree in
the ordered graph I, X will look like. The answer is as follows. If the simplicial
set X is reduced (that is, if X ,the set of O-simplices, has only one element) then
there is a maximal tree in I,, X which is such that it contains exactly those edges
where the corresponding simplex of X is a last degenerate. In the general case of a
connected, but not necessarily reduced X, one has to choose a maximal tree in X
first (a sub-simplicial-set which contains all of Xy and whose geometric realization is
a simply-connected CW-complex of dimension <1); the pieces in I}, X coming from
this sub-simplicial-set are then, additionally, in the maximal tree in I}, X.

We will justify this description of the maximal tree now (for much of the following,
cf. [1, Lemma 9.1] and [1, section 14] in particular). We begin by explaining why,
for connected X and for every n, the graph I}, X is connected. First, every positive
vertex of I}, X can be connected to some negative vertex. Indeed, if the positive vertex
corresponds to x € X,, then the last degenerate of = gives an edge in I, X which will
connect this positive vertex to a negative vertex (namely the one associated with
the ‘last vertex’ of that last degenerate or, what amounts to the same thing, the
‘last vertex’ of z itself). Next, all the negative vertices of I}, X come from I X, by
degeneracy, hence it will suffice to show that they can be connected to each other
inside I[pX. It will, in fact, suffice to show this in the special case of two negative
vertices where the associated 0-simplices of X are adjacent (in making this reduction
we are using the assumed fact that X is connected). We are thus in the special case
now where the two O-simplices of X are the faces of some y € X;. We see that in
this case the two negative vertices can be connected to each other by an edge path of
length 2 in I;3.X; the two edges in the path are provided by the simplex y on the one
hand and by the 1-dimensional degenerate of the last face of y on the other.

Next, suppose that the simplicial set X is a tree. We want to show that, in this
case, the ordered graph I, X is a tree, too, for every n. Now the nerve N(I[},X) is
1-dimensional, and connected; so it will be a tree if (and only if) it is acyclic. To
prove the latter, since the functor X — N(I},X) commutes with colimits, we can
further reduce, by direct limit and (inductively) the gluing lemma, to dealing with
just the two cases where X = A? or X = Al. We will write P,, E,,, N, respectively,
for the sets of positive vertices, edges, and negative vertices of I,,X. In the case
X = A" each of these sets has exactly one element, so N (I,,A°) is isomorphic to Al.
In the case X = A!, the set P, has n+2 elements which we denote pg, p1, ..., Pni1
(where p,4+1 stands for the map [n] — [1] with image consisting of only 0 € [1] and
where, otherwise, p; stands for the monotone map [n] — [1] having the property that
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i € [n] is the smallest element whose image is 1 € [1]); the set E,, has n+3 elements,
€0,€1,---,€ent2, and the set N, has two elements, ng and ny;. The map E,, — P,
takes e; to p; for all i < n+1, and, in addition, it takes e,4+2 to p,+1. The map
E,, — N, takes the element e, o into ny and it takes all other elements of F,, into
ni. We see that N(I,,A!) is a one-point-union of n+1 copies of Al, together with
one extra copy of A! hanging on to one of the whiskers. It is a tree indeed.

Let X be a connected simplicial set now. Choose a maximal tree T' in X. Let P’,
E’, N’ denote, respectively, the sets of positive vertices, edges, and negative vertices
of T,,T. Let P"” denote the subset of X, which is complementary to the subset T,.
Let E” be defined as the subset of X, .1 given by the image of P” under the ‘last
degeneracy’ map. One of the structure maps of I}, X restricts to a map E” — N’ (all
the negative vertices of I, X are contained in N’ since T contains all the 0-simplices
of X), and the other structure map restricts to a map E” — P”. The latter map is
given by the ‘last face’ map, and is actually inverse to the above map P” — E”; in
particular it is an isomorphism. In view of this fact, and using the fact established
above, that the ordered graph

N,E 6 P, N «—FE P
is indeed a tree, we can now conclude that the sets, and maps,
N ,EuUr'", PuP’", N —EUE"—PuP

do form a tree, too. The isomorphisms N’ ~ Xy and P’ U P” =~ X,, show that this
tree contains all the vertices of I, X. It is therefore a maximal tree. O

APPENDIX (another view at the lemma).

The geometric realization |['X| may be identified to the double mapping cylinder
of the following diagram (the terms involved have been defined in connection with
the definition of I'X),

As a consequence, the assertion of the lemma, that the inclusion
| X| =~ |P.] — |TX|
is a homotopy equivalence, will therefore result once one knows that the map

E. — N.

is a (weak) homotopy equivalence. But this is a well known fact: E. is obtained from
the simplicial set X by shifting, it is a sort of path space on X, and it is homotopy
equivalent to the subspace of constant paths; that is, the set X, regarded as a simpli-
cial set in a trivial way. The latter statement is in fact true with the strongest possible
interpretation of homotopy equivalence, namely simplicial homotopy equivalence. An
account can be found in [4, proposition 1.5]; another in [5, lemma 1.5.1].
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