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1.

VARIETES SIMPLICIALES D'HOMOLOGIE ET VARIETES TOPOLOGIQUES METRISABLES

Par

Takao MATUMOTO

INTRODUCTION

Le présent mémoire &tudie 1l'existence d'une relation entre les

variétésl) 2)

simpliciales d'homologie entiére et les variétés
topologiques métrisables; leurs sigles seront respectivement HML et
TOP. L'origine de ce travail, c'est le probléme de savoir si toute
variété TOP admet une triangulation simpliciale, autrement dit s'il
existe toujours une variété HML qui lui soit homéomorphe.

On commencera d'abord par €tudier le probléme inverse: Est-ce que
toute variété HML p;sséde une structure sous-jacente de variété TOP?
Bien entendu il existe des variétés HML qui ne sont pas variétés TOP;

par exemple, une suspension d'une sphére d'homologie PL non-simplement
P p P g ip

connexe. Cependant, la réponse est "oui'" en un certain sens: & partir

1) Une telle variété n'est rien d'autre qu'un complexe simplicial
localement fini ayant 1'homologie locale entiére d'un (demi-)espace
euclidien.

2) On l'appelera simplement variété topologique par la suite.



de chaque n-variété HML M, on construit, de fagon unique

i homéomorphisme filtré prés, une (n+l)-variété topologique filtrée N,
par traduction en TOP d'une décomposition de M x S1 en les produits
de cellules duales de M avec Sl; ensuite, si dim M # 4 et

dim 9M # 4, une n-variété topologique MTOP est obtenue de facon unique
4 homéomorphisme prés par un scindement canonique de N. En principe,
nous regarderons M op Comme structure "sous-jacente" de M.

Dans ce cadre, par analogie avec le lissage des variétés PL, nous
saurons classifier les structures de variétés HML sur chaque variété
TOP donnée. Pour cela nous construirons une fléche entre les espaceé
classifiants des fibrés normaux HML et TOP et nous &tablirons une
théorie de la chirurgie sur les variétés HML compactes. Il intervient
dans la théorie de classification ci-dessus un seul groupe d'obstruction,
noté ker a; le calculer, ou bien méme, déterminer s'il est trivial
ou non, est cependant difficile.

Pour aborder le probléme de la triangulation des variétés TOP,
nous observons que la construction M »'MiOE mentionnée déja redonne
MTOP = M, toutes les fois que M est localement epclidienne. Or, la
conjecture généralisée de la suspension double deS}SphéreS d'homologie
HML affirme qu'en fait, toute variété HML est iocalement euclidienne
sauf aux sommets dont les links sont non-simplement connexes.

R. D. Edwards [Edz] toutefois a démontré une partie importante de cette
conjecture, la partie dans laquelle intervient typiquement la sphére de

-

Poincaré SO(3)/A5 étant cependant laissée de cOté.
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Notre conclusion principale concernant le probléme de triangulations
s'énonce ainsi (sous forme simplifiée);

Toute variété TOP sans bord de dimension n ;:6 admet une

triangulation simpliciale, si et seulement s'il existe une 3-sphére

. 3 . . . . .y s .
d'homologie H qui satisfait aux trois conditions suivantes:

(1) H3 borde une 4-variété PL parallélisable de signature 8,
Ex ] de signature

(ii) la suspension (n-3)-uple de B> est homéomorphe 3 la n-sphére, et

o o * - 3 3 » - -
(iii) 1la somme connexe orientée H™ # H™ est le bord d'une 4-variété

PL acyclique.

Ce travail a été réalisé sous la direction de M. L. C. Siebenmann.
C'est dans son séminaire que MM. R. D. Edwards et J. Bryant ont
exposé leurs résultats permettant d'obtenir les th&orémes dans le
chapitre 5. En outre, le manuscrit de son liyre "Foundational Essays
on Topological Manifolds Smoothings and Triangulations" ecrit en

collaboration avec M. R. Kirby, m'a été précieux pour la rédaction
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[

définitive. Je lui en exprime toute ma gratitude. Je remercie

également M. J.-L. Mauclaire, qui m'a aidé 3 corriger la rédaction

en langne frangaise.
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Construction de variétés topologiques 'sous-jacentes',
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Chaque chapitre est précédé par une introduction détaillée.

o R,

Notations et définitions initiales

n n oo, . . . 1s
T et D désignent respectivement 1'espace euclidien,

une sphére, un tore et une boule fermée de dimension n.

o Lk(o, X)

et St(o, X) sont respectivement le link et 1'&toile

d'un simplexe ¢ dans le complexe simplicial X.

CX et S'X désignent respectivement le cGne et la suspension

n-uple de 1'espace X.

~
-9 "s’

~
~

et ~ désignent respectivement une équivalence

v

4.
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d'homotopie, une &quivalence d'homotopie simple, un homé&omorphisme

et un homéomorphisme PL (ou un isomorphisme de groupes).

o On peut définir de fagon équivalente une n-variétéd HML comme un
complexe simplicial localement fini tel que H*(Lk(ck, M) ; Z) est

n-k-1

~ H. (S ; Z) ou nul pour tout k-simplexe de M. Voir par

exemple [ST] et [Maul].
o Une variété PL signifie une variété combinatoire et de méme

une application PL, une application linéaire par morceaux.

o CAT représente un des sigles HML, TOP, PL ou DIFF.

o 9 signifie le bord d'une variété CAT.

o Une n-sphére d'homologie CAT est une n-variété CAT fermée

ayant le meme groupe d'homologie entiére que s™.

o Une variété CAT W avec deux bord oW = Wl U W2 est appelée

un s—cobordisme CAT, un h-cobordisme CAT ou un H,-cobordisme

CAT si les inclusions : Wi -+ W sont respectivement des équivalences
d'homotopie simple, des équivalences d'homotopie ou des isomorphismes

en homologie entiére.

° H3 désigne le groupe abélien pour la somme connexe de classes de

H -cobordisme PL de 3-sphéres d'homologie PL orientées.

° o : H3 > 22 est un homomorphisme de groupes défini par
a(H3)== signature(PA)/S mod 2 ou P4 est une 4-variété PL parallélisable

avec BP4 = H3. o est appelé 1'homomorphisme de Kervaire-Milnor-Rohlin.

o La lettre M désigne habituellement une variété HML; la lettre V

une variété TOP.



CHAPITRE 1

Construction de variétés topologiques. ''sous-jacentes"

§. Introduction

Soit M une n-variété HML. Le but de ce chapitre est de construire

de fagon canonique sa variété TOP "sous-jacente” notée MTOP’ avec la
restriction que dim M # 4 et dim M # 4.

En premier lieu, sans aucune restriction de dimension, on va
construire une (n+l)-variété topologique filtrée N comme une
réunion de fausses-cellules duales rondes qui sont traduction en
TOP de produits de cellules duales de M avec Sl. Les fausses-
cellules duales rondes et, par conséquent, N sont déterminées de
facon unique 3 homéomorphisme filtré pres.

La filtration donnée par les fausses-cellules duales rondes de N

nous permet de faire un scindement filtré de N X El pour une variété El1

PL fermée l-connexe de dimension positive dont le nombre d'Euler
¥(E1l) = 1; par exemple on pourra avoir El1 = CP2 X CP2 # 4(83 X SS).

Avec la restriction de dimension énoncée, nous obtiendrons un

scindement canonique de N, i.e.: une n-variété topologique MTOP’

plongée dans N, unique 3 homéomorphisme prés telle que MTOP X E1 est

isotope au scindement filtré de N X El.



Puisque la construction est canonique, il est facile de vérifier
qu'il existe de fagon canonique une équivalencg d'homotopie simple,
f : MTOP > M, et f*a,0M) = k(MTOP) dans H4(MTOP ; 22) ol
k(MTOP) est la classe d'obstruction de Kirby-Siebenmann [KSl] et
oM) € HA(M ; HB) est la classe d'obstruction de Sullivan - Cohen -
Sato [Su, Co, Sa] pour obtenir une ré&solution PL acyclique en
variété PL. On peut remarquer que la classe d'hom@omorphisme associée
a MTOP ne dépend pas de la subdivision de M.

Le §1 contient les lemmes géométriques qui seront utilisé&s dans .
la construction des fausses—cellules duales rondes. Dans le §2,
on traite la construction de la variété topologique N; ensuite, dans le
§3, celle de la variété TOP 'sous-jacente" Mpope 0 supposant que M
est compacte; enfin le cas non—compaét dans le §4. Dans le §5 on
démontrera que MTOP est homéomorphe a (M')TOP pour toute subdivision
M' de M, et dans le §6 que (Ml X MZ)TOP ~ (Ml)TOP X (MZ)Tdf'
Enfin, dans le §7, on montrera que, si M est elle-méme une variété

TOP, MTOP est homéomorphe a M.
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§1. Lemmes locaux géométriques

Le lemme 1.1 suivant est fondamental pour la démonstration des
lemmes 1.2 et 1.3. On utilisera la théorie de la chirurgie topologique

pour démontrer le lemme 1.1.

LEMME 1.1. Soit V une (n+m)-variété TOP fermée, et soit

f:V-~> Sn X Tm une équivalence d'homotopie. Supposons n + m 3:5.

Alors, il existe une (n+m+l)-variété TOP compacte L et une

équivalence d'homotopie : L > 0S" x T telles que oL = V et
8y, telles que et

ngV = f. En plus, si m < 3, il existe un homéomorphisme

n m . . - . .
h:V->S xT tel que h et f induisent le méme isomorphisme

sur ﬂl(Sn x T,

Preuve. Comme f est homotope & un homéomorphisme dans le cas
oi n <1, il suffit de démontrer le lemme en supposant que n > 2.
On considére le diagramme commutatif suivant dont les suites horizontales
sont les suites exactes du type de Sullivan-Wall associées 3 la

chirurgie topologique:

n+l m

0 s o™ x 1™ 3 ™ x 1®, e/Tor] - 0
TOP
¥ ¥ + 4 ¥
G
o n n m m
Lone1(m (™) -~ TOP(S T) ~ [§ x T, G/TOP] > Ln+m(“1(T ))
1 4 U I
6 n m n n m =
n+m+1(“1(T )) - STOP(D xT,3d) > [D xT/3, G/TOP] -~ n_m('rrl(‘l’ )))
o . i
En utilisant le fait que © : [S$ (D" x T"/3), G/TOP] - +m+1(“l(T ),
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i > 0, est un isomorphisme et la formule de Kunneth pour

[+» G/TOP]-théorie, on verifie que, pour i > O,
i, n+l m i,.n m, n m
0> [sT(D x T°), G/TOP] » [$"(§" x T), G/ToP] ~L__ .(m(T)) +0,

est une suite exacte d'ensembles pointés. Alors, si 1'on remarque
1'existence des opérations transitives des groupes de Wall L, ()

Z . -1 . . .
sur les préimages n ~(0), on voit facilement par chasse du diagramme

que 1'application induite par restriction sur le bord,

g (Dn+l

m n m. s . . ] ~ .~
TOP x T) - STOP(S X T ), est une bijection; d'ol la premiére

assertion du lemme.

Plus précisément, n induit une bijection de STOP(Sn X Tm)

sur [Tm, G/TOP] et, en plus, parce que 1'on a la stabilité

/fB% 5 G/TOP pour n > 2, tout element de STOP(Sn X Tm)

Gn+1 n+l

est représenté par une équivalence entre le fibré sphérique d'un
f£ibré bloc TOP sur T° et le fibré TOP produit S" x T'. Or,

comme Spin—faén est 2-connexe, l'application d'un complexe simplicial

+1

Pad
de dimension < 3 vers Gn+l/TOPn+1 est remonté 3 1'application

vers Spin—Gn+l dans la suite suivante dont chaques deux fléches

o - (3 . - . e
successives représentent une fibration homotopique: Sp1n—TOPn+1

> Sp:Ln—Gn+1 > Gn+1/TOPn+1 -+ BSpln—TOPn+l; tout fibré bloc TOP sur
Tm est donc trivial si m §:3 et s'il est trivial comme fibré

sphérique. c. q. f£f. d.

LEMME 1.2. Soit H" un complexe CW fini tel que H,(H") z H,(S")

et soit V une (n+m)-variété TOP fermée munie d'une Equivalence




d'homotopie, f : V > i x T, Supposons n>2 et n+m> 4.

Alors, V borde une (n+m+l)-variété TOP compacte K et il existe

: K > cH® x T" telle que gKlaK = f.

une équivalence d'homotopie 8y *

REMARQUE. Etant donné une 3-sphére d'homologie H3 dont 1l'invariant
a(HB) est non-nul, on pose V = H3 X Sl; dans ce cas la variété
topologique K du lemme 1.2 ne peut avoir aucune structure PL relative
a H3 X Sl. En effet, il existrait alors une 5-variété PL fermée qui
aurait le méme type d'homotopie que X X S1 oi X est une 4-variété
HML fermée avec wl(X) = WZ(X) =0 et sign(X)= -8; ceci donneraiF un

contre-exemple au théordme de Rohlin par une appliation de la

transversalité en PL.

Preuve du lemme 1.2. Supposons d'abord n +m > 5. On va

constuire un H,_-cobordisme topologique W entre V et une autre

variété VO tel que Vg = s®™ x T et 1'inclusion de Yy dans W
soit une équivalence d'homotopie. Soit c¢ : " > " une application

m

de degré 1 et soit ¢ : V » s x T 1'application définie par

¢ = (c x (idiTm)) o f. Alors, Wl(¢) est isomorphe 3 ﬂl(Hn). On
prend un systéme fini de générateurs de nl(Hn); les générateurs

- - 1 ez
sont représentés par les plongements des S avec fibrés normaux

2 n+m-1
a

triviaux dans V. On attache les anses D X D VXI en

eqs e . 1= 1
utilisant des trivialisations des fibrés normaux des S et 1'on

obtient une variété topologique Wl et une extension

¢1 : Wl > 8" x T de $. On définit une variété TOP connexe

W, par 3W, =V u W et ¢, par ¢, = ¢1|W2. Alors, par

2
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~construction, ﬂ1(¢2) = 0 et,pour l'applications induite sur les
revétements universels 32 : Wz > (s" x Tm)m, H2($2) est un
Z[ﬂl(Tm)]—module libre. Comme on peut choisif les trivialisations
des S1 telles que w, n H2($2) = 0, on peut supposer que l'on a
des plongement des 82 avec fibrés normaux triviaux dans W2 qui

représentent les générateurs du Z[mw (Tm) -module libre 7,(¢,) = H,(9,).
‘ 1 2% 2%

. - - / n m_z -
Comme on a fait précédement, on attache les anses DB x D a

- . 'l kd Ld - 3 - 2
Wl en utilisant des trivialisations des fibrés normaux des S et

1'on obtient une variété topologique W3 et une extension

¢3 : W3 > 8% x " de ¢l et, en outre, une variété TOP connexe W4

par W, =VUuW, et ¢, par ¢, = ¢3]W4. On vérifie que

3

nl(¢4) = 0 et que, pour le revE@tement universel $4 : Wa > (" x Tm)%

et pour i > 2, Hi($Z) = 0. Par conséquent, ¢4 est une équivalence
s . n I . A

d'homotopie. En plus, on voit que ¢3 : W3 + S x T lui-meme est

une équivalence d'homotopie. D'aprés le lemme 1.1, on a une extension,

g = ¢3 U g W3 uL-~> cs™ x Tm, qui satisfait 3 la condition.

Si n +m=4, on fait la chirurgie de 1'application

= 5

¢ X (idlSl) + VX S1 + 8™ x Tm+l et 1'on obtient une équivalence

d'homotopie ¢A : WZ > 8™ x Tm+l. Alors, comme n > 2 implique

m+ 1<3 onaun homéomorphisme h : WA > g™ x Tm+l tel que

(¢A)* = h, sur 'rrl(Sn X Tm+l) d'aprés le lemme 1.1. Or, on s'arrange pour que
les modifications sphériques sont effectuées dans un voisinage

de V x1/2 cV x Sl, on a alors un plongement naturel V x 0 c WA.

En considérant un revétement fini, on peut obtenir un plongement disjoint

de VxXx0u h-l(Sn X Tm) dans Wz. Soit W une des deux composantes

du complémentaire Wi - (Vx0u h—l(Sn X Tm)). Alors, W est le

1-6
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H _-cobordisme TOP désiré entre V X 0 et S° x Tm, car, par construction,
le revétement universel W est aussi un H*-cobordisme. Enfin, on
PP e sy 2 . n+l m

définit une variété topologique K par K=V XTI yWyD x T

. . n oo Vo .
et une application g : K> CH X par l'unique extension de

. . ~ PR . .

1'application composée (d x (id|T)) o (f X (1d|I)) de V x I vers

- n -
CcH” x T® ot d : H® x I > CH" est une contraction de " x 1 sur
le sommet du c6ne. Comme g induit un isomorphisme sur ™ et que
1'application induite sur les revétements universels induit un

isomorphisme sur 1'homologie, g est une équivalence d'homotopie.

c. q. £. d.

LEMME 1.3. La variété topologique K dans le lemme 1.2 est déterminée

de facon unique 3 homéomorphisme prés.

Preuve. Soient K, et K2 deux variétés TOP avec BKl = 3K2.
Supposons qu'elles satisfont 3 la condition dans le lemme 1.2. On
définit une variété TOP fermée V par V = Kl u BKl XxTIuy KZ'

Alors, on a une équivalence d'homotopie g : V = SH® x T comme

> cE® x ™

!
h 393 oA P L3

ctooTlancea dThomotroni
quivalences d'homotopie g, : K

. N,
1 1

r
o
o
:
te
C
o
[=
[p)
[a W
(o]
o
b‘l
m\
e

i = 1,2, qui coincident sur les bords. Par conséquent, comme

n+l

n+m>4 et que SH” x T = § X Tm, on obtient une variété TOP

compacte K et une equivalence d'homotopie h' : K -+ csH® x T
telles que 9K =V et h'|V = g, d'aprés le lemme 1.1. Alors, K
fournit un h-cobordisme TOP relatif entre Kl et KZ' Ici, on a
dimK=n+m+ 2 2>6, ﬂl(K) =7 et Wh(Z) = 0. Donc d'aprés le
théoréme du s-cobordisme topologique [KS,III], on obtient un
homéomorphisme h : K; +.K2 avec h|BKl = id.

c. q. £. d.
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§2. s-décomposition et construction de la variété topologique N

Soit M une n-variété HML. Nous construirons la (n+l)-variété
topologique N du théoréme 1.4 de la fagon exﬁosée dans l'introduction.
Le type d'homotopie simple de N est traité dans le théoréme l.4.a
et les classes d'obstruction, dans le théoréme 1.4.b. Nous

rappelons d'abord la définition d'une s-décomposition.

DEFINITION ([KS,III]). Une s-décomposition de 1l'espace X est

une filtration finie de X,

1
b

X. c X+ c X, c X+ c c X c X+
0 0 1 1 tee n n

en sous-ensembles fermés telle que
. + - . 4 .
(i) Xi‘+ Xi est une équivalence d'homotopie,

. o - Py — - + - +
(ii) en désignant Bi(X) = Xi Xi—l et 3_Bi(X) Bi(X) n Xi—l’

1'inclusion B_Bi(X) > Xi est une cofibration, et

(iii) chaque composante connexe de Bi(X) et de B_Bi(X) posséde

.

n fFuns
i3 b] yc

c

1'un avec 1l'autre.

Un premier exemple d'une s-dé&composition est associé a la
décomposition en cellules duales d'une n-variété HML M. Pour
simplifier 1'&criture, si un simplexe O se situe dans le bord oM,
on traitera les deux cellules duales D(o, M) et D(o, oM) par la

méme notation D(0). Une s-décomposition de M est définie par:



Mi = u {D(6) = D(0, M) ou D(o, 3M) ; dim D(o) < i} et

+ (3 . P ’ - )
Mi sera le voisinage dérivé second de Mi dans Mi+1'

Dans ce cas on voit facilement, que
B,() z v {D(0) ; dim D(0) = i} et 3B, (M) = v 3D (o) .

Les réunions sont disjointes, 3D(o, M) = 6D(o, M) u D(o, M), ol
8D(o, aM) = 3D(o, oM) et 6D(o, M) = u {D(T, M) ; T > o}.

Si X est un espace avec une s-décomposition et Y est un
complexe simplicial fini, on a une s;décomposition induite sur

XxY par (XxY), =X, xY et (XX Y); = x; x Y.

DEFINITION. Une application continue f : X + Y entre les espaces
avec s—-décompositions est dite filtrée (ou par blocs) si

f(X., - X cY
i

i1 < Y5 - Yy s

pour tout i > 0. Une application filtrée est dite &quivalence

d'homotopie filtrée (ou Bquivalence par blocs) si les applications

induites, Bi(X) -> Bi(Y) et 8_Bi(X)+ B_Bi(Y), sont des équivalences

d'homotopie simple. Si un homéomorphisme f et son inverse sont

filtrés, f est dit homéomorphisme filtré.

THEOREME ([KS,III]). Une s-décomposition fournit de fagon unique

un type d'homotopie simple. Une Equivalence d'homotopie filtrée

entre les espaces munies de s-décomposition est une Equivalence

d'homotopie simple.

Maintenant, on peut &noncer notre premier thé&oréme:

THEOREME 1.4. Soit M une n-variété HML. On considére la

1-9

£(8, (X)) < B (V) et £(3_B (X)) 3B, (V)

14.



s-décomposition sur M X Sl qui est induit naturellement par la

décomposition en cellules duales de M. Alors, il existe, de facon

unique 3 homéomorphisme filtré prés, une (n+l)-variété TOP notée N

munie d'une s-décomposition et d'une &quivalence d'homotopie filtrée

g : N>MX Sl.

Preuve. On observe d'abord que 09D(0) possé&de le méme groupe
d'homologie entiére qu'une sphére et qu'il est une réunion de cellules

duales de dimensions inférieures; = 9D(0) = u D(T). De plus, dans

15,

oD(0), 1'intérieur dint D(T) = D(T) - oD(T) de chaque cellule duale D(T)

admet un voisinage ouvert qui est homéomorphe 3 int D(T) X Rt avec -
t = dim D(0) - 1 - dim D(T).

On construira, par récurrence sur -i, les espaces Ni et les

équivalences d'homotopie 8y * Ni *‘Mi X Sl.

(a) i< 3. On pose: N, =M, X st et g, = id; et,
= 3773 83
1 .

si dim D(0) < 3, E(0) = D(0) X S,
(b) i = 4. Soit D(0) une cellule duale de dimension 4. Alors,

oD(0) est une 3-sphére d'homologie PL et D(0) = CSD(0) est

identifié avec le cOne COD(0). Rappelons que dD(0) X S1 borde

une variété topologique KS(O) d'aprés le lemme 1.2. On définit une
fausse-cellule duale ronde E(0) par E(0) = KS(O) et une équivalence
d'homotopie 85 = 8 ° E(0) = p(0) X Sl suivant le lemme 1.2. On

remarque que E(0) est déterminée 3 homéomorphisme prés fixant

oD(0) X S1 en vertu du lemme 1.3. On définit alors N4 par
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N, =Ny u ( v {E(0) ; dim D(o) = 4})

et 8y ¢ N4 -> M4 X S1 par la réunion de 83 ep des 8y
(¢) i2>5. Soit D(0) une cellule duale de dimension 1.

Avant de définir E(0), on définit son bord OJE(0) par
9E(0) = v {E(T) ; D(1) < 3D(0)} e N, _;.

I1 est bien défini 3 homéomorphisme prés, car les E(1) et les
inclusions E(Tl) c E(TZ) sont déterminées & homéomorphisme prés

par notre hypothése de récurrence. Par construction, la restriction
de fi-l sur 0OE(c) induit une équivalence d'homotopie filtrée,
gi_llaE(o) : 9E(o) » 3D(o) x Sl. En plus, ©3E(0) est une variété
TOP; ceci résulte du fait que les inté@rieurs int E(t) des E(T) sont
variétés TOP par l'induction et qu'ils admettent des voisinages
ouverts dans 0E(0) homéomorphes 3 int E(T) X Rt,

t = dim D(og) - dim D(1) - 1, tels que la réunion des voisinages

recouvre 9E(c). D'aprés le lemme 1.2, on peut définir une fausse-

cellule duale ronde E(o) par la variété topologique E(0) = Ki+1(0)
avec 9JE(0) = 3K(0) et une équivalence d'homotopig 8y E(o) » D(o) x S
par g = (G x (idlSl)) ° 8y» oi j : CoD(o) > Cdb(o) = D(0) est
1'équivalence d'homotopie canonique. On remarque que E(0)

est déterminée de facon unique 3 homéomorphisme prés en vertu du

lemme 1.3. On définit alors Ni par

N, =N, , v (v {E() ; dim D(0) = i})

1-11
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17.

1 2
gt 8; * Ni > Mi x §© par la réunion de 8.1 et des 8y

(d) On se retrouve maintenant dans une situation analogue a
celle ol 1'on était précédement juste avant (c); on peut donc recommencer

le processus suivi dans (¢) si i < n.

(e) On arrive enfin 3 obtenir un espace N = Nn avec une
s-décomposition et une &quivalence d'homotopie filtrée

1
g =8, " N->-MX S,

(f) Dans l'espace N, les intérieurs int E(c) des fausses-
cellules duales rondes E(0) admettent des voisinages ouverts
homéomorphes soit & int E(0) X Rt, soit, si 0 < M et si D(0) = D(0,9M),
a int E(o) X Rf, oi t =n - dim D(0) + 1, tels que la réunion de ces
voisinages recouvre N. Comme les int E(0) sont variétés TOP sans bord,

on voit que N est une (n+l)-variété TOP.

c. q. f£. d.
REMARQUE. Si la n-variété HML M est une réunion Ml U M2 de
deux variétés HML telles que M3 = Ml n Mz est une (n-1)-variété

HML, alors, N est de fagon canonique homéomorphe a N1 uN,. En
effet, pour 0 c M on M, désignons par E(o, Ni) la fausse-cellule
duale ronde E(0) correspondant 3 D(0, Mi); alors, on déduit

par la récurrence que E(ag, Nl) n E(o, NZ) = E(o, N3) et que, en vertu
du lemme 1.3, E(o, N) est homéomorphe 3 E(o, Nl) v E(o, NZ)’

(si M est bordée et si 0 c oM n M, n M2, on doit observer d'abord

1

que E(o, ON) est hom@omorphe 3 la fermeture de

E(o, aNl) v E(o, BNZ) - E(o, N3) d'aprés le lemme 1.3) et
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18.

' . . -~ — ~
l'on arrive enfin a ce que N1 n N2 = N3 et N~ Nl U N2'
D'aprés [KS,III], chaque variété TOP posséde son type d'homotopie

simple canonique. On va montrer:

THEOREME 1l.4.a. Le type d'homotopie simple canonique de la (n+l)-

variété topologique N est équivalent 3 celui défini par 1'équivalence

d'homotopie filtrée g : N > M X Sl.

Preuve. On définit une autre s-décomposition en anses X

de M par

+ s .
X; =X, =u {D(bd’ M') ; dim 0 < i}

ol D(bc, M') est 1'étoiledu barycentre du simplexe 0o dans la
seconde subdivision barycentrique M" de M. |

Supposons, pour le moment, que M est sans bord. Alors, Xn—i—l
est la fermeture du complémentaire du voisinége dérivé de Mi dans
M et, par conséquent, B,(X) yB__ (0 x D' et 3B (0 wB_ () x '
on peut choisir une s-décomposition Y de N telle que
B(Y) ~B_ () xDL, 3B,(1) xB_ () x ' et que g:N+uxs
est une &quivalence d'homotopie filtrée par rapport aux s—décb@positions
X et Y.

Or, les types d'homotopie simple des S_Bi(Y) et des ‘Bi(Y).
sont déterminés indépendamment des choix, car leurs composantes connexes
sont compactes et ont des groupes fondamentaux abéliens libres. En
outre, les Bi(Y) sont sous-variétés TOP de codimension 0 de N.

Par conséquent, Y est une s-décomposition TOP dans le sens de la
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19.

définition 5.9 de [KS,III], qui fournit le type d'homotopie simple
canonique de N grdce au théoréme 5.10 de [loc. cit.]; d'ol le résultat

dans le cas sans bord.

Si M posséde un bord non-vide, on remplace respectivement

M., B (M) et B (N) dans le paragraphe précédent par M, - (M, n oM),
1" n-i n-i 1 1
u {D(o, M) ; dim ¢ = i} et u {E(o, N) ; dim ¢ = i}. On peut remarquer
qu'on ne compte pas ici les E(o, oN) pour la filtration; On

en déduit le résultat.

c. q. £. d.

La classe d'obstruction pour résoudre M en variété PL
est définie par [Su], [Co] et [Sa] (Cf. [Mrz] et Appendice du ch. 3),
et 1'ona oM) € HA(M : H3). On va la comparer avec la classe
d'obstruction de Kirby-Siebenmann ‘[KSl], pour la triangulation en variété

PL d'une variété topologique N construite de la fagon énoncée dans

le théoréme 1.4. Selon la définition dans ce cas, on a k(N) ¢ H4(N 3 Zz).
Soit m : N > M 1la composition de 1'équivalence d'homotopie simple

.‘k‘l_\'M‘vl Avro o N e et s ] Mvcl_;M c
LG\ SRS ) S fn A o > L o iy

+ n e M
Lie i e ix 7

la composition de 1'inclusion: M > M X S1 avec l'inverse d'équivalence
d'homotopie : M X S1 >N de g;ona mon=id. En o : H3 > Z,

désignant 1'homomorphisme de Kervaire-Milnor-Rohlin, on obtiendra:

THEOREME 1.4.b. Pour la variété topologique N construite dans le

.théoréme 1.4, on a

k(M) = o,(0()) dans H'QL ; Z,).

Preuve. On peut supposer que M est sans bord. Soit Ui le voisinage
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20.

dérivé de la filtration Mi dans M et soit Vi le voisinage

correspondant a Ni dans N, i.e.: Ui et Vi sont respectivemenat
la fermeture du complémentaire de Xn~i—1 dans M et celle de
Y . dans N; les inclusions M, > U, et N, = V., sont des

n-i-1 i i i i

équivalences d'homotopie. Désignons par j et 1 respectivement

les inclusions V4 >+ N et U4 -+ M. Alors, j* : H4(N 3 Zz) +~H4(V4 : 22)
et 1i* : HA(M ; ZZ) > H4(U4 ; ZZ) sont des injections. Rappelons
que V3 = U3 X S1 est une variété PL et que, si a(H3) ne s'annule

pas, comme on l'a remarqué, K du lemme 1.2 n'a aucune structure PL
relative 3 H3 X Sl. D'ot, j*k(N) € H4(V4, V3 ; 22), et c'est l'iﬁage
par m* de 0,0 qui correspond & Il a,0(0) par 1'isomorphisme:
H4(U4, U3 : Zz) ~ I H4(D(o), aD(o) Zz). Ici, a,0(0) est la classe
de cohomologie définie par 0,0(0)(x) = a(oD(0)) pour le générateur

X € H4(D(0), oD(o) ; 22) ~ 22’ le produit &tant effectué sur toutes

les 4-cellules duales de M. En conséquence, sachant que i*a 0(M)

est 1'image de 0,0, on a j*k(N) = m*i*a,o0(M), et donc

k(N) = m*a,0(M). Comme m o n = id, on obtient immédiatement le

résultat n*k(N) = o,0(M).

§3. Structure de variété topologique '"sous-jacente"

Soit M wune variété HML. Nous allons obtenir sa variété
topologique "'sous-jacente' MTOP comme un scindement canonique
de la variété topologique N du théoréme l.4. Personne ne sait

scinder convenablement en dimension 4; donc nous n'essayons pas
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directement le scindement filtré. Si 1'on fait le produit avec

une variété PL fermée E1l telle que ﬂl(El) =0, x(El1) =1

et dim E1 > 4, il est facile d'obtenir un scindement filtré par
rapport 3 la s-décomposition induite sur N X El. Si la dimension
est > 5, on obtiendra en plus un scindement global de N qui est
isotope au scindement filtré de N X E1 aprés avoir passé au produit

avec El.

Enongons maintenant le théoréme principal de ce chapritre:

THEOREME 1.5. Soit M une n-variété HML (éventuellement non-compacte)

t soit N la (n+l)-variété TOP associée 3 M par le théoréme 1.4.

——

Supposons dim M # 4 et dim oM # 4. Alors, il existe de facon unique

4 homéomorphisme prés une n-variété TOP, notée MTOP’ possédant:

(i) une équivalence d'homotopie simple f : MTOP > M,

(ii) un hom@omorphisme h : MTOP X S1 + N tel que g o h = f X (idlSl),

(iii) une s-décomposition sur la variété Moop X El,

(iv) une équivalence d'homotopie filtrée F : MTOP x E1 + M x El

telle que F = f x (id|El), et

(v) un homéomorphisme filtré H : Miop X Sl x E1 -~ N x E1,

isotope 3 h X (idlEl), tel que (g X (id!El)) o H=~F X (idlSl).

REMARQUE. La détermination de la classe d'homéomorphie de Mrop
et de la classe d'homotopie de f ne dépend pas du choix de la
variété El, ce qui est facile & vérifier, par exemple, en considérant

le produit E1 x E1'.
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DEFINITION 1.5.a. La variété TOP MTOP du théoréme 1.5 est appelée

variété topologique ''sous-jacente' de la variété HML M.

COROLLAIRE 1.5.b. On a

K(tyyp) = £40,0Q0) dams H (M, 5 Z,)-

La preuve du corollaire est immédiate & partir du théoréme 1.4.b
et des conclusions (i) et (ii) du théoréme 1.5.

Démenstration du théordme 1.5. D'aprés le théoréme 1.4, il existe

- e ] . - 1 - .
une équivalence d'homotopie filtrée g : N> M X S© et on en déduit un

N
revétement cyclique infini N de N associé @ la projection

PN +’Sl. Tout abord, si 1'on fait le produit avec E1l, on obtiendra

n,
un scindement par blocs de N X E1 formé d'une sous-variété TOP de

n,
N X E1, que nous noterons*) (M X E1) tel que, pour chaque i > 0,

TOP’

n 1 o ‘ n
X ~ .
(( x E1) o, n N, X E1) X R x N, X El; (M x El)op 0 N, X E1 est
défini par récurrence sur i : jusqu'a i = 3, on pose
(MM x El).. nN, xEL=M, xEL X 0 dans N, x EL = M, x E1 X R"
TOP ' 3 - 73 ans N3 -3 ‘

" .

Si i > 4, pour le revétement cyclique infini E(0) dinduit par chaque
,

fausse-cellule duale ronde E(0), on peut supposer que JE(0) X E1 est

o)
déja scindé par 1'hypothdse de récurrence; car E(0) = D(0),

m ((0) X E1) = 0 et dim E(o) x E1 > 9, on en obtient

%) Justification de la notation sera donnée dans le théoréme 1.7.
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un scindement de %(U) x E1 relatif au bord [Sil]. Enfin, dans la
derniére étape de la récurrence, on arrive au scindement filtré de
N x El.

On suppose dim M > 5 et, en outre, pour le moment que M est

une variété HML fermée. Comme on a une égalité,
N
oN x E1) = x(EDo®) dans K z[m W],

entre les obstructions pour les scindements de ﬁ x E1 et de ﬁ
'\l -~ . - . * - -
[Sil]’ N peut également €tre scindé. Soit L une sous-variéte
m 1 o
TOP de N telle que L X R =z~ N. Alors, L X El est un autre
o
scindement de N X E1 et donc il existe un h-cobordisme TOP
- * i .
(W1 ;s L xE1l, (M x El)TOP) avec une torsion T € Wh(ﬂl(L)) La
variété topologique MTOP est définie par 1'autre bord que L du
h-cobordisme TOP (W ; L, MTOP) dont la torsion est égale 3 T. La
classe d'homéomorphie de Mpop R dépend pas du choix de L.
Evidemment, MTOP X R1 ~ N et la classe d'isotopie de la sous-variété
MfOP de ﬁ est déterminée.
On voit facilement de la formule produit des torsions [KwS]
[ . _ .
qu'il existe un s-cobordisme TOP entre MTOP x E1 et (M x El)TOP
qui se situe dans N x El. Par conséquent, les deux variétés sont

homéomorphes et de plus le scindement MTOP x E1 est isotope au

scindement (M X E1) [Sil]. En particulier, une s-décomposition

TOP
sur MTOP x E1 est induite par celle de (M x El)TOP.
Pour montrer que MTOP X S1 ~ N, on forme le produit de N avec

S1 et 1'on considére 1'application q : N X S1 > Sl définie
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24.

par la composition de la projection sur la premiére composante avec
P: N +~Sl. D'une part, par induction sur i,on peut déformer
q en q' de sorte que 1l'intersection '((q')—l(*) n Ni) X S1
, de facon canonique, homéomorphe a Ni' D'autre part, par le
scindement global effectué précédemment, on peut déformer q en
q" de telle fagon que (q")l(*) = MTOP X Sl. On obtient ainsi un
h-cobordisme TOP (W2 ; MTOP X Sl, N') dans N x Si avec N' = N.
Mais, si 1'on forme le produit de N X S1 une fois encore avec El,
les variétés (q')l(*) X E1 et (q")l(*) X E1 sont isotopes dans
N X S1 X El; en plus, il existe un homéomorphisme filtré
H : MTOP X S1 X E1 » N x E1. En particulier, la torsion du h~cobordisme
topologique W2 X E1 s'annule et la torsion du h-cobordisme topologique
W2 s'annule aussi. Par conséquent, il existe un homéomorphisme
h : Mrop X S1 -+ N tel que h X (id|El) est isotope a H.

L'équivalence d'homotopie filtrée F : MEOP x El -+ M X E1 est

définie par la composition des applications,

Alors, (g x (idIEl)) o H=F X (id]Sl). L'application
f : MTOP > M est définie de la méme fagon et g o h = f X (id]Sl);
f est une &quivalence d'homotopie simple, car F 1'est et que l'on a
F = f x (id|E1) [KwS], ce qui termine la preuve du théoréme 1.5 dans le
cas oui M est fe;mée.

Si M est une variété HML compacte avec un bord non-vide,

on fait d'abord le scindement du bord 9N et, ensuite, le scindement
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25.

de N qui s'identifie au bord i celui de ©ON déjia considéré, de la

méme fagon que précédemment. On peut maintenant remarquer que,

si une n-variété HML M compacte est une réunion 'Ml U M2 telle que

M3 = M1 n M2 est une (n-1)-variété HML, alors MTO? = (Ml)TOP u (MZ)TOP'
Le cas oi M n'est pas compacte sera traité séparément dans la

section suivante.

*)

§4. Cas oi M est non-compacte

Maintenant, soit M wune n-variété HML non-compacte sans bor@.
D'aprés le théoréme 1.4 on a une variété topologique N avec une
s—décomposition et une équivalence d'homotopie filtrée g : N> M X Sl.
De plus, on connait déja le scindement filtré (M X El)TOP de N X E1.
Cependant, pour effectuer le scindement de N, on va reconstruire N
de la fagon suivante: On prend une suite de sous-variétés compactes

M, de M telle que M, c int M. et que M =y M,. Alors, d'aprés
i i i+l i

la remarque du théoréme 1.4, on a une suite de sous—wariétés compactes

N, de N telle que N, c int N et N = u N,. On peut supposer que
i 7 TTTTT R | R £ § i ol er *
1
. : N, > M, X 8 est une extension de . et que = U g..
Bi+1 i+l i+l gx 1 & &4

Si dimM #4 ou 5, d'aprés ce qu'on a montré préc&demment, on a
par récurrence une suite de n-variétés TOP compactes (Mi)TOP telle

que (Mi)TOP c 1nt(Mi+l)T0P et que les homéomorphismes

*) Dans cette section on n'utilise plus les notations M., N,

pour les filtrations données par la décomposition en cellules duales.
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X S1 X E1 - N, X E1
i+

) 1

hi+1 t (M

) 1 is1 WMy

1
X S > Ni+ et H : ( TOP

i+1°TOP
sont respectivement des extensions de hi et de Hi' Alors, on définit
* - - - A 1 - .
une variéte MTOP par MTOP = U (Mi)TOP et 1l'on a des homéomorphismes
1 1
h _‘u hi : MTOP XS >N et H=uy Hi : MTOP x 8§ x E1 - N x El.
D'aprés la remarque du théoréme 1.4, 1'homéomorphisme H induit un

homéomorphisme entre MTOP x El1 et (M x El) et 1'on peut supposer

TOP
que H est un homéomorphisme filtré par rapport aux s-—décompositions
originales de (M x El)TOP et de N. Par construction, H est
isotope & h x (id|El). Les f et F sont définis de la méme fagon
que dans le cas compact; F est une équivalence d'homotopie filtré“et
F = f x (id|E1l); par consdquent, f est une &quivalence d'homotopie
simple (infinie) [Si3].

Si M est de dimension 5, on fait le scindement de (BNi) X S1
au lieu de 3Ni; il induit le scindement de (BNi) X R1 qui est
identifié avec un voisinage de BNi dans N [Br]. Alors, par l'argument
précédent, le probléme se trouve €tre réduit 3 celui du scindement
relatif 3 un voisinage-produit de 1'infini; on peut supposer que M est
réunion d'une variété HML compacte Ml avec une autre variété HML
BMl x [0, 1[ et que la sous-variété topologique BNl x ]0, 1[ de
N est déjia scindée. Or, on peut remarquer que les h-cobordismes
relatifs 3 un voisinage produit de 1'infini sont classifiés par
Wh(ﬂl(M)); si 1'on obtient un scindement L de N, la variété MTOP et
les homéomorphismes h et H peuvent etre définis de la méme fagon

que dans le cas compact. Maintenant, pour faire un scindement L, on

prend d'abord une extension de 1l'application transversale
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N~>MX S1 > S1 relative au voisinage de 1'infini [KS,III] et 1l'on

obtient une donnée de chirurgie topologique L' + M relative a ce
voisinage de 1'infini; On opére la méme maniére que dans le cas de

la chirurgie relative au bord des variétés compactes. Comme

2 # 4(83 X SS)) admet un scindement relatif, 1'obstruction

N X (CP2 x CP
pour la chirurgie correspondante s'annule. D'aprés la périodicité

de 1l'obstruction pour la chirurgie [Wa], on peut effectuer celle-ci

de L' > M; Son résultat dans la variété ambiante N donne un
scindement L de N, ce qui termine aussi la preuve dans le cas dim = 5.

Le cas oi M est non-compacte et avec un bord non-vide est

aussi facile que le cas traité ici.

§5. Sur les subdivisions et les résolutions acycliques locales

Le théoréme 1.6 va montrer que la construction de la variété
TOP '"sous-jacente" Meoop D€ dépend pas de la subdivision de M et
de plus qu'elle conserve les isomorphismes. On commence par une

définition:

DEFINITION. L'application propre PL surjective entre les variétés

HML de méme dimension f : Ml »-Mz est dite résolution acyclique

locale, si f(BMl) = 8M2, si chaque préimage f-l(x) est acyclique

et si f,_ : ﬂl(Ml) > ﬂl(Mz) est un isomorphisme.

THEOREME 1.6. Une résolution acyclique locale de n-variété HML,

f: M, >M,, induit un homéomorphisme h : (Ml)TOP > (MZ)TOP'
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Preuve. On subdivise les variétés HML de sorte que f est

une application simpliciale de M! sur M!. Soit M(f) le cylindre
P 1 > y

de 1l'application. Alors, il existe une structure K de complexe

simplicial sur M, X [-1, 0] u M(£)

_ i
Kl]Mi x 0] = M et KIIMi x (-1)7]

c

M2 x [0, 1] telle que

Mi pour i =1, 2. Le complexe

simplicial K est lui-méme une variété HML, car on peut facilement

montrer que H,_ (K, K - pt ; Z) est g H*(Rn+l, Rn+1 - pt 3 2) ou

nul pour tout point de K. De plus, K est un s-cobordisme entre

M, et M,, parce que l'application induite sur les revétements

1 2°

universels est aussi une résolution acyclique. Par conséquent, il

suffira d'employer le théoréme suivant:

THEOREME 1.6.a. Soit (W ; My MZ) un s-cobordisme HML. On suppose

que dim M, > 5 et en outre gue, si 8Ml £ ¢ et dim M o= 5,

aMl est une variété PL et W - int(Ml U MZ) est un cobordisme produit

est homéomorphe 3 (MZ)TOP’

PL. Alors, (Ml)TOP
Preuve. En appliquant le théoréme 1.5 3 la variété HML W,

on a un s-cobordisme TOP entre (Ml)TOP et (MZ)TOP' Si

SMl # ¢, on peut supposer qu'il est déja un s—cgbordisme TOP relatif

d'aprés le théoréme du s-cobordisme dans le cas;oﬁ dim M > 6; si

dim M; =5, il en est de méme d'aprés notre hypothése initiale. Donc, le

résultat découle immédiatement du théoréme du s-cobordisme TOP de

dimension > 6, ce qui termine aussi la démonstration du théoréme 1.6.
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REMARQUE. Pour montrer le théoréme 1.6, on n'a pas besoin du théoréme
du s-cobordisme pour les variétés non-compactes, car le
s-cobordisme HML donné par la résolution acyclique locale est une

limite des s-cobordismes de variétés HML compactes.

§6. Structure produit

On va montrer la naturalité de notre construction pour le produit

cartésien.

1 et M2 deux variétés HML. Supposons,

our i =1, 2, ou bien que dim Mi # 4 et dim 8Mi # 4, ou bien que Mi

PROPOSITION 1.7. Soit M

iété E M.. Alors
est une variété PL et (Mi)TOP représente M, s

e

M, XM x (M

1 Mydqop ¥ M pgp 2)T0P
Preuve. D'abord, en vertu de la remarque suivant le théoréme 1.4,

on observe que:

i une n-variété HML M est reconstruite par une collection

des sous n-variétés de telle facon que, dans toutes les &tapes

d'attachement, 1'intersection et la réunion soient des variétés HML,

alors, N est reconstruite par la collection des sous (n+l)-variétés

TOP par le méme processus.

Une telle filtration est donnée par la s-décomposition en anses,
qui est exposée dans la preuve du théoréme 1l.4.a. (Grace au théoréme

1.6, le fait que les Bi soient des sous-variétés de la seconde
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subdivision barycentrique de M n'intervient pas.)
Une s-décomposition en anses de M = Ml X MZ est définie par
le produit des s-décompositions X = X1 X Xz,'i.e.:
Bi(X) = U Br(xl) X Bi—r(xz)’ et 8_(Br(Xl) X Bi—r(xﬁ)) =
B_Br(Xl) X Bi—r(XZ) U Br(xl) X B_Bi_r(Xz); les Biéx) sont évidemment
sous-variétés d'une structure de complexe simplicial de M1 X M2.

Par conséquent il faut montrer que, de facon canonigue,

N X S1 o~ Nl X N2. Mais, c'est immédiat parce que la filtration
1

(X x Sl) X Sl est la méme que celle de (Xl X 81) x (X2 X §7). On en

~ (Ml) X (M2) aprés deux scindements

TOP’

obtient (Ml X M TOP

2)TOP

. : 1
canoniques par rapport aux facteurs §S°.

C. qc fc do

§7. Commentaire sur le cas oi M est localement homéomorphe 3

1'espace euclidien

Dans cette section on va montrer:

THEOREME 1.8. Soit M une n-variété HML. Supposocns que M elle-méme

posséde une structure de variété TOP. Alors, M x S1 est homéomorphe

3 N, etsi n#4 (et n#5 dans le cas oi oM n'est pas vide),

M est homéomorphe a MTOP'

Preuve. Puisque 1'étoile d'un (n-p)-simplexe o est le "joint"
o * Lk(0), un voisinage ouvert de l'interieur du simplexe ¢ est
homéomorphe PL & int CLk(o) X RYP o% int C désigne le cOne ouvert;

d'aprés notre hypothése, il est localement euclidien. Alors, en

examinant le voisinage de la singularité, on remarque sans peine que
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CLk(o) X Rn—p+l’ et donc CLk(0) X Tn-p+l, sont localement euclidiens.

Maintenant, on considére le produit des fausses-cellules duales
n-— . n-1 1
rondes dans N avec T ~; on reconstruit N-X T , en remplagant S
n . - 3 - -~ . .
par T ; il est homéomorphe filtré a M X ™ par rapport aux filtrations
_ . . n-1
données par les produits {fausses-cellules duales rondes de N} X T
et celles de {cellules duales de M} x T, Supposons maintenant que
M est compacte. Alors, aprés avoir fait (n-1)-fois des scindements
de la méme fagon que dans la preuve du théoréme 1.5, on obtient un
~ . 1 .
homéomorphisme de N sur M X §7; Un scindement de plus nous donne
un homéomorphisme de MTOP sur M. Pour appliquer le théoréme du
s-cobordisme TOP, il suffit de remarquer que M X T' est une
sous~-variété TOP plate dans M X T d'aprés notre hypothése.
Dans le cas oi M n'est pas compacte, on peut effectuer les
scindements en se limitant toutefois 3 opérer au niveau des variétés

compactes dont M est la limite inductive et 1l'on atteint le résultat

par passage 3d la limite.
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CHAPITRE 2

Construction de sous-variétés topologiques et de voisinages

topologiques en codimension 3 et plus

§. Introduction

Le but de ce chapitre est de construire pour r > 3 une fléche
canonique B : BHMLr > Blggr de 1l'espace classifiant des r-fibrés
H,-cobordismes HML [MrM] a celui des r-voisinages TOP [RS3]. En
particulier, B induit un homomorphisme : ﬂ3(HMLr/§ir) > ﬂB(EQET/ﬁfr)
qui sera identifié avec 1'homomorphisme de Kervaire-Milnor-Rohlin
a H3 > ZZ' Pour cela on généralise les résultats du chapitre 1 a une
paire formée d'une (n+r)-variété HML Q et de sa sous-variété HML M
de codimension r > 3. Notre démonstration dépend d'un théoréme du type
de celui de Casson-Sullivan-Wall, mais en TOP,'qui sera établi a partir
du théoréme du voisinage TOP régulier,

Le §1 est un passage en des résultats concernant les voisinages
TOP. Moyennant une restriction de dimension, on construira un plongement
TOP localement plat MTOP c QTOP dans le §2. Aprés avoir défini un
voisinage TOP RB(E) pour chaque voisinage HML dérivé second E, la
construction de B général dans le §3 est un travail de routine.

On a inséré, entre le §2 et §3, un §2a nécessaire pour la construction de
MTOP dans un espace euclidien. Le §4 concernera la structure stable et

la structure produit. Pour finir, on discutera dans le §5 la canonicité

de B pour les fibrés tangentiels instables.



§1. Rappels sur les voisinages topologiques

On résume dans cette section des résultats de [RSB]' Une paire de
r-microfibrés TOP est une paire e c Cn+r ‘oﬁ e désigne le
microfibré TOP trivial de rang n. Deux paires sont équivalentes
si, 4 1'adjunction éventuelle prés de fibrés triviaux aux deux éléments
des paires considérées, elles sont isomorphes, 1'isomorphisme restreint
aux sous—-fibrés triviaux étant 1'identité; 3£g£r est son espace
classifiant. D'autre part, un r-voisinage TOP de V est un
plongement TOP localement plat i : V -+ N dans une variété sans
bord. Deux paires, (i, N) et (i', N'), sont équivalentes s'il
y'a un homéomorphisme h de N vers N' défini sur un voisinage de
i(V) tel que h o i =1', Nr(V) désigne 1'ensemble des classes
d'équivalence, ''germes de r-voisinages TOP" de V.

Soit (i, N) un r-voisinage TOP de V. On choisit un
microfibré normal stable Vv de V avec une trivialisation fixée
de T(V) ® v et 1'on définit une application c(i, N) : V > Ezgzr

par 1'application classifiant d'une paire de r-microfibrés

(i*T(N) & v, T(V) @& V).

THEOREME (Rourke-Sanderson [RS3]). Soit V une variété TOP.

Alors, la fléche
c Nr(V) > [V, BIOE ]

est définie. C'est une bijection si n + r > 6 ou bien

si n+r =5 et 9V = ¢.
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REMARQUE. Il est immédiat que la fléche naturelle Bfaﬁr -+ BTOP_ (r > 3)

~ o

est une é&quivalence d'homotopie, puisque: Lr - PL_ (r > 1),
:_; N ~ ~ ~ 5 .

TOP /PL TOP/PL (r > 3) et TOP /PL_ + TOP/PL (r > 3)

Les deux premiers résultat sont établis dans [RS3] et le dernier se

démontre facilement, par exemple en utilisant la méthode de [MtM].

A partir de maintemant, moyennant une restriction de dimension,
on identifiera un r-voisinage TOP avec 1'application continue d'une
variété topologique soit vers BTOP soit vers BTOP ; la classe

‘:—.__T r

d'équivalence du voisinage TOP ne dépend que de la classe de concordance

du plongement TOP localement plat.

§2. Construction de sous-variétés topologiques de codimension 3 et plus

Soit M wune sous-variété HML compacte dans une variété HML
compacte Q et soit E son voisinage dérivé second. Dans le chapitre 1,
on a montré qu'il existe un plongement canonique ETOP c QTOP' Or,
on a une équivalence canonique d'homotopie simple f : MTOP +‘ETOP'

Alors, pour obtenir un plongement TOP localement plat MTOP - QTOP
de fagon unique 3 concordance prés, il suffit aloFs d'appliquer le théoréme
suivant, qui est une traduction en TOP du théof%me de Casson-

Sullivan-Wall [Wa, p.120]:

THEOREME 2.1. Soient VO un (m+l)-ade TOP compact, Qn+r un

~(m+2)-ade TOP compact, r >3 et f : V> 6m+lQ une équivalence

d'homotopie dont la restriction 3 V - 3 8§ .Q est un plongement
— m m m+l —

-~

TOP localement plat. Alors, f est homotope relatif 3 V a un

plongement TOP localement plat.
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35.
La preuve du théoréme 2.1 dépend du concept de voisinage topologique

régulier,

THEOREME (R. D. Edwards [Ed;]). Soit V" < Q' un plongement TOP

localement plat d'une n-variété TOP fermée dans une q-variété

TOP fermée. Si q =5 et n <2, alors, il existe un.mierofibré

L4
normal avee—fibres-de boules fermées. Si q#4 et q #5, alors, il

existe de fagon unique un voisinage TOP régulier W de V; i.e.:

W est une sous-variété TOP compacte en codimension 0, et il existe

une rétraction*)r : WV telle que la paire formée de 1l'objet et

du cylindre de la rétraction, V c M(r), soit homéomorphe & la paire

de variétés TOP, V c W.

)

*) Dans la preuve du théoreme 2.1, on 4 utilise que 1'existence d'une
équivalence d'homotopie (simple) r . Comme le manuscrit [Edl] n'est pas
encore paru, on esquisse la preuve de cette version faible en trouvant
un bord pour un voisinage ouvert régulier W' de V defini par [Sis] .
En effet, si X est 1'espace total-du fibré en boules du fibré £ TOP
normal stable de V, X admet une structure d'une variete PL et £ est
étendable sur W'; son espace total, noté Ko = E(&JW*'), est alors homéomorphe
a ﬁh fibré en boules ouvertes du fibre n bloc TOP sur X représentant la
classe du voisinage topologique X c Xw, . Comme le bout de W' posséde
le méme type d'homotopie que K x Rl ou K est l'espace total du fibre en
spheres du fibre N admettant une structure d'un compléxe siﬁpliéiél fini,
on obtient un bord W' tel que W' X RY est homéomorphe au bout de W'
d'apres le théoreme de Siebenmann [Sil] . On definit W par la variéte
bordée par un bord et 1'on voit que 1l'inclusion Vo W est une équivalence

d'homotopie simple car X< X, = E(E|W) 1'est.
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On va esquisser la preuve du théoréme 2.1 dans le cas oi V est
fermée; le cas bordé est traité de la méme fagon, car le théoreéme
précédant de Edwards est &galement valable dans le cas relatif. On
remarque 1'absence du théoréme de la transversalité en voisinages
TOP réguliers dans notre démonstration.

En effet, si n < 3, le résultat est immédiat, puisque le théoréme
2.1 existe dans le cas PL. Si n + 3 > 7, on peut supposer que
1'homomorphisme naturel ﬂl(BQ) -+ ﬂl(Q) est un isomorphisme; sinon,
on prend une décomposition en anses de Q relative & 3Q, qui ne contient
aucune  0-anse  |KS, III]. On considére le coefficient Z[m (Q)]
dans 1'homologie. Comme Hl(Q’ 3Q) = 0, on peut choisir une section
s : Hl(Q(l)’ Q) - HZ(Q(Z)’ Q(l)) telle que 3 °s = id. On ajoute
m paires standard de 2-anses et 3-anses. Désignons par respectivement
El, cees Em et Xys ooy X les classes-représentées par les l-anses.
et les 2-anses ajoutées. Aprés modification appropriée des 2-anses,
1'image de la section s', définie par s'(gi)= X; o+ s(gi) pour

i=1, ..., m, est engendrée par les 2-anses dont la réunion avec

Q.

1N . Alors, Q, ne contient
(1) 2

t - . . .
s ecrit PO " = - 1int Q,,,.
Q\L,} | Soit Q4 Q Q(L,)

aucune l-anse et 1'inclusion Q2 + Q est une équivalence d'homotopie
car nl(QZ) E ﬂl(Q) et Hi(QZ) 3 Hi(Q) pour tout i. Comme

H2(Q2, BQZ) = 0, on peut appliquer le méme processus aux 3-anses de

Q2 et 1'on obtient une sous-variété Q3 de codimension 0 de Q telle
que 1'inclusion Q3 + Q est une équivalence d'homotopie et que Q3 ne
contient pas d'anses d'indices < 2 et donc ﬂ1(3Q3) - nl(Q3) est un
isomorphisme.

Par conséquent, on peut supposer que 3Q - Q est 3 homotopie prés

un fibré sphérique &. Comme £ ® f'v(Q) est un fibréd sphérique de
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Spivak [Sp) sur V, & posséde une structure de voisinage TOP stable

v(V) - f*v(Q) et, d'aprés la‘'stabilité de G_/TOP , celle de r-voisinage
Y ==t

TOP. Soit W oV un r-voisinage TOP régulier qui représente cette
classe de &£. L'équivalence des espaces totaux des fibrés sphériques,

oW > 3Q est é&tendable en une équivalence d'homotopie g : W > Q et,
par construction, c'est une application normale TOP nul-cobordante.

Soit (wl : 9W, B) un h-cobordisme TOP dont la torsion T(Wl , 9W) egale
T(g) . Alors, l'extension naturellé 8 : Wu Wl + Q de g est une

équivalence d'homotopie simple, parce que la torsion de l'inverse homotopique

lsw)="T(g)+T(wl ,BW)zO. En

plus, LQ+1(W1(8Q)-* Wl(Q)) =0, car nl(BQ)-+ "l(Q) est un isomorphisme.

de g est égale a -T(g) + T(W U W

Par conséquent, compte tenu de la suite exacte du type de Sullivan-Wall
associée & la variété a bord Q , 8y tWu Wl + Q est homotope a un
homéomorphisme. Or, le plongement Vc Wc WU Wl > Q appartient a la

classe d'homotopie donnée originalement, de qui termine la preuve du

theoreme 2.1 dans le cas ou V est une variété TOP fermee.

On peut deduire ainsi, du theoreme 2.1, le theoreme suivant dans

m

- . N e A 4 . 1z nON
le cas ou V est une variete TOP fermee et dim Q >6 .

THEOREME 2.2. Soit M c Q un plongement propre d'une n-variété

HML dans une (n+r)-variété HML. On suppose r 2 3 et que les

dimensions des variétés M, oM, Q et 3Q ne sont pas Egales 3 4.

Alors, il existe de facon canonique et unique & concordance prés un

plongement TOP localement plat de MTOP dans QTOP'

Ce théoréme est d'ailleurs vrai en général:

(1) Si n+r=5, M estune variété PL car dimM <2 . En plus,

comme ni(HMLr, PLr) =0 pour i< 2, on a une équivalence de fibres
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H,-cobordismes HML entre le voisinage dérivé second E et un fibré bloc

PL B sur M. On peut réaliser 1'équivalence par un s-cobordisme HML

W . Soit @ la variété HML définie par 3(Q x I UW) - Q . Alors, ETOP

se construit comme réunion de E et (6 - E)TOP ef, donc, contient M .

Or, anP est s-cobordant, et par consequent, est aussi homéomorphe a QTOP .
(2) Dans le cas a bord, on plonge d'abord (BM)TOP dans (alE)TOP et,
ensuite, considere le plongement relatif au bord.

(3) Le cas non-compact se démontre en utilisant une argumentation analogue

a celle qui est présentée dans 1'établissement du théoreme 1.5 .

DEFINITION 2.3. Pour le voisinage dérivé second E de M dans Q,

B(E) : MTOP - BTOP est défini comme la classe de concordance du

plongement TOP localement plat MTOP -+ QTOP dont 1'existence et

1'unicité a été établi dans le théoréme 2.2.

§2a. Construction de MTOP dans 1'espace euclidien

Comme sous-produit du §2, on va obtenir une construction d'une

variété MTOP approchant une variété M dans 1'espace euclidien.

COROLLAIRE 2.4. Soit une variété HML M plongée PL dans 1l'espace

euclidien avec la codimension > 3. Soit V un voisinage ouvert de M.

Alors, MTOP peut €tre plongée TOP localement platement dans V.

En effet, d'aprés le théoréme 1.8, VTOP s'identifie avec V

et le corollaire est immédiat par le théoréme 2.2.

§3. La fléche B : BHML - BTOP (r > 3)
—_— r = =

On va définir pour r > 3 une fléche canonique de 1l'espace



classifiant des r-fibrés Hx-cobordisme (bloc) HML vers celui des
r-voisinages TOP, R : BHMLr -> Ezgzr.

Soit E un fibré H_ _-cobordisme (bloc) 'HML avec fibres D~
sur un complexe simplicial fini M qui a une structure de variété
HML (fibré '"bloc" signifie: fibré sur un complexe simplicial).

Par la note de [MrM, p.90], on a un boule-fibré H_ -cobordisme
équivalent & E, qui posséde M comme section de zéro (Si E est
un fibré H, -cobordisme sur un complexe des cellules acycliques M,

la section n'est qu'équivalente par cellules & M.) Par conséquent,

on peut supposer que E o M En plus, E est une variété HML compacte

d'aprés la proposition 3.4 de [MrM]. En outre, d'aprés la section

précédente, R(E) : MTOP - BTOP  est bien définie.

LEMME 2.5. ﬂi(BHMLr) est dénombrable pour i >1 et r > 3.

~J ~
Preuve . On sait que Wi(PLr) est dénombrable et que HMLr/PLr

=~ K(HB, 3) [MtM]. Par conséquent, il suffit de montrer que H3 est
dénombrable. Or, ceci est clair, parce qu'il n'y a que les classes
dénombrables de variétés combinatoires & équivalence PL prés.

c. q. f£. d.
A 1'aide de ce lemme on peut avoir une suite de sous-polyhédres

de BHML_,
r

T1 C vee C Tk c Tk+1 C vee C BHMLr

tel que BHMLr = U Tk.

assez grand, on a une variété PL compacte avec un bord et avec un
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fibré PL tangentiel trivial ayant le méme type d'homotopie simple

que Tk' On peut supposer que Tk est une variéeté PL, Tk c Tk+l

et BHMLr =y Tk. Soit Yr un r-boule-fibré H, -cobordisme (bloc)
HML universel. Ek désigne 1'espace total du r-fibré leTk induit
sur Tk' La paire de variétés HML Ek > Tk détermine un r—voisinagé

TOP B(Ek) : Tk - BTOP_  par la définition 2.3. On peut supposer
que B(Ek+l) est une extension de B(Ek) et 1'on obtient une flé&che

* ‘ -~
B : BHML_ -+ BIOP  pour r > 3, définie & homotopie ) prés,
r ﬁ =1 .

THEOREME 2.6. Pour r > 3, il existe une flé&che canomnique,

B : BHML_ - BTOP
r ==

1 . . . . o~ 1 -~ | Y . .
tglle que 1'application induite ﬂ3(HMLr/PLr) > ﬂ3(TGP /PLr) s'identifie

3

avec a: H ~2Z a une fibration homotopique,

2" En particulier, on

K(ker o, 4) - BHML_ - BTOP .
r ===

Preuve. D'aprés notre définition de B, il est clair que
B o PH =~ PT pour les fléches naturelles PH : Bﬁir *-BHMLr et
PT : BPL_ - BIOP . La définition 2.3 de B(E) pour un fibré

r =T :

H -cobordisme HML, E : M > BHMLr, est compatibie avec la composition de
(B o E) : M~ Blggr au sens de notre nouvelle définition et de
1'équivalence naturelle d'homotopie simple, f : Meop ~ M-

Soit H3 une 3-sphére d'homologie PL et soit

3 r-1 .3 r-1

(W3 H xS 7, 8 x8 7) un H -cobordisme orient& PL obtenu

*) Pour éviter les fantdmes, on peut utiliser le r—fibré h-cobordisme
HML universel dont les triviaisations locales sont transformées en
h-cobordismes TOP, et par conséquent, en homéomorphismes, ce qui donne

' ~~ . -
B' : BhMLr > BTOPr pour r > 3 (Cf. Théoréme 3.B).
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r-1

comme trace de la chirurgie pour tuer les é&léments de ﬂl(H3 X S ).
| 3 r-1 . o o~
Alors, E = CH™ X S U W représente un élément de W3(HMLr/PLr)

» - - - . - . ‘ 3
considéré comme un sphére-fibré H, -cobordisme HML sur A~ X I avec

la condition qu'il se réduit & un fibré bloc PL sur 8A3 x 1 et

a un fibré produit sur A3 X0 v A3 X1wu A2 x I avec I = [0, 1].

L'isomorphisme naturel HB(HMLr/ﬁir) > H3 est défini par
E > o(E, 9E) ¢ H'(E, 9E ; H2) ~ #, i.e.: E +{H}e H.

D'autre part, la variété TOP Erop oSt considérée comme un
3

sphére-fibré bloc TOP sur A~ X I, avec une condition analogue a
~-7 ~ )
celle de E; elle représente un €lément de ﬂ3(TOPr/PLr). L'isomorphisme:

~Y o
ﬂ3(TOPr/PLr) > Z, 1'envoye sur la classe d'obstruction

TOP® BETOP) € HA(ETOP, aETOP : ZZ) ~ 22, qui s'identifie avec

a(H3) d'aprés le théoréme 1.5.b.

k(E

~/ ~—t o~
Par conséquent, B induit une fléche: ﬂB(HMLr/PLr) > ﬂ3(TOPr/PLr),
qui s'identifie avec a : H3 -> ZZ; d'ou le résultat, par 1'isomorphisme

~/ o~ ~
naturel de w3(TOPr/PLr) sur ﬂ3(TOP /PLr).

REMARQUE. Si n > 5, B(v(M)) = v(MTOP) pour toute n-variété HML
sans bord M. Ici, Vv représente le fibré normal stable HML ou TOP.
Cette remarque est immédiate d'aprés la définition de

v et de B et le théoréme 1.8; M%< RY  donne MTOPL+ rY.

§4.  Structure stable et produit

L'espace BHML et sa structure d'H-espace faible sont définis

dans [Mau On va montrer:

21
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PROPOSITION 2.7. Soient s : BHMLn - BHML et s : BTOPn - BTOP

n+l — =+l

des suspensions. Alors, B o s = s o B. De plus, 1l'application induite

stable B : BHML - BTOP est un homomorphisme des H-espaces faijbles.

Preuve. On observe d'abord, que 1'énoncé de la proposition 1.7
est aussi valable pour deux paires de variétés HML compactes M < Q
et M'c Q'; on a, en effet: ((M X M')TOP c (Q % Q')TOP) est homéomorphe
a (M'TOP X M%OP c QTOP X Q%OP). Par conséquent, la premiére assertion
est immédiate, car la suspension pour les boule-fibrés revient a
faire le produit avec 1'intervalle I. La deuxiéme assertion est
immédiate d'aprés la définition; la loi du H-espace faible
1V BHMLr X BHMLS > BHMLr+s est définie comme la limite des fibrés

sur Tk induit par E(leTk) X E(YSITk) en reprenant les notation

de la section précédente.

c. q. f. d.

§5. Sur les fibrés tangentiels instables

Comme un autre corollaire du théoréme 2.1, on montrera:

THEOREME 2.8. Soit M wune n-variété HML sans bord et n # 4.

Alors,
B(f*t(M)) = T(MTOP) s

oi f : MTOP + M est 1'dquivalence canonique d'homotopie simple, et

T représente les fibrés tangentiels instables HML ou TOP.
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Preuve. T(M) est défini par le fibré H,-cobordisme HML normal
de la diagonale A(M) de M X M. On peut supposer n > 5. Alors,
1'intérieur d'un voisinage TOP régulier W de la diagonale
x ~ . * - -

A(MTOP) de MTOP MTOP peut €tre considiré comme un représentant |
d'un voisinage topologique T(MTOP)' Comme dans la preuve du théoréme 1.7,
on peut choisir un plongement TOP localement plat

. x e . - . -~
g : A(M)TOP > MTOP MTOP avec un voisinage TOP équivalent a

B(tT(M)) de telle fagon que g(A(M) ) ¢ int W et que 1'inclusion soit

TOP
- '3 1§ - ] . ° .
une équivalence d'homotopie, pourvu que 1l'on prenne une subdivision

suffisamment fine; le résultat découle alors du théoréme 2.1.
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CHAPITRE 3

Chirurgie sur les variétés HML compactes de dimensions > 5

§. Introduction

On va maintenant exposer la théorie de la chirurgie dans le
sens de Wall [Wa] dans la catégorie HML. L'obstruction & la chirurgie
est, par définition, celle de la situation TOP '"sous-jacente"
dans le sens des chapitres 1 et 2. En n'utilisant que le théoréme
de la transversalité en micro-fibré PL produit dd & Williamson [Wi],
on établira un lemme-clef qui réduit simplement la théorie de la
chirurgie HML a celle de 1la chirurgie TOP. La chirurgie DIFF
et PL de Wall [Wa] s'applique entiérement au cas TOP en utilisant
les résultats de Kirby et Siebenmann [KS, III].

En étudiant la position générale en HML, Maunder [Maua] donne
une théorie de la chirurgie HML qui est dans certain sens restrictive;
la dimension doit &tre > 7 et le cas relatif n'est pas assez général.
Matsui [Mtsi] est Quinn [Q] ont exposé les autres preuves de la théorie
de la chirurgie HML au cas simplement connexe.

Dans le §1, on présente le résultat. Le §2 est consacré a sa
démonstraction. A la fin du §2, on s'intéresse au cas de (n+l)-ade
de variétés HML compactes pour compléter la théorie. Dans le §3
on présente la suite exacte du type de Sullivan-Wall dans la théorie

de la chirurgie HML.
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On ajoutera deux appendices a ce chapitre: dans le §4, on établira
une égalité entre deux types d'obstruction d'une variété HML M
celle pour obtenir une résolution PL acyclidue en variété PL, et
celle pour une réduction en PL du groupe structural du fibré
H,-cobordisme HML normal stable; elle sera utilisée dans le §2 et
également dans les §1 et 3 du chapitre 4. Dans le §5, on discutera

briévement les fibrés h-cobordismes HML.

§1. Chirurgie sur les variétés HML compactes

Soient X un complexe de Poincaré fini, € un fibré H_-cobordisme
bloc HML sur X ("bloc" signifie fibré sur un complex simplicial),
M une n-variété HML fermée, ¢ : M > X une application de degré
1 et F un morphisme de fibrés H, -cobordismes blocs HML: T(M) =+ &
sur ¢. Soit x 1la classe de cobordisme normal HML du triple
M, ¢, F) ; par définition, (M, ¢, F) est équivalent 3 W', ¢', F'),

s'il existe un triple (W, ¢w, Fw) tel que W est un cobordisme entre

M o MY s A « T A W Ant+ 1Mo aviancinn Ao A =S o AT ot Aano
I'i Ccu AL s k{UC \PW . W 4 Y CTolL ULIT TALCILIOLUIL ucC \y ~ b4 ’ e Juo
le morphisme FW est une extension de F et F'. Supposons n > 5.

Alors, avec ces données il existe de fagon unique une n-variété TOP
- - . [} . . =~
MTOP fermée et une équivalence d'homotopie simple £ : MTOP + M telle
que T(MTOP) = B(f*T(M)), oi T désigne le fibré tangentiel stable
HML ou TOP, ceci par le théorémes 1.5 et la remarque suivant le
(Cf, Théorime 2.8.)

théoréme 2.6:]On considére R(E) comme un fibré TOP stable parce

que BTOP =~ BTOP naturellement [RS Soit ¢TOP = f o ¢ et soit

3l

3 -2



46.

FTOP un morphisme induit des fibrés TOP: T(MTOP) -+ B(E) sur ¢TOP'

On a ainsi une classe X10p de cobordisme normal TOP du triple
(MTOP’ ¢TOP’ FTOP) sur la paire formée du complexe de Poincarée

fini X et de B(&). La théorie de la chirurgie dans la catégorie
des variétés TOP compactes définit une classe d'obstruction G(XTOP)
dans le groupe de Wall Ln(ﬂl(X), wl(X)). On définit donc 0O(x)

par 0(x..,); si n <4, 0(x) est défini par la périodicité, c'est

*TOP
3 dire, par 0(x) = 8(x X CP%).

THEOREME 3.1. L'obstruction 0(x) ainsi définie ne dépend que de la

classe de cobordisme normal HML x. Cette obstruction s'annule si

x contient une &quivalence d'homotopie simple. Inversement, si

6(x) =0 et n >5, alors x admet une représentation (MO, ¢O, FO)

avec ¢0 une équivalence d'homotopie simple.

® ne dépend que de la classe de cobordisme normal HML de
M, ¢, F), parce qu'un cobordisme normal HML induit un cobordismg
normal TOP et que O est un invariant de la classe de cobordisme
normal TOP. Si ¢ est une équivalence d'homotopie simple, ¢TOP
1'est également; d'oli 6(x) = 0. Par conséquent, il faut montrer
que, si 0(x) = 0, on peut effectuer la chirurgie appropriée.

On peut reparquer ici que le cas oi M est compacte 3@ bord
est traité de la méme fagon, si o] oM : M > 9X est une équivalence
d"homotopie simple et si 1'on ne considére que la chirurgie ot

¢| M est fixé.
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§2. Preuve du théoréme 3.1

Soient (X, V) et (M, ¢, F) 1les données dans le §1. Soit

)

0 e (¢) et r < 2. Les objets F et Q, €

r+l TOP Top € Mr+1P7op

induits par F et o dans la situation TOP 'sous-jacente"

déterminent une classe d'homotopie réguriére d'immersions TOP:

s¥ x p"T » MTOP et 1'on peut faire une chirurgie TOP associée

- . -~ r n-r
a Opgp relativement a tout plongement TOP : S X D > MTOP

-

appartenant 2 cette classe.

LEMME-CLEF 3.2. Soit a e ﬂr+1(¢), oi r<n-2 et n>5. Supposons

qu'il existe un plongement TOP j : st x p™* %-MTOP appartenant

a la classe d'homotopie réguliére d'immersions TOP définie par

Frop &t Oppp-

M et M et une application VY : W > MTOP oi 1l'on a les propriétés

Alors, il existe un s-cobordisme HML W entre

suivantes:

(1) L'application ¢ = ¥|M : M > M,,p ©st un inverse homotopique

de 1'équivalence d'homotopie simple canonique f : MTOP > M,

ey . co r n-r
(ii) M contient une sous-variété PL P contenant S X D

en sens PL,

(iii) VY|P : P ~» Mpop &st un plongement TOP, et

n-r r n-r ~ . s
ST xD > MTOP est TOP-réguliérement homotope

(iv) ¥|s" x D
ERE IR R

Ce lemme permet de faire une chirurgie HML associée a3 «
ow. st ox =3 st mov 3 3, plongemeal woditie par TRw~/HMULL > TOP/mnL Lttem]

(2 1'aide de plongement st x p"7F ¢ M¢ chaque fois que 1l'on peut

3-4
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faire une chirurgie TOP associée a Arop Ceci permet de réduire
"entiérement la théorie de la chirurgie HML & celle de TOP

(cf. [Wa] et [KS, III}]).

Preuve du lemme-clef 3.2. On peut déformer ¢ de fagon a ce

que VY soit transverse a la section nulle j(Sr X 0)' du micro-fibré

produit j(Sr X Dn—r) < MTOP dans le sens de la transversalité de

Williamson [Wi]. Alors, K = ll)—l(j(Sr X 0)) est un sous-complexe
n-r

de M qui posséde un voisinage régulier K X D dans M; il est

facile de vérifier que K est une r-variété HML.

SOUS-LEMME 3.3. ¥|K : K > j(Sr X 0) se compléte naturellement en

une donnée de chirurgie HML dont 1'obstruction s'annule.

En effet, O est représenté par le diagramme suivant oﬁ.‘j'
- est 1l'appliation £ o (j l st x 0) : s’ >+ M. L'inclusion k : K> M

est homotope 3 j' o (¥ | K).

p|K i
K > Sr o Dr 1
h|
kS v i'S v
Y ¢
h¢ TOP
M ; Mrop X

Alors, T(K) = k*T(M) = WKI*(ID*TM) = (P|K)*i*3E. Comme pt+l

est contractile, jBE posséde une trivialisation canonique, qui

induit une trivialisation de T(K). On considére la situation TOP

3 -5
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& x cp?), -+ s¥ x cp?.

"sous-jacente" ((P|K) X (idlcpz)) TOP

TOP
Alors, on voit que ceci est TOP normalement cobordant a 1'identité,

en appliquant la transversalité TOP relativé a 1'homotopie

M x CPZ)TOP X I - MTOP X CP2 entre les applications induites
respectivement par Y et par 1l'identité. Par conséquent, P|K

est de degré 1 3 le triple (XK, le, la trivialisation HML de

T(K) dinduite par F) forme une donnée de chirurgie HML. Son
obstruction dans Lr(O) s'annule par la définition; d'ot le sous-

lemme 3.3.

Maintenant, on remarque qu'il existe un H, -cobordisme HML L
entre K et une variété PL K de sorte que ﬂl(CK ul) =0. En
effet, comme T(K) est stablement trivial, 1'obstruction pour obtenir
une résolution PL acyclique en variété PL o0(K) = p(1(K)) s'annule
(Cf. Appendice i ce chapitre): si dim K # 4, on obtient une résolution
PL acyclique locale en variété PL et le cylindre de 1'application
est un s-cobordisme HML entre K et une variété PL; si dim K = 4,
e contractile N des points singuliers

)
comme le bord d'un

adiiag

de K borde une variété PL acyclique P, on peut prendre

K=(®-int N) uP et L=KxTIyC(NuyP). Soit leMXIuLan

r

et M. = oW, - M. Alors, parce que le plongement K X D" s M

1 1
induit un homomorphisme nul sur Tys 1'inclusion M - Wl induit un
isomorphisme sur - Par conséquent, on vérifie que Wl est un

s-cobordisme HML. Il est facile d'étendre Y sur W, de fagon

que 1l'extension Wl : Wl Q.MTOP soit transverse a j(Sr x 0) et

3 -6
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-1,. — -
1) (j(Sr x 0)) n Ml = K. Alors, quitte 3 remplacer M par My

on péut supposer que K lui-méme est une sous-variété PL de M.

(¥

La chirurgie de la variété PL K est effectuée par 1l'attachement

de 1'anse de 1l'indice i < r/2 +1 < n/2, wl : KF x Bi X Dr“i > j(Sr x 0).

En effet, si r > 5, il est conséquence de la théorie de la chirurgie

PL. Si r = 4, on peut supposer que K est simplement connexe; en

L . - . 2
faisant, si nécessaire, la somme connexe avec les § X §, on peut

identifier K & une somme connexe de S4 avec des 52 X S2 [Wal];

on peut alors effectuer la chirurgie. Si r = 3, om peut supposer

que K est connexe et, en outre, qu'il existe un cobordisme PL

stablement parallélisé entre K et SB.

En reconstruisant la variété TOP '"sous-jacente Miop Par
o n-r . n-r L .
la réunion K X D u (M - int K x D )TOP’ on obtient un plongement
r r-i n-r

j1 : K- uD" xD X D -> MTOP de sorte que jﬂéyr = id et

jpIK u D" x D"

X0=3 o wl. Alors, on peut déformer Y sur

M- K de fagon que Y soit transverse a jl(Di x @) dans le sens
de Williamson comme précédement. Soit Kl = w—l(jliﬁi x 0)). Comme
dans la preuve du sous-lemme 3.3, la trivialisatiom F induit une

trivialisation HML du fibré tangentiel stable d'un voisinage de

KuK xD 5 x D", car j' o (Y|K y Ky x D~ x D" ") est homotope

S 9t . r-i _ .n-i _

a 1l'inclusion naturelle k1 : Ku K1 x D x D -+ M. Par conséquent,
i-1 i

wIKl : (Kl’ S ) > jl((D s Sl—l) x 0) se compléte en une donnée
de chirurgie HML relative au bord. En utilisant l1a version avec

bord de la preuve du sous-lemme 3.3, on voit que som obstruction
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s'annule dans Li(O).
Comme précédement, on peut supposer que Kl est une sous-variété
PL dans M - int K. Puisqu'on désire effectuer la chirurgie PL de

K1 dans la variété ambiante, on se retrouve dans une situation analogue

d celle 1'on était précédement pour effectuer la chirurgie PL de 1la
sous-variété PL K dans la variété ambiante M. Cependant, les
problémes des chirurgies ambiantes pour plonger les anses a effectuer

la chirurgie de K, ont les dimensions inférieures a dim Kl’ si 1> 3. En

1

effet, si i 2 4, c'est immédiat et, si i = 3, on peut choisir un cobordisme PL
stablement parallélisé entre Kl et D3 qui se décompose en 2-anses
[Wal, p.520]. Or, si i =1, on n'a pas besoin de faire la chirurgie

. 1 . s
sur Kl car Kl contient D°. Si i = 2, on prend une subdivision

de M telle que K soit un sous-complexe de M; on peut supposer
alors que f}jl(BD2 X Q) = id et 1l'image f(jl(D2 x 0)) est contenue
dans un voisinage N de la réunion, (le 3-squelette dual de M) u K,

qui est une sous-n-variété PL; comme n > 5, on en obtient un

plongement PL kl : D2 X 0> N de fagon que k1]8D2 Xx0=1f o leBD2 x 0

et k1 ~ f o j1|D2 x 0, et 1'on peut deformer P de sorte que P soit
transverse a jl(D2 x 0) et que w_l(jl(D2 x 0)) = kl(D2 x 0);

on pose de nouveau K, = kl(D2 x 0). Par conséquent, 3 1l'aide de la

1
récurrence sur les dimensions des chirurgies ambiantes, on peut effectuer
la chirurgie ambiante sur Kl et 1'on obtient un plongement

T r-i n-r

i - o - -
K uD XD x D dans M. En déformant ¢ sur une sous-variete

PL contenant K© u DT x DIt x Dn-r, on peut supposer que | est

3-8



transverse a j(Sr X 0) et w—l(j(Sr X 0)) est le résultat de la
modification sphérique sur - par l'attachement de 1'anse kK- uDt xD
Aprés certains attachements des anses a Kr, on arrive enfin au résultat
de la chirurgie de Kr, i.e.: on obtient un plongement PL de
r n-r = AP <
S° XD dans M, une variété HML s-cobordant & M, tel que Y
«  .,af -1,.,.7r ~ T
est transverse 4 j(S° X 0) et Y "(j(S x0)) =S x 0. Il est
facile d'étendre 1V ,défini sur M u M, 3 une application ¥ qui
soit définie sur un s-cobordisme HML W entre M et M. En plus,
. r n-r .
puisque les plongements TOP VY¥|S X D et j se sont homotopes
et qu'ils déterminent le méme monomorphisme du fibré TOP tangentiel
stable T(ST x DT) wvers le fibré TOP j*T(MTOP), ils se sont TCP-
réguliérement homotopes d'aprés la classification des immersions
TOP [L].

c. q. f. d.

Plus généralement, & 1'aide du lemme-clef 3.2 et sa version relative
on peut suivre les §4 et 9 " 7-T Theorems" et '"Completion of

Proof in the general case'" 'de [Wa] et 1'on obtient:

THEOREME 3.1'. L'énoncé du théoréme 3.2 de [Wa, p.37] est vrai

également dans le cas oi M est un (n+l)-ade de variétés HML

compactes, et VvV est un fibré H,-cobordisme bloc HML stable sur

x L ]
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§3. Structure d'homotopie HML sur un complexe de Poincaré fini

Soit X un complexe de Poincaré fini de dimension formelle
n; une &quivalence d'homotopie simple, ¢ : M > X, d'une variété
HML fermée est appelée une structure d'homotopie HML sur X.

Deux structures d'homotopie HML, ¢ : M > X et ¢' : M' > X, sont
dites équivalentes, s'il existe un s-cobordisme HML (W ; M, M')
avec une équivalence d'homotopie simple ¢W : W>X qui est une
extension de ¢ et de ¢'. SHML(X) désigne 1'ensemble des classes
d'équivalences de structures d'homotopie HML sur X.

On a naturellement une fléche 3 homotopie prés, HG : BHM;P+ BGI’ r 2 3,
de 1'espace classifiant des fibrés H,-cobordismes HML dans 1'espace
classifiant des fibrations sphériques, avec 1'intermédiaire d'un
inverse de l'équivalénce naturelleé d'homotopie hH : BhMLy> BHMIy, r 2 3,
établie par la proposition 3.B de 1'appendice & ce chapitre. (AB
signifie une fl&che naturelle de la catégorie "A" a celle de "B".)
Soit V(X) fibration de Spivak du complexe de Poincaré fini X [Sp].

Une structure tangentielle HML sur X est un fibré H,-cobordisme
HML, stable & sur X avec une trivialisation gtable du fibré
sphérique & & v(X) > RN. THML(X) désigne l'en;emble des structures
tangentielles HML sur X. Soit NHML(X) 17ensemble des classes de
cobordisme normaux HML stables des applications normales HML

de degréd 1, M, ¢, F) sur (X, &), i.e.: 1'ensemble des classes

de cobordisme des données de chirurgie HML.

3 -10
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THEOREME 3.4. Soit X un complexe de Poincaré fini. Alors, il

existe une bijection naturelle,

NT (X).

: NHML(X) > TﬁNL

Preuve. La philosophie est la méme que celle de 1'Appendice
B de [KS|. On considére que 1l'espace total E(v(X)) du fibré de
Spivak v(X) est un voisinage régulier de X plongé dans un espace
euclidien de dimension assez grande. Etant donné un fibré H -
cobordisme HML bloc & sur X, on identifie 1l'espace total
E(§ ® V(X)) avec 1'espace total E(V*§) ol Vv :E(w({X)) » X est la
projection du fibré sphérique Vv(X). Alors, on peut remarquer que
1'intérieur de E(£ © v(X)) est une variété HML [MrM].

Soit (M, ¢, F) wune donnée de la chirurgie HML sur X, &).
Alors, si nécessaire, en augmentant la dimension de Vv(X), on peut
supposer que ¢ : M - X cE(V(X)) est homotope a un plongement dans
1'intérieur de E(v(X)). Alors, comme le fibré H _-cobordisme HML normal
de M dans E(V(X)) est v(M), le fibré H,-cobordisme HML normal de M
dans 1'intérieur de E(£ ® V(X)) est 8quivalent & ¢* @ v(M) qui
posséde une trivialisation donnée. En stabilisant & o v(X) une
fois, on peut supposer que M est plongé dans le fibré Jn en
sphéres associé a nk = £ ® v(X) ® 1. En utilisant la trivialisation
de ¢*f£ © V(M) et la construction de Thom-Pontrjaginm, on en obtient

k-1

une application E(6n) - S 1 de degré 1 sur chaque fibré. Son

cone donne une trivialisation du fibré sphérique stable § & v(X) @ 1 - R .
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Inversement, soit & un fibré H,-cobordisme HML bloc sur
X et soit F : & & V(X) ~ RN une trivialisation stable du fibré
sphérique. On peut supposer que FIE(E [:2 v(Xj) est transverse au
point 0 de RN dans le sens de Williamson [Wi]. On pose M = F—l(O).
Alors, M est une variété HML comme on a fait dans la preuve du
lemme-clef 3.2. Pour la projection p : E(§ & V(X)) - v(X), si
nécessaire, en augmentant la dimension de V(X), on peut supposer que
pIM est homotope 3 un plongement. Donc, ¢*§ & V(M) s'identifie
naturellement avec le fibré H, -cobordisme HML normal de M dans
E(§ ® V(X)) qui posséde une trivialisation 3 cause de la transversalité.
En ajoutant T(M), on en obtient un isomorphisme stable entre $*E
et T™(M).

I1 n'est pas difficile de voir que les correspondences sont

bien définies et inverses 1'une de 1l'autre.

c. q. f. d.

En outre, si X est une variété HML et si G/HML désigne la
fibre de la fibration homotopique BHML - BG, il existe une

bijection naturelle et standard entre TﬁML(X) et [X, G/HML].

S

- » k4 '
TOP(X) et TfOP(X) désignent respectivement 1 ensemb;e des

classes de structure d'homotopie TOP et des structures tangentielles

TOP sur X. La fléche B : BHML - BTOP induit une fléche naturelle
" : . I3 > '3 1 s - -

B TﬁML(X) > TfOP(X) Si n >5, la construction d'une variété

TOP fermée Miop et d'une équivalence d'homotopie simple
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f: MTOP +~ M a partir d'une variété HML fermée M, fournit une
5 | . . A

fléche naturelle RB' : SHML(X) - STOP(X). Si X lui-m@me est une

variété HML fermée, on a un élément nul dans SHML(X) et dans

T XD

HML

THEOREME 3.5. Soit X une variété HML fermée de dimension n > 5.

Alors, on a le diagramme commutatif suivant dont les suites horizontales

sont des suites exactes d'ensembles pointés:

d m 6
Ln+l(ﬂ) ” SHML(X) - TﬁML(X) + Ln(")

" Bl+ B"“f ”

0 n 0

(m) » S...X) > T. .. .X) -~ Ln('n)

n+l TOP TOP

Dans ce diagramme, (m) est 1'abréviation de (ﬂl(X), wl(X)).

Preuve. Comme la réalisation des &léments de Ln+l(ﬂ) peut &étre

effectuée dans une sous-variété PL qui est un voisinage du 3-squelette
dual, Ln+1(n) opére sur SHML(X) et 3 est défini par cette
opération (Cf. Théorémes 5.8 et 6.5 de [Wa]); on en déduit B' o § = 3.

;

En utilisant 1'isomorphisme entre 'NHML(X) et TﬁML(X)’ on définit

les fléches 1 et 6. Maintemant, 1'exactitude de la suite horizontale

en T._._(X) est conséquence du théoréme 3.1. L'exactitude de cette

HML
méme suite en SHML(X) vient de la définition de 1'opération de

Ln+1(ﬂ) sur SHML(X).
c. q. £. d.
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§4. Appendice: sur 1l'obstruction pour obtenir une résolution en PL

Soit M wune n-variété HML sans bord ou avec un bord qui est
une variété PL. D'une part, désignons par é(M, oM) ¢ HA(M, oM ; H3)
1'obstruction pour obtenir une résolution PL acyclique de M rel. M
en variété PL qui est définie par [Su], [Co] et [Sa]. D'autre part,
p(v(M), V(M) |M) ¢ HA(M, oM ; W3(HMLr/§ir)) est 1'obstruction définie
de facon standérd pour réduire le groupe structural du fibré H,-cobordisme
bloc HML normal v(M) de M dans g T avec r assez grand en celui de
fibré bloc PL relativement & la réduction en PL de V(M) |aM (cf. |[ES]).

On rappelle que 1'isomorphisme ¢ : ﬂB(HMLr/ﬁir) > H3 pour
r >3, est défini comme on 1l'avait déja vu dans la preuve du théoréme
2.6 de la fagon suivante. Soit E une représentation d'un &lément de
ﬂ3(HMLr/§ir) comme un fibré H*—cbbordisme (bloc) HML en sphéres
sur A3 Xx I qui se réduit a un fibré bloc PL sur 8A3 x I et d@un

fibré produit sur A3 X 0 vy A3 x1 e A2 x I. Alors, ¢(E) est défini

.

n

par 0(E, 3E) ¢ H4(E, oE 3 H3)

THEOREME 3.A. Soit M une n-variété HML sans bord ou avec un

’

bord qui est une variété PL. Alors, dans H4(M, oM ; H3) on a

oM, M) = -(p(Vv(M), v |M)) = p(t(M), T(M)|M)

Preuve. Comme on l1l'a observé dans la preuve du théoréme 1l.4.a,
il suffit de démontrer le théoréme dans le cas (M, oM) est
3 3 n-4 < 3 , N ' .
(CH", H') x D ', oi H  est une 3-sphére d'homologie PL. On peut

supposer n = 4; les autres cas en découlent en effet, puisque les
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obstructions de (CHB, H3) X Dn—é pour n > 5 se décomposent en
. 3 ;3 n-4 .
obstruction sur (CH”, H') et sur D de fagon naturelle. Soit
3 r+3 ’
H < S un plongement PL localement plat avec r assez grand.

On considére le fibré E en sphéres du fibré H,-cobordisme HML

normal de CH3 associé au plongement du cOne CH3 c CSr+3. I1 faut

remarquer que la variété PL E n'est pas un fibré H,-cobordisme

bloc HML sur une 4-boule. On prend un 4-simplexe A4 de la
seconde subdivision barycentrique K de CH3 tel que ]HBI n A4 = A3.
On peut définir F un fibré H, -cobordisme bloc HML sur K par

r-1 v (un

r-1

F| (K - int 2% = (® - int A% x 71 FIA4 - C(-H) x S
H -cobordisme PL entre FI(BA4 - dint A3) et —(H3 -T) XS ),
ol T est un 3-simplexe. Alors, E est équivalent & F en tant
que fibré H, -cobordisme bloc HML sur K relatif a la réeduction en PL

sur 9K, car EIBK = F|oK et o¢(E, 9E) = 0 = o(F, 9F). En conséquence,

p(v(CH3), v(ﬁ3)) € H4(CH3, > ; ¢*(ﬂ3(HML/PL)) i~ H  est égal a

1'obstruction O(F(Aa), BF(AA)) € HA(F(AA), 8F(A4) : H3) ~ H3;
o(F(A), oF(A)) est la classe de —H3 dans H3, tandis que 0(CH3, H3}
est la classe de H3 dans H3(CH3, H3; H3):; H3.

c. q. £. d.

§5. Appendice: les fibrés h-cobordismes HML

La proposition 3.B qui va suivre est intéressante dans la théorie
des fibrés HML; en effet, elle nous permet de définir 1'application

instable: BHMLn - BGn pour n > 3 directement. Un r-fibré h-cobordisme
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HML est un r-fibré H,-cobordisme dont les trivialisations locales

sont données par les h-cobordisme HML [Mrlj.

PROPOSITION 3.B. Désignons par BhMLr 1'espace classifiant des

r-fibrés h-cobordismes HML. Alors, la fléche naturelle,

hH : BhMLr - BHMLr est une équivalence d'homotopie pour r > 3.

En effet, la preuve est immédiat d'aprés le lemme des cing et
le fait que 7, (hML P, ) = m, (HML PL ) =0 (i# 3) et qu'il
i r’ T i r’ r
existe des isomorphismes respectivement de ﬂ3(hMLr, Eir) et de
HB(HMLI, ﬁir) sur H3, compatible avec 1'homomorphisme induit par
hH; le cas HMLr est démontré dans notre article [MtM] et le cas

hML_ peut 8tre traité de la méme fagon.
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60.
CHAPITRE 4

Structures HML sur les variétés topologiques:

§. Introduction

Une structure HML sur une n-variété topologique V¥ est, par
définition, une paire formée d'une n-variété HML M et d'un homéomorphisme
de MTOP sur V. Cette définition ne peut bien siir se justifier que si
dim M # 4 et dim oM # 4. Désignons par ba 1'opération de Bockstein

pour la cohomologie associée a la suite exacte,

0 > ker a ~ H3 > Z

> 0,

2

ol o : H3 > 22 est l'homomorphisme de Kervaire-Milnor-Rohlin.

En premier lieu, on montrera qu'une n-variété TOP V admet une structure

HML si et seulement si,
bak(V) = 0 dans HS(V ; ker ),

pourvu que n > 5, et que, en outre, si n =5, 3V = ¢ (Théoréme 4.2).
La classification des structures HML sur V sera également présentée
de fagon standard (Théoréme 4.3).

Pour pouvoir tirer des conclusions précisés dés qu'on sait 1'ordre
d'un seul élément de H3, on va prendre une 3-sphére d'homologie PL H3

) '3 - - . 3 Pd -
et considérer une sous-catégorie HML(H™) de HML; wumne n-variété

HML(H3) (sans bord) est, par définition, une n-variété HML (sans bord)
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M dont le Lk(0, M) pour chaque (n-4)-simplexe G est une somme
connexe de plusieurs répliques de H~ ou de -H3. On suppose
a(H3) #0 et 1l'on pose 2% = (ordre de H3 dans H3). Désignons
par bz 1l'opération de Bockstein associé a la suite exacte,

0~ 22 > 222 *> Z, *0 avec les conventions 2 =172 et Zl = 0.

2

De la méme fagon que précédemment, la classe de cohomologie
b k(V) € H(V ; Z,)
L > 7L

. . 3
est 1'unique obstruction pour que V admette une structure HML(H™)
avec la restriction de dimension énoncée précédemment (Théoréme 4.7).
Par conséquent, on obtient le résultat vivant;

Soit V une n-variété TOP avec b k(V) = 0. Alors, V

admet une structure HML, pourvu que n > 6, ou que n =5 et

ov = ¢,
En contre partie, si une vari&té TOP V avec b, k(V) #0

admettait une structure HML, on obtiendrait une 3-sphére d'homologie

PL H3 possédant les deux propriétés:

a(HB) # 0 dans Z,, et 2907 = 0 dans H3.

Dans le §1, on traitera les structures HML, et dans le §3 les

61.

structures HML(H3), aprés avoir &tudié la sous-catégorie HML(HB) dans

le §2. Le dernier énoncé donné plus haut sera démontré dans le §4.

Dans le §5, on sera concerné par le cas £ = 1.
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§1. Structures HML sur une variété TOP

Les structures PL ou DIFF sur variétés TOP ont é&té beaucoup
étudiées (Voir [KS| pour réferences). Pour le cas de structures

HML . on utilisera la théorie de la chirurgie HML et non un analogue

)

HML du "Product Structure Theorem" de [KS]; mais bien sfir un fel

analogue découle enfin de compte de la classification des structures HML.
Soit V une variété TOP. On fixe un complexe simplicial

localement fini dénombrable X muni d'une équivalence d'homotopie

simple propre (infinie) p : X > V. On note k(V), ot

k(V) € H4(V : 22), la classe de Kirby-Siebenmann [KSl]. Un r-

voisinage TOP sur V s'identifie avec une application continue

vi:V-~> Blggr et un r-fibré H, -cobordisme (bloc) HML sur X

avec une application continue ¢§ : X > BHMLr. Rappelons que, pour

T ;:3, B : BHMLr - ngzr désigne la flé&che canonique construite au

chapitre 2 et il existe une fibration homotopique:

K(ker o, 4) - BHML_ - BTOP (r > 3).
r ==

LEMME 4.1. Soit V une n-variété TOP et soit T(V) : V - BIOP

son fibré TOP tangentiel stable avec r assez grand. Alors,

bak(V) € HS(V s ker a)

est 1'unique obstruction pour obtenir un r-fibré H -cobordisme

(bloc) HML, £ : X -+ BHML  tel gue B(E) = T(V) o p.

Preuve. Pour r > 3, on a un diagramme commutatif 3@ homotopie
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prés dont toutes les suites sont des fibrations homotopiques:

K2, 3) = K@, 3) - .
+y o + +
K(z,, 3 ~ BPL_  ~  BIOP_
+ b +

K(ker a, 4) =~ BHMLr > BTOP

On induit les fibrations homotopiques sur X par T(V)e p : X - BTOP ,

K(Z,,

+ b ¥ il
o

K(ker a, &) ~{1t(V)o p)*BHMLr +> X

3) > (T(V) o p*EPL_ » x

Alors, par l'argument classique de la théorie des obstructions pour
obtenir des sections des fibrations [St], bap*(k(V)) est la classe
d'obstruction pour obtenir une section de la fibration d la deuxiéme
ligne, car p*(k(V)) est 1l'obstruction pour obtenir une section

de la fibration de la premiére ligne.

c. q. £. d.

Venons en au théoréme principal:

THEOREME 4.2. Soit V une n-variété TOP avec n > 6, ou bien

n=25 et 93V =¢. Supposons qu'il existe un fibré H,-cobordisme

(bloc) HML, £ : X > BHMLr tel que B o & = T(V) e p o0

T(V) : V-~ BTOP est le fibré TOP tangentiel(stablelde V. Il existe

alors une structure HML (M, f) sur V, telle que le fibré
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H,-cobordisme HML tangentiel de M induit un fibré H,-cobordisme (bloc)

HML sur X qui est stablement équivalent a £E. En particulier,
5
bak(V) = 0 dans H (V ; ker o)

est une condition nécessaire et suffisante pour que V admette une

structure HML.

Preuve. On peut supposer que §& est un fibré h-cobordisme
bloc HML d'aprés le théoréme 3.B.

Pour simplifier 1'écriture on suppose pour le moment que V
est fermée. Puisque 1l'on peut identifier naturellement v(X) avec
le fibré sphérique sous-jacent a p*v(V), on a une &quivalence entre
les fibrés sphériques stables, & ® V(X) > B(&) @ p*(v(V)) = p*(T(V) & v(V).
Alors, la trivialisation naturellende T(V) & v(V) dnduit une
trivialisation du fibré sphérique stable & & V(X) +-RN, i.e.: une
structure tangentiel HML sur X dans le sens du chapitre 3. En
vertu du théoréme 3.4, on en obtient une donnée de chirurgie HML
x= M, ¢, F) sur (X, &), formée d'une variété HML M et d'une
application normale ¢ : M - X avec une équivalepce des fibrés
H*fcobordismes HML blocs F : (M) > ¢*E. La st£ﬁcture tangentiel
TOP '"sous-jacente'" est, par la définition, la trivialisation
canonique de B(&) @ p*(V(V)) = p*(t(V) ® V(V)) et donc elle est

1'élément-nul de T _(X). Comme 1l'obstruction 6(x) pour effectuer

TOP

la chirurgie HML est défini par 6O ) et X10p représent

TOP
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1*élément-nul de N__(X) =T (X), 1'obstruction ©(x) dans

TOP TOP
Ln(ﬂl(X), wl(X)) s'annule. Par conséquent, on peut supposer
que ¢ est déjd une équivalence d'homotopie simple, i.e.: (M, $)
est inclus dans SHML(X)' D'aprés le théoréme 3.5, il existe un
Slément 0 ¢ L_ (M (V), w (X)) tel que 6 * BO, ¢) = (V, p 1)  car
n(BM, $)) = n(V, p 1) dans Ty (X). Puisque 0-BQY, §) = B(6- (1, ¢)),

si 1'on écrit a nouveau M, ¢) pour O+(M, ¢), B(M, ¢) représente

1'élément-nul de S.. .. (V); par conséquent, il existe un homéomorphisme

de MTOP sur V.

Dans le cas oi V est compacte et non-fermée, dV posséde

TOP

une structure HML qui est concordante avec §& et on peut obtenir
une structure HML sur V qui est une extension de la structure
sur 0oV par 1l'argument du cas relatif.

Si V n'est pas compacte, on considére une suite de sous-variétés
compactes TOP V., de V avec V., c int V, et V=uV, et

i i i+l i
une suite de sous-complexes simpliciaux finis Xi de X qui
correspondent & Vi' Alors, on peut obtenir avec une restriction de
dimension une suite de structures HML (Mi, fi) sur Vi par induction
telle que M, < int M, et que £, soit une extension de f_.
i i+l i+l i

En passant 3 la limite, la paire formée de la variété HML M =u Mi
et de 1'homéomorphisme £ = U fi est une structure HML sur V.

Le cas oi V est non-compacte et dim V = 5 est traité de la méme

fagon qu'au §4 du ch. 1.
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La derniére assertion du théoréme est immédiate d'aprés le lemme 4.1.

c. q. £. d.
Maintenant, la classification des structures HML est facile:

DEFINITION. Deux structures HML (Mi’ fi) sur V sont concordantes,

s'il existe une structure HML (W, F) sur V X I telle que

oW = M1 U —M2 et F Mi = fi pour i =1, 2.

THEOREME 4.3. Soit V une n-variété TOP; on suppose n > 6, ou,

n=5 et 9V=¢. Si V admet une structure HML Mo, alors,

il existe une bijection de H4(V ; ker o) sur 1'ensemble des classes

de concordance des structures HML sur V. En outre, 1'homomorphisme

naturel, HQ(V ; ker a) > HA(V 3 H3),.§ 1

classe de M - MO fait

correspondre celle de oM) - O(MO).

Preuve. Un fibré H -cobordisme HML tangentiel d'une structure

HML sur V induit naturellement un fibré H,-cobordisme bloc HML

E : X~ BHMLr pour r assez grand. Soit EO un tel fibré

H,-cobordisme bloc pour la structure HML originale Mj sur V.

Alors, chaque structure HML sur V détermine un fibré

zggT/HMLr, (& - io), sur X et donc un é€lément de HA(X, ker a)

3d cause de 1'isomorphisme existant entre [X,‘EQET/HMLI] et Ha(X, ker o).
D'autre part, griace i la structure de H-espace faible sur BHML,

'chaque élément de HA(V, ker a) détermine de fagon unique 3 stabilisation

prés un fibré H,-cobordisme bloc HML & : X BHMLr tel que
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B‘E) ~ 7(V) op , pour r assez grand. D'aprés le théoréme 4.2 on a
'une structure HML dont le fibré H,-cobordisme HML tangentiel induit
§£ ; la correspondance M, f) - & - go est donc une surjection.
L'injectivité s'obtient par le cas bordé du théoréme 4.2.

Pour la derniére assertion, on considére § - go comme la classe
d'application, X - BHML; alors, son obstruction est p(§) - p(EO) qui
égale o(M) - O(MO) d'aprés le théoréme 3.A.

c. q. f. d.

Comme corollaire immédiat des théorémes 4.2 et 4.3, on a:

COROLLAIRE 4.3.a. (Théoréme des structures HML-produits). S'il

. 1 .
existe une structure HML (N, F) sur V x R* il existe alors une

structure HML (M, f) sur V telle que (M X Rl, f x (id]Rl)) soit

équivalente & (N, F).

§2. Variété HML(HB) et fibré Hx-cobordisme bloc HML(H3)

Soit H3 une 3-sphére d'homologie PL. Une n-variété HML M

est dite n-variété HML(H3) si le link Lk(cn—4

(n-4)-simplexe de M et le link Lk(0n~5’ M) de chaque (n-5)-

, M) de chaque

simplexe de ©9M sont homéomorphes PL ou bien & une somme connexe

W34 ... WO -H¥ ... #-H°

3 3 . . -
de nombres de H et de nombres de H avec orientations opposées,
ou bien 3 une telle somme connexe moins une 3-boule ouverte. D'aprés

la définition, oM et le Lk(o, M) pour chaque simplexe de M
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- . - - 3 (3 . - -
sont également des variétés HML(H ); si une variété HML M est une

- . » -~ el 3
réunion de deux sous-variété HML(H”), alors M est elle-méme une

variété HML(H3).

LEMME 4.4, La qualité d'une n-variété HML M d'Etre HML(H3) est

indépendante des subdivisions de M.

Preuve. Pour simplifier 1'@criture, on suppose que M est sans
bord. L'intérieur d'un (n-4)-simplexe o' d'une subdivision M'
est contenu dans un unique p-simplexe ¢ de M avec p >n - 4,
Si p = n - 4, on considére des subdivisions stellaires Mi et
Mi de M et de M' respectivement en adjoignant un barycentre
b de o'. Alors, St(b, Mi) est homéomorphe PL & St(b, Ml) par un
homéomorphisme PL dont la restriction & ¢ est un homéomorphisme PL
de ¢ sur o¢'. Par conséquent, Lk(o', M') est homéomorphe PL a
Lk(g, M). Si p >n - 3, le méme argument donne un homéomorphisme
PL de Lk(oc', M') sur Lk(c', 0) « Lk( o, M); ce dernier est &videmment
homéomorphe PL 2 S3. Dans le cas oi M est avec un bord, la
preuve est la méme.

c. q. f£. d.

Soit HML(H3)r le sous A-semi-groupe de HML dont le k-simplexe
typique est un auto-isomorphisme HML(HB) du fibré produit sur Ak,

i.e.: un bloc-préservant H, ,-cobordisme donné par une variété HML(HB)

r-1

k . . .
entre un A X S et un autre que l'on identifie avec le premier.

Le A-semi-groupe HML(H3)r satisfait 4 la condition de Kan parce que

tout bloc-préservant H, -cobordisme HML(H3) entre Ak—l X Sr"1
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et lui-méme est prolongeable en celui entre Ak X Sr'—1 et lui-méme

exactement comme dans la preuve du théoréme 3.5 de [MrM]. Un fibré
H,-cobordisme (bloc) HML(HB) est, par définition, un fibré H -
cobordisme (bloc) HML dont les trivialisations locales sont données

par un H_-cobordisme HML(HB) du fibré-produit.

PROPOSITION 4.5. Soit M c Q un plongement propre d'une variété

HML(H3) dans une variété HML(H3). Alors, le fibré H, -cobordisme

HML normal de M est &quivalent 3 un fibré H_-cobordisme bloc

ML () .

En effet, il suffit de voir que les trivialisations locales
données par la proposition 5.1 de [MrM, p.108] sont des H*-cobordismes
HML(H3); on obtient alors un fibré H, -cobordisme HML(HB) normal sur
la décomposition en cellules duales de M et il est équivalent & un

fibré H_-cobordisme bloc HML(H3) sur le complexe simplicial M.

Le concept de '"prolongation'", di a Rourke-Sanderson [RSZ]’ donne
la fibration de Kan de A-ensembles HML(H3)r +-EHML(H3)r - BHML(HS)r telle
que EHML(H3)r est contractile. L'espace IBHML(HB)r], que 1l'on désignera
par BHML(H3)r s'il n'y a pas de confusion 3 craindre, est l'espace
classifiant du fibré H_-cobordisme bloc HML(H3) avec fibres Sr_l.
D'aprés la méthode de [MtM], on peut montrer facilement, que pour
r>3, m L), L) -0 (@£, et mn@) , ) - @)
ol L_ est un sous A-ensemble de HML(H3)r qui a le méme type

d'homotopie que le A-groupe de structure des r-fibrés bloc PL, et

H3(H3) est le sous-groupe cyclique de H3 engendré par H3. Par le
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théoréme 2.6, on obtient:

THEOREME 4.6. Il existe un espace classifiant BHML(H3)r de

r—-fibrés H,-cobordismes blocs HML(HS) et une fléche naturelle

j o BHML(H3)r > BHMLr. On suppose a(HB) # 0 et 1'on pose

2% = (ordre de H3 dans HB). Alors, pour r > 3 on a une fibration

homotopique

Boj
K(Z,, 4) ~ BHML(HO) -~ BIOP .
r ===T

2’

§3. Structures HML(HB) sur une variété TOP

Soit H3 une 3-sphére d'homologie PL dont 1l'invariant a(H3)‘

est non-nul. On pose 2% = (ordre de H3 dans H3).

THEOREME 4.7. Soit V une n-variété TOP. On suppose n 3:6, ou

bien n =5 et 9V = ¢. Alors, V admet une structure HML(H3)

M, f) si et seulement si

5

b.k{V) =0 dans H (V ; ZZ)'

Preuve. De fagon analogue 3 la preuve du leﬁme 4.1, blk(V)
est 1'unique obstruction pour obtenir un r-fibré H_-cobordisme
bloc HML(H3), £ : X~ BHML(H3)r, tel que (B o j)(&) = T(V) o p,
ot T(V) : V- BEQET est le fibré TOP tangentiel stable de V avec
r assez grand. Par conséquent, si V admet une structure HML(H3),
alors bzk(V) = 0 d'aprés la proposition 4.5.

Supposons maintenant bgk(V) = 0. Alors, il existe un r-fibré

H,-cobordisme bloc HML(HB), £ : X > BHML(HB)r, tel que
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(B o j)(E) 2 1(V) o p. D'aprés le théoréme 4.2, V admet une structure
HML (M, f) et le fibré H, -cobordisme HML tangentiel de M est
équivalent 3 un fibré H_ -cobordisme bloc HML(HB). Ce qui suffit a

montrer que:

COROLLAIRE 4.7.a. Si b _k(V) =0, V admet une structure HML.

Pour compléter la démonstration du théoréme 4.7 il suffit de montrer

le lemme suivant:

LEMME 4.8. Soit M une n-variété HML. Supposons que le fibré

H,-cobordisme HML tangentiel de M est &quivalent & un fibré H -

cobordisme bloc HML(H3). Alors, il existe une résolution PL

,
acyclique locale*): M~->M telle que M soit une n-variété HML(H3).

Preuve. Pour simplifier 1'écriture, on suppose d'abord oM = ¢.
Du fait de notre hypoth&se, 1l'obstruction p(T(M)) € HA(M; H3)
pour obtenir une réduction du groupe structural en PL est une

image naturelle d'un élément de HA(M; H3(H3)). Par le théoréme 3.A,

)), oi o(M) est

5 L

1;."

d ona oM) = o (T(M

o
et

1'obstruction pour obtenir une résolution PL acyclique en variété PL.

Par conséquent, d'aprés la définition de 1'obstruction o(M), il existe une
3-cochaine g sur les cellules duales des (n-3)-simplexes 3 valeurs

dans des 3-sphéres d'homologie PL, telle que pour chaque (n-4)-

simplexe ¢ de N,

+) 'locale' veut dire qu'elle induit un isomorphisme sur .
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126
ES(D(Ti)) + Lk(o, M) = k(O)H3 dans H3,

avec =-o < k(0) < «» , ol D(Ti) sont les cellqles duales des
(n-3)-simplexes T de M avec T, > 0; désignons par W  un
His-cobordisme PL qui représente la congruence.

Maintenant on suit exactement la construction de la résolution

en variété PL, en utilisant notre 3-cochaine g défini en haut; on pose:

M, =M, U (UC'LK(T) ol C'Lk(T) = CLk(D)#g(d(D),
M, = M, U (UC'LK'(9)) ofi C'LK'(0) = C(K(E) v W (Lk(0)#[g(D(1)),

n, n,
M, =M, U (u CLk'(0)),

CLk'(0) désignant le cbne du link modifié qui est défini, par récurrence,
par Lk'(0) = U {c'tk'(t) ; T >0} o C'Lk'(T) représente, soit
C'Lk(T) pour dim T = n - 3, soit C'Lk'(T) pour dim T =n -4 et
soit CLk'(T) pour dim T < n - 5. Alors, 1'espace PL ﬁ = ﬁn est
une variété HML(HB)j car le voisinage de chaque point est évidemment
une variété HML(H3). Pour obtenir une application d'une résolution
acyclique PL, £ : ﬁ > M, on contracte d'abord ch;que g(d(1)) ~ int D3
en un point et, ensuite, chaque C'Lk'(0) en CLk(0) par induction.

Si f induit un isomorphisme sur ﬂl’ 1a”preuve est terminée; sinon,
on construit une autre variété HML(HB) ﬁ' 3 partir de la premiére

subdivision barycentrique M' de M de la méme fagon: Pour chaque
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simplexe ¢' de M', o désigne l'unique simplexe de M qui contient
o' dans son intérieur. Puisque, si dim T = n - 3, g@")) = gd(1))
et que, sinon, g(D(t')) = S3, notre M!' posséde une s-décomposition
% en anses définie par %i = %z = U'{CLk'(bg) ; dim o é:i}.
On observe que Bi(i) =y {CLk'(bO) ; dim 0 = i} et
B_Bi(i) =z y {C'Lk"(0); dim 0 = i} x Si--1 et que, si dim o > 3, C'Lk' (o)
est contenu dans un vrai cone CLk(0) qui est un sous-complexe de
%2. Par conséquent, d'aprés le théoréme de Van Kampen, 1'homomorphisme
naturel Wl(yz) - ﬂl(k) est un isomorphisme. Soit maintenant X la
s—-décomposition en anses canoniques de M'. Alors, ﬂl(Xz) > ﬂl(X) et
f; “1(%2) > ﬂl(Xz) sont des isomorphismes; d'ou f' : M > M
induit un isomorphisme sur e

Dans le cas oi M est bordée, on peut d'abord obtenir une résolution
PL acyclique locale 23f : M > M de OM en variété HML(HB) et, par
consequent, une rdsolution PL acyclique locale £ : M uy M(3f) > M .
Pour résoudre la variété HML Ml = M u M(3f) dont le bord Bﬁ est une
variété HML(H3), on peut supposer en plus que son bord posséde un
voisinage produit; comme on ne modifie que l'intérieur de Ml , on
peut faire la méme construction que précédemment.

c. q. £. d.

De fagon standard, on déduit la classification des structures

HML(HB); on peut ainsi remplacer les termes HML et ker o dans

de concordances 3

la définition / et dans le théoréme 4.3 par HML (H et 2

2
respectivement.
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§4. Conséquence de 1'existence d'une telle variété

Soit M une n-variété HML. HB(M) désigne le sous-groupe
de H3 qui est engendré par les &léments HB(G) i.e.: Lk(o, M), ot les
o sont tous les (n-4)-simplexes contenus dans l'intérieur de M.
On remarque que HS(M) ne dépend pas des subdivisions de M, d'aprés
la preuve du lemme 4.4. Alors, 1l'obstruction o(M) est induite
naturellement par un élément OO(M) de HA(M $ H3(M)) d'aprés la
définition du cocycle de 1'obstruction o(M).

On peut remarquer que H3(3M) est un sons-groupe de H3(M),

car Lk(o, M) = oLk(o, M) pour tout (n-5)-simplexe de oM.

PROPOSITION 4.9. Soit 1 < f < et soit M une n-variété HML.

Le link Lk(o, M) d'un (n-4)-simplexe de M - OM sera désigné par

HB(U). On suppose que

252,H3 # 0 dans H3

pour toute combinaison lingaire finie de la forme

B = Yo, B (0,)

ol a(HB) # 0 et le plus grand diviseur commun des n, est 1.

Alors,

b, 0%y o) = 0.

Preuve. Soit £ = q'2p avec q dimpair. On va d'abord traiter

le cas oi M est compacte. Comme HB(M) est un groupe abélien

4 - 15
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de type fini, il existe un systéme de générateurs linéairement
indépendants Hl’ cees Hm tels que H3(M) = HB(Hl) ® ... © H3(Hm).

Par notre hypothése, si &(Hi) # 0, le composant d'ordre 2-primaire

de Hi dans H3 est 3:4'2p. Par conséquent, on a un homomorphisme

OL42 : H3(M) > 242 tel que « = a42 mod 2; pour les générateurs,

si a(Hi) = 0, on pose a42(Hi) =0 et si a(Hi) £ 0,

a42(Hi) = q°2p<i) mod 4%, ot ZP(i) est le composant d'ordre 2-primaire
de Hi dans H3. L'élément (a42)*(00(M)) de Ha(M : 242)

induit 0,(0(M)); par conséquent, bzza*(O(M)) = 0.

Dans le cas oi M est non-compacte, on prend une suite de sous-
variétés compactes Mi telle que M = U Mi. Comme le module de type
fini sur 1'anneau fini ZZﬁ est artinien, on voit, de la proposition
(13. 2. 3) du EGA III [Gr], que l'homomorphisme canonique de la
cohomologie singulidre, H*(M ; ZZZ) -+ lim-proj H*(Mi : 222), est un
isomorphisme. Or, on a évidemment bzza*(O(M))lMi = bZRa*(O(Mi)) et,
comme on a montré précédemment que b22u*(o(M£)) = 0 pour tout i,

b, (0(M)) = 0.

Ay AaArSsEIA TmmAadTatrAamant 1
onl veriilie lmmegiactemenc que

24
c. q. £. d.

Par conséquent, on obtient:

COROLLAIRE 4.9.a. Supposons qu'il existe une n-variété HML M avec

bzga*(O(M)) # 0. Alors, il existe une 3-sphére d'homologie PL H3

0 dans HB.

"

telle que a(i) # 0 et 298>
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§5. Commentaire de 1'équivalence de plusieurs conjectures

On va discuter sur la possibilité de scindement de la fibration,
K(ker o, 4) - BHML_ - BTOP ,
r sy
qui est défini du ch. 2 pour r > 3.

THEOREME 4.10. Les quatre conditions suivantes sont équivalentes:

(1) 1I1 existe une 3-sphére d'homologie PL H3 avec a(H3) 0
i L avec #

et 2H3 = 0 dans H3.

(2) 11 existe une section de la fibration homotopique

B : BHMLr > BTOPL pour r > 3.

(3) Pour n > 5, toute n-variété TOP V admet une structure HML.

(4) Pour n 2:5, toute n-variété TOP fermée V admet une structure

d'homotopie HML; i.e.: il existe une n-variété HML fermée M

ayant le méme type d'homotopie (simple) que V.

Preuve. On suppose toujours r >3 et n > 5. S5i 1'on suppose
(1), la fléche naturelle B o j : BHML(HB)r +'B£Q£T est une Eéquivalence
d'homotopie. Par conséquent, 1'inverse homotopique de (B o j) composé
avec j donne une section homotopique de la fibration B; i.e.:
(1) entralne donc (2). Il est immédiat que (2) entraine (3) d'aprés le
théoréme 4.2, et que (3) entraine (4) est trivial. Prouvons
enfin que (4) entraine (1). On remarque qu'il existe une 5-variété
TOP fermée V avec Sqlk(V) £ 0 et ﬂl(V) = ZZ‘ D'aprés Morita [Mo],
k(MTOP) = k(V) pour n'importe quelle &quivalence d'homotopie
MTOP ~ V., En particulier, Sqlk(MTOP) # 0; la condition (1) en
découle d'aprés le corollaire 4.9.a, car Sq = b2 .

c. q. £. d.
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CHAPITRE 5

Etude du probléme de la triangulation simpliciale de

variétés topologiques de dimension 5 et plus

§. Introduction

Dans ce chapitre, on étudiera en premier lieu les suspensions
multiples des sphéres d'homologie HML, en généralisant le théoréme
de R. D. Edwards; ensuite, si M est une n-variété HML sans bord,
on obtiendra une condition nécessaire et suffisante exprimée en

termes de Lk(On_4

, M) et de Lk(OO, M), pour que M soit elle-méme
une variété TOP.

En outre, grace 3 l'é@tude des structures HML(H3) faite au
chapitre 4, et celle des résolutions PL acycliques locales, on
obtiendra une condition nécessaire et suffisante en termes des 3-spheres
d'homologie PL pour qu'une variété TOP sans bord de dimension
au moins 5 admette elle-méme une triangulation simpliciale; plus

P . - -~ . - - . | - . : 3 n
précisément, aprés avoir défini le groupe abélien H™’", on pourra

donner le résultat suivant (Théoréme 5.1.).

3,n

DEFINITION. Si n > 6, #H est le sous-groupe de H3, engendré

par les 3-sphéres d'homologie PL dont les suspensions (n-3)-uples

sont homéomorphes & la n-sphére . H3’5 est le groupe abélien,

5 -1
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~engendré par les 3-sphéres d'homologie PL dont les suspensions
doubles sont homéomorphes 3 la 5-sphére, dont la loi de composition
est la somme connexe géométrique, et la relation: H” =0 est

3 3,5 ) ] . o ~ - .
vrai dans H s'il existe une 5-variété HML contractile C

. -~ - ) 3

avec un bord collié telle que dC est une réunion de CH™ avec
une 4-variété PL acyclique et que int C est elle-méme une variété

TOP.

THEOREME 5.1. Soit 0 < £ < ® et soit V une n-variété TOP

sans bord telle que

bzk(V) = 0 dans HS(V : ZQ),
k(V) # 0 dans H4(V : 22)
et, si 2 #0,
5 _
k(V) # 0 dans H (V ; 222).

L2y

Supposons n > 5. Alors, pour que V admette une triangulation

simpliciale, il faut et il suffit qu'il existe une 3-sphére

, 3 . . . .y s .
d'homologie PL H satisfaisant aux trois conditions suivantes:

(1) H3 borde une 4-variété PL parallélisable dont la signature

est 8, i.e.: a(HB) # 0,

n"BHB = Sn, t

——

(ii) s

3

(iii) 22H° = 0 dans g3,
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Ici, on désigne par k(V) 1la classe d'obstruction de Kirby-
. 4
Siebenmann dans H (V ; Zz) pour que V admette une triangulation
en variété PL et par by 1'opération de Bockstein associée a la

suite exacte, 0 - Zg > ZZR > 22 -+ 0 avec les conventions ZO = Z

et Z1 = 0.

Evidemment, toute variété TOP sans bord est classée soit dans
les cas 0 < & <« traités dans le théoréme 5.1, soit dans 1l'autre cas,
oi k(V) = 0, V &tant triangulable en variété PL. La triangulation
des variétés TOP avec un bord non-vide sera traitée &galement dan;
le §4.

Par rapport au théoréme 5.1,1e cas (n, &) = (5, 0) est traité
par Siebenmann [Si5] avec une hypothése superflue d'orientablilité,
et les cas £ =0 et 6 <n <8 par Scharleman [Sc].

Dans le chapitre 4, 1l'opération entidre de Bockstein s'écrit
b au lieu de bo.

Dans le §1, on traite le cas des suspensions multiples des sphéres
d'homologie HML; on obtiendra de suite dans le §2 un critére pratique
pour qu'une variété HML soit elle-méme une vari&té TOP. Dans le
§3 on revient 3 1'étude du groupe HB’S. Le §4 est consacré a la
preuve du théoréme 5.1. On finira, en discutant briévement dans

le §5 la classification des structures TOP triangulées sur une

variété TOP en termes de la théorie des obstructions.
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§1. Suspension multiple des sphéres d'homologie HML

Commengons par citer des théorémes relatifs aux suspensions
des sphéres d'homologie PL. On généralisera ensuite au cas des

sphéres d'homologie HML.

THEOREME 5.2 (Edwards[Edz]) Soit H" une sphére d'homologie

PL de dimension n > 4. Alors,

THEOREME 5.3 (Edwards-Scharlemann [ESc] et Bryant-Edwards-

Seebeck [BES]). Soient Hl et H2 deux 3-sphéres d'homologie

PL et n >5. Alors, les deux conditions suivantes sont équivalentes:

(1) s"7H, ~ s", pour i=1let 2, et

(ii) s“'3(Hl #Hy) ® s™,

Le théoréme 5.2 est un résultat surprenant qui a &té établi
récemment par R. D. Edwards; et il a méme démontré en plus, pour
toute 3-sphére d'homologie PL H> &ventuellement non-simplement connexe
. e » . 2 3 5
qui borde une variété TOP compacte contractile, que SH = S
[Edz]. Dans 1'énoncé du théoréme 5.3, 1l'implication (i) = (ii)
a été prouvée par [ESc] et (ii) = (i) 1'a &été récemment par [BES].
On se rappelle qu'une variété HML fermée possédant les meme

“groupes d'homologie entiére que s" est dite une n-sphére d'homologie

HML .

THEOREME 5.4. Soit H" une n-sphdre d'homologie HML de dimension

5-4
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n
n 3:4. Supposons que H X Rm est localement euclidien. Alors,

o Sm+n,

. n . '
i m=1 et H est simplement connexe, ou si m > 2 et n > 5.

Le cas m > 2 et n =4 est traité séparément par le théoreéme

suivant.

THEOREME 5.4.a. Soit HA_ une 4-sphére d'homologie HML. i m ;:2
4

. m . 1.
et si H xR est localement euclidien, alors,

s o g,

En général, on utilise sans l'indiquer explicitement, le lemme
suivant qui est facilement démontré par une simple observation

géométrique et par la conjecture de Poincaré TOP en dimension > 5.

LEMME 5.5. Supposons m + n i:S. Soit Hn une n-sphére d'homologie

HML. Alors,

m,n m+n

e ~ C
o ~ O

. . n -1 S
si et seulement si C'H X M est localement euclidien pour une

. -~ - ’ n - . o~
(m~1)-variété PL sans bord M, C'H désignant le cone ouvert

de H'.

Pour démontrer le théoréme 5.4, on a besoin de:

LEMME 5.6 (Cf. Siebenmann [SiS])' Soient H, et H, des espaces

compacts métrisables et h : H1 x T > H2 x T un homéomorphisme




tel que
m by m
nl(Hl XT) = Trl(H2 X T)
4 ¥
m m
ﬂl(T ) = ﬂl(T )

est commutatif. Alors, il existe un homéomorphisme

£ SmHl > SmH2

qui se réduit 3 1'identité sur la sphére de suspension.

Preuve. Un homéomorphisme h' : H, X R > H2 x Rm, qui revét

1

h, satisfait a:
“PZ(X) - ch'(x)” < constante

- - ] > - m
pour tout Xx € H1 X Rm, oi p, désigne la projection sur R .

Soit r : R" - int D" = {x ¢ R" ; lIx} < 1} un homéomorphisme

P, , m . m
préservant les rayons. Alors, f0 : Hl X int D +-H2 X int D,
-~ e . ° "'l
défini par fo = ((1d|Hl) X r) o h' e ((1d{H2) Xxr ), est

prolongeable en un homéomorphisme £ : Smﬂl > SmHZ.

c. q. £. d.

Preuve du théoréme 5.4. Si 1'on suppose que n > 5 et que

82.

n m . e n m P
H X R est localement euclidien, alors, H X T est une variete
- . m n m .
TOP et on a un homéomorphisme h : B x T > H X T qui

TOP
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satisfait 3 1'hypothé&se du lemme 5.6; ceci découle de la proposition

. s n m n m n m
. X ~ ~
1.7 et du théoréme 1.8: H T ~H xXT )TOP ~ HTOP X T
naturellement. En outre, H;OP admet une structure PL car
H4(HTOP > Zz) = 0. Par conséquent, s™u" ~ gt d'aprés le

théoréme 5.2 et le lemme 5.6, pourvu que m > 2.

Si 1'on suppose ﬂl(Hn) =0, n+m>5, m=1 et que B x R©

. 2 n . n
est localement euclidien, on peut prendre S au lieu de HTOP
dans 1'argumentation précédente d'aprés le lemme 1.1; on en déduit,

par le lemme 5.6, que s™y" ~ g™,

c. q. £. d.

Pour le cas restant i traiter, c'est d dire, pour démontrer le
théoréme 5.4.a, on utilise le lemme suivant qui généralise

1'implication (ii) = (i) du théoréme 5.3.

LEMME 5.7. Soit Dl et D2 deux 4-variétés HML acycliques avec
4

3D, = 8D,. Si sm(Dl U Dy = e et sm+1(aD1) ~ s™*% alors,

2
s"(D, u C3D,) = s

Preuve du théoréme 5.4.a 3 partir du lemme 5.7. On choisit dans

H4 un l-polygone acyclique P, qui contient tout point de singularité
de H4, et 1'on désigne par D le complémentaire fermé du voisinage
dérivé second de P. Alors, oD est une 3-sphére d'homologie PL

qui est homéomorphe PL 3 une somme connexe des 3-sphéres d'homologie

PL autour des points de singularité. On obtient une résolution

PL acyclique f : H4 > D u C3D en effondrant P en un point.

5 -7
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D'aprés notre hypothése et le théoréme 5.3, on a Sm+1(8D) ~ Sm+4.

4

De plus, comme D est une variété PL acyclique, s"a(D x I) ~ g™t

d'aprés le théoréme 5.2. Par conséquent, SmﬁD u Cab) = Sm+4

en vertu du lemme 5.7. Mais, 1'homéomorphisme naturel H4 x T >

(D u C3D) X T™ donne un homéomorphisme de SmH4 sur Sm(D u C3D)

i 1'aide du lemme 5.6.

Or, le lemme 5.7 est un corollaire du théoreéme suivant:

THEOREME (Cannon [Ca], Cf. Bryant-Edwards-Seebeck [BES]). Soit X oY

une paire de sphéres d'homologie HML de dimensions respectives

n-2 et n-3. On suppose que SZX et SZY X Rl sont des variétés

—

TOP de dimension n, od =n >5. Alors, si U est la fermeture

P . 2 2, .
d'une composante connexe U du complémentaire SX - §7Y, il existe

un plongement TOP

f:U~> SZX

tel que f soit prolongeable en un plongement TOP de (3U x I) u U

dans SZX.

Preuve du lemme 5.7. On peut supposer m > 2. On pose

X = sm’z(Dl uD,), Y= sm"z(anl) et U= Sle. Alors, S2X =~ s™% & ss%y,

et d'aprés le théoréme, CoU u U est une variété TOP ayant le méme
type d'homotopie que Sm+4; par conséquent, CoU u U = Sm+4. Mais, par

la définition de S et C, Sm(CBDl U Dl) ~ CoU u'ﬁ; ce qui termine

la démonstration du lemme 5.7 et donc du théoréme 5.4.a.

5-8
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§2. Un critdre pour qu'une variété HML soit une variété TOP

Comme corollaire des théorémes 5.4 et 5.4.a, on obtiendra le
critdre pratique suivant (théoréme 5.8) et ensuite, le corollaire 5.9

qui sera utile pour obtenir une triangulation simpliciale.

THEOREME 5.8*). Supposons n 2:5. Soit M une n-variété HML sans

bord. Alors, elle est localement euclidienne si et seulement si

elle satisfait aux deux conditions suivantes:

(i) Sn—BLk(On—é, M ~ g™ pour tout (n-4)-simplexe de M et

(ii) Lk(v, M) est simplement connexe pour tout sommet de M.

On observe d'abord:

LEMME. Pour k < n + 1, soit Mk une (k-1)-variété HML fermée.

Alors, 1'espace Mk X Rn—(k~1) est une n-variété TOP i et seulement

——

si pour tout simplexe o de Mk’

n-k'+1

L P AN

— ' —
En effet, les sous-espaces ouverts C Lk( Mk) X Rk k x R© k+l

%) Le critére, donné originalement par l'auteur, a contenu la condition
sur les suspensions (n-4)-uples des links de dimension 4; elle est exclue
" en vertu du théoréme de Cannon cité précédement. En effet, cette
amélioration est &noncée i la premidre fois par D. Galewski et R. Stern

[6S]. L'auteur remercie M. R. Stern pour lui avoir communiqué son résultat

et le papier de J. Cannon.
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n—k"'l - . - . -
recouvrent Mk X R et le lemme en résulte immédiatement d'aprés

" le lemme 5.5.

Preuve du théoréme 5.8. D'aprés le lemme précédent les conditions

(i) et (ii) sont évidemment nécessaires. On suppose maintenant

réalisées les conditions (i) et (ii). Si k < 4,

n-k n-k

C'Lk(oc 7, M) X R est localement euclidien d'aprés le lemme 5.5

et notre hypothése (i). Gr3ce aux théorémes 5.4 et 5.4.a et a notre

hypothése (ii), pour montrer que C'Lk(cn_k, M) X Rn"k est localement

euclidien dans le cas k > 5, il suffit de démontrer que

n—k, M) x Rn_k+l est localement euclidien; ceci sera effectué
par induction sur k od 5 <k < n: On pose M = Lk((jn—k

Lk(o
, M). Soit
o' un (k-1-k')-simplexe de Mk’ oi k' <k - 1. Alors, comme
1 ' ) [ n"k"*’l
Lk(o', Lk(o, M)) = Lk(o' * 0o, M), Lk(o', Lk(o, M)) X R est
localement euclidien par hypothése d'induction. Par conséquent,
1!
C'Lk(c', Mk) x R" k est localement euclidien soit par les théorémes

5.4 et 5.4.a soit par notre hypothdse (i); d'od Mk X Rn_k+l est localement

euclidien par le lemme précédent.

c. q. £. d.
T 3 3
On prend un 3-sphére d'homologie PL H™ aveec a(H") # 0.

COROLLAIRE 5.9. On suppose

n—3H3 ~ gl

S S.

Soit M wune n-variété HML(H3) sans bord. Alors, M - {sommets}

5 -10
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est localement euclidienne. De plus si n > 6, on peut résoudre les

sommets et 1'on obtient une résolution PL acyclique locale

f: ﬁ - M

' noon
telle que M est une n-variété HML(HB) et que Lk(v, M) est

. " N, -
simplement connexes pour tout sommet v de M, i.e.: ﬁ est elle-meme

une n-variété TOP.

Preuve. D'aprés le théordme 5.4, la suspension (n-3)-uple de
toute somme connexe de H3 et —-H3 est homéomorphe & s®. Ppar
conséquent, la premidre assertion du corollaire découle immédiatement
par le théoreme 5.8.

La résolution au voisinage d'un sommet v est donnée de la
facon suivante: M" désignant la seconde subdivision barycentrique
de M, on fait la chirurgie pour tuer les élément de T d'une sphére
d'homologie HML Lk(v, M") de dimension > 5; la chirurgie est
effectude comme on 1'a faite dans le cas d'une sphére d'homologie PL
de dimension > 5, mais dans une sous-variété PL qui est un voisinage
du 3-squelette dual de Lk(v, M"). Soit W& la trace de la chirurgie
et Lk'(v) = BWV - Lk(v, M"). Pour chaque sommet on attache
Lk(v, M") x T u WV u CLk'(v) 3 M - int(St(v, M")) en” Lk(v, M)
au lieu de CLk(v, M") et 1'on obtient une variété HML(H3) M qui
posséde la propriété que Lk(%, ﬁ) est simplement connexe pour

" N
tout sommet v de M. Une résolution acyclique locale f : ﬁ >~ M

est construite par l'effondrement de W& u CLk'(v) en wv.

c. q. £. d.
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§3. Le groupe H3’5

On justifie la définition de H3’5 qui est pré&sentée dans

1'introduction. D'aprés le théoréme 5.3, si H1 et H2 sont contenus

dans H3’5, Hy # H, 1'est également. En outre, le semi-groupe H3’5

est un groupe; en effet, si 1'on considére une 4-sphére d'homotopie

HML H4 = CH3 U H3 x I u C(—H3), alors, d'aprés les théorémes

5.4 et 5.5, int CH4 est une variété TOP, en suppesant que

Sn-3H3 ~ S™. Ceci implique que H3 # —-H3 = 0 dans H3’5, car H4

est une réunion de C(H3 # —HB) avec une variété PL acyclique.

Or, 1l'homomorphisme naturel vy, : w2 o H3 est bien défini,

3

puisque, si H3 = 0 dans H3’5, H~ doit étre le bord d'une 4-variété

PL acyclique.

REMARQUE. On désigne par HA,S le groupe abélien engendré par les

4-sphéres d'homologie HML H4 telles que H4 X Rl sont des variétés

TOP, 1'opération interne étant la somme connexe aux bords des 4-boules

4,5

et la relation H4 = 0 est vrai dans H si H4 borde une

5-variété HML contractile C avec un bord collié telle que int C
I ' . 4,5 3,5 P

est une variété TOP. Alors, l'homomorphisme H + H défini

par la somme connexe des links des points singuliers de H4 est un

isomorphisme sur ker Y5+ En effet, la différence des complémentaire du
voisinages des points singuliers compose une 4-sphére d'homologie

PL qui borde toujours une 5-variété PL contractile.

PROPOSITION 5.10. On suppose que SZH3 ~ SS. Alors, H3 = 0 dans

3,5

H

t seulement s'il existe une 4-variété PL P avec

si
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3
9P = H> y (U H, # -H), CH yPy (uCH uCC-H)) =8 et

SZHi ~ S5 pour chaque 3-sphére d'homologie PL Hi'

En effet, la condition est suffisante par le théoréme 5.4. Pour
la nécessitd, soit ¥ 1la réunion des simplexes ¢ dans la 5-variété
HML contractile C5 avec un bord collié tel que Lk(o, M) n'est pas
PL; % est un sous-complexe de dimension 1. Si I mn'est pas acyclique,
on le coupe aux petits voisinages des barycentres des l-simplexes de
facon 3 ce que le nombre de coupures soit minimal et 1'on obtient un
sous-complexe acyclique L' de I, contenant le sommet du cone CH™.
Le bord d'un voisinage régulier de X' est une 4-variété HML X de

la forme X = CH3 uPu (u CHi U C(—Hi)) telle que P est une variété

PL, X = S4 et que, comme Hi est un link dans int CS, SZHi ~ SS;

d'oli le résultat.

§4. Démonstration du théoréme 5.1

Aprés avoir donné la preuve du théoréme 5.1, on discutera

bridvement le cas oli M est bordée. Soit Yy : H3’n > H3 1'homomorphisme

canonique.

Preuve de la partie nécessité du théoréme 5.1. Soit M une

n-variété HML sans bord qui est elle-méme une n-variété TOP.
Une 4-cochalne %(M) € CA(M 3 H3’n) est définie par
%(M)(D(T)) = la classe de Lk(t, M) dans HB’n.

C'est un cocycle, parce que Sn_ALk(On_S, M) est toujours

5-13



homéomorphe & s d'aprés notre hypothése; on désigne par %(M)
la classe de cohomologie définie par %(M). Alors, (Yn)*y(M) = o(M)
et (a oy ),000 = k(. |
on definit H°U(M) et 0,00 € B Gf; #°7(D) de la méme
fagoh que dans le ch. 4 §4. Comme 1'argument de la preuve de la
proposition 4.9 ou 4.9.a est valable dans ce cas, on voit que,
k(M) # 0, il existe alors une somme connexe

2%
n-4

géométrique H3 d'une combinaison linéaire des Lk{o ', M) telle

si 1 é:ﬁ <o et b

que a(HB) # 0 et que ZRH3 = 0 dans H3’n. Pour cette 3-sphére

d'homologie PL H3, on a Sn_3H3 ~ s" d'aprés les théorémes 5.3

et 5.8; si 2 =0 et k(M) # 0, il existe de méme une 3-sphére
n—3H3 o n

d'homologie H3 telle que a(HB) £#0 et S 5.

c. q. £. 4d.

Preuve de la partie suffisance du théoréme 5.1. On suppose

qu'il existe une 3-sphére d'homologie PL H3 réalisant les trois
conditions dans 1'é&noncé du théoréme 5.1 pour un 2. On désigne par
H3’n(H3) le sous-groupe cyclique de H3’n engendré& par H3. Soit V
une n-variété TOP sans bord, qui satisfait a bmk(v) = 0. Alors,
d'aprés le théoréme 4.7, il existe une n-variété HML(HB) M telle

que MTOP ~ V. En outre, si n > 6, a 1'aide du coerollaire 5.9 on
obtient une résolution PL acyclique locale f : ﬁ,+ M telle que

ﬁ ~ &&OP ~ MTOP ~ V; ceci fournit une triangulation simpliciale sur V.

Si n =5, on définit une 4-cochaine %(M) € CA(M : H3’5(H3)) par

200 (0 (1))

{Lk(t, M)}, qui n'est pas nécessairement un cocycle.

1]

Comme {(Yn);X(M)} = 0(M), on peut choisir par l'argument standard une

4-cochaine h 3 valeursdans les sommes connexes multiples des
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H3 telle que:

(1) AM) + h est un cocycle, et

(2) (YS)*h = 0 dans CA(M ; H3(H3)).

On modifie la construction de la résolution de telle sorte que ﬁ
est une variété TOP triangulée. Par (2), pour tout l-simplexe T,
h(D(T)) est le bord d'une 4-variété PL acyclique P et l'on
pose C"Lk(T) = CLk(T) # (Ch(D(T))V PT)’ et

ﬁ[‘ = My U (U C"LK(T)).

Ensuite, par (1), pour les sommets v la somme connexe des links des

points singuliers de LK(v) = v {C"Lk(1); T > v} est nul dans
H3,5 3

(H”). Par conséquent, d'aprés la remarque qui précéde la proposition
5.10, LK(v) est le bord d'une variété HML C, contractile avec

un bord collié telle que int Cv est une variété TOP. On pose:

n, , v n " "
M= MS = M& u (U C"LK'(v)) avec C"LK(v) = Cv'

a, : . 3
Alors, M admet une structure de variété HML, n'étant plus de HML(H™).

~ n,
I1 n'est pas difficile de voir que M est une variété TOP triangulée
n,
et qu'il existe une résolution PL acyclique locale f : M > M.
P squant, M = M ~V; d'od le résult
ar conséquant, R Miop ® MTOP ~ V3 ou le résultat.
c. q. £. d.

Dans le cas oi M est bordée on peut montrer de la méme fagon:

S'il existe une 3-sphére d'homologie PL H3 qui satisfait

§_ (i) C!(HB) ?4 0, (il) Sn“[‘HB ~ Sn-l, (111) 22”3 = 0 dans H3,n"l’

alors, toute variété TOP avec un bord non-vide de dimension n > 6,

satisfaisant a bzk(V) = 0, est triangulable.
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§5. A propos des théories des obstructions

Pour classifier les variétés TOP triangulées & concordance
prés, il est utile de présenter, dans le cas de dimension > 5, les
théories générales d'obstruction de la fagon suivante:
On expose d'abord la différence entre la categmrie PL et celle de
TOP triangulée: Soit M wune n-variété TOP triangulée sans bord.
Alors, comme on'a définie dans le §4, la classe y@%) = {%(M)} € HA(M : H3’n)
est 1'unique obstruction pour obtenir une structure PL qui est
concordante &4 M par une variété TOP triangulée. Si E(M) = 0,
les structures PL sur M sont classifiées par

3

HM ; (Yn)*HB’n). La preuve est la méme que dans le cas en HML.

Maintenant, soit V wune n-variété TOP sans bord et soit

3,n .o .~ .
o : H?" ~» 22 la composition o =a e . La premiére obstruction

n
possible pour obtenir une triangulation simpliciaﬁe sur V est
contenue dans HA(V : Coker an); I1 y a deux cas possibles:
(a) Cas ol Coker a = Zz: L'obstruction est égale 3 la
classe d'obstruction k(V) ©pour obtenir une triamgmlation en variété PL

et i1 n'y en a pas d'autre; si k(V) = 0, il existe une structure

PL M, sur V et les structures TOP triangulées sur V sont

0

classifiées par la premid@re obstruction et 1'unigme obstruction
pour obtenir une structure PL concordante, c'est & dire, il existe

un isomorphisme de 1'ensemble des structures TOP triangulées sur
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HB(V 3 22) ® H4(V : (YnL=H3’n); en effet, 3 partir de la variété

PL MO, on peut construire les autres structures en modifiant MO

par un 3-cocycle g et par un 4-cocycle h, tous les deux a

3,n s
valeurs dans H7 ’; les structures sont classifiées par les classes

{(an)*g} et Imihl}.
(b) Cas ol Coker o =0: On a 1'unique obstruction dans
HS(V ; ker an) et, c'est ba,nk(v) ol ba,n est 1'opération
de Bockstein associée a la suite exacte: 0 - ker o > H3’n > Z2 + 0.
Si ba,nk(v) = 0, les structures sont classifiées par
H4(V : (Yn)*(ker an)). La preuve est la méme que dans le cas en HML.
On a encore une théorie de 1'obstruction pour obtenir une
structure TOP triangulée sur une variété HML M. La premiére
obstruction possible est contenue dans HA(M ; Coker Yn), la deuxiéme
dans HS(M ; ker Yn) et il n'y en a pas d'autres. En plus,
ker Y, © 0 pour n > 6.

Pour finir, on remarque dans notre méthode 1'absence de la

théorie des fibrés normaux dans la catégorie TOP triangulée.
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