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INVARIANTS DES PAIRES D'ESPACES. 
- 

APPLICATIONS A LA TOPOLOGIE DIFFERENTIELLE . 

J . Cerf (Nancy) 

Introduction. Soit V une variete compacte de classe c ; l e  grou-s 

pe de tous l es  diff6omorphismes de V est muni naturellement de deux to- 
m 

pologies: l a  topologie C , ou topologie de l a  convergence uniforme des d6- 

rivees de tout ordre 3 0 (muni de cette topologie, on note ce groupe G); 
0 

et la topologie C , ou topologie de la  convergence uniforrne (muni de cet- 

te topologie, qui est moins fine que l a  precbdente, on note ce groupe GI). 

Lorsque G a un bord, l e  groupe qu'on considere est celui des diffbomorphi - 

smes qui sont tangents dlordre infini B l'application identique l e  long du bord. 

Prenons l'exemple V = D" (disque ferme de dimension n). La 

classique retraction dlAlexander montre que G' est contractile; donc 

TI: (GI) = 0 pour tout i > 0. Par  contre, on sait depuis Milnor qufen 
1 

general *To (G) n'est pas nul; toutefois l a  retraction dfAlexander montre 

que tout i-lacet de G est homotope A un i-lacet arbitrairement petit au sens 

de GI; daps ce cas les  groupes ,\ . ("groupes d'homotopie locauxff); qu'on 
1 

definira, sont canoniquement isomorphes aux groupes : G ) .  Ceci est  dc 
I 

evidernmenk au fait que D" est contractile; en general, on obtient une suite 

exacte reliant l e s  groupes i, l e s  groupes ? (G), et certains groupes 

l"i 
qu'on definit: dans certains cas,  ces  groupes r s'identifient aux 

groupes : (GI).  
I 

S 
Dans une premiere partie (n. 1, 2 et 3 ) ,  on fait une 6tude, d'un ca - 

ractere general, des groupes on etablit notamment l e  theore 
i et p i ,  - 

me d'isomorphisme entre l es  groupes P i  et les  groupes d'hornotopie fai- 

bles pour l es  espaces 'Ipresque localement connexes en toute dimensioh". 



- 2 -  

J. Cerf 

Dans une second part ie  (n, 4), on applique ces  rBsultats Q certains  

espaces de diff6omorphismes; on cherche d'une part  5. obtenir des  renseigne- 

ments s u r  l e u r s  groupes Pi, et d 'autre  par t  Q montrer  que c e s  espaces 

sont "presque localement connexes", de so r t e  que, d 'apres  l a  premiere  par-'  

t ie,  l eu r s  groupes 
P i  

s'identifient Q l eu r s  groupes d'homotopie faibles. 

1 . DBfinition et  premieres  propriBtks de groupes 

On appellera espace bitopologique (El,  E )  un espace muni de deux 

topologies te l les  que celle de E (dite "topologie forte") soit plus fine que 

celle de E (dite "topologie faible"). 

On appellera paire  topologique un couple (A, B) d lespaces  topologi- 

ques, te l  que B s'identifie rl. une part ie  de A, munie d'une topologie plus 

fine que celle induite p m  A. A l a  pa i re  (A, B) es t  canoniquement asso-  

cie un espace bitopologique, qu'on note (B' ,  B).  (B'  slidentifie Q B com - 
m e  ensemble et  s a  topologie e s t  celle induite par  A).  

Soit (El ,  E )  un espace bitopologique; un chemin presque continu 

dans (El,  E )  e s tuneapp l i ca t ion  b/ : [ 0 ,  11 E,  faiblementcont i-  
h 

nue s u r  [ 0, I] , forternent ,continue s u r  10, 4 . On note Z' TE,', E )  
N 

(OU, lorsqu ' i l  n 'y  a pas de confusion possible, 5 (E) ,  ou meme Z ) l l e  - 

space des chemins presque continus dans (El ,  E ) ,  muni de la topologie su i -  

vante: l a  topologie borne supkrieure de l a  topologie de l a  convergence unifor- 
4 

m e  des applications 1 0, El,  et  de l a  topologie de l a  convergence uni - - 7 

forme s u r  tout compact des applications 1 0 ,  1 a E. 

Soient x et y deux points de E ;  on ut i l isera  l e s  sous-espaces 
Y 

suivants de 2 : ! 

T x  
(chemins d'origine x) 
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2- (chemins d'origine x et d1extr4mit6 y)  
,-b X Y  - 
.z xx 

s e r a  not6 fl (espace des lacets  presque continus 
X 

d'origine x) 

On convient de noter encore x l e  chemin constant en x. 

pbfinitions. On pose: - 
r. ( Z ( E 1 , E ) ; x )  = A (El ,  E;x)  1 ) Pour tout i ), 0 . 

1 x i 
( i -&me groupe d'homotopie local  - de (El ,  E )  au point x). - 

2 ) Pour tout i 3 1 : T ( R (E ' ,  'E) ;x)  = (E ' ,  E;X) i-1 x 
( i -&me e u p e  d'homotopie mixte de (El ,  E )  au point x) .  

Proprietbes  ( (El ,  E )  dbsigne un espace bitopologique et x un 

point de E )  

1 ) CaractBre -- local  des Soit (V',  V) un voisinage faible de x; 
i' - % 

par  homothbtie, tout compact K de 2 (El ,  E )  s e  r4 t rac te  dans - & X 

(V',  V), de fapon que K 0 (V', V) r e s t e  dans 3 (V1, V); 
X - x - X 

doncl'applicationcanonique: f .  ( Z (V1, V);x) -2TT ( Z (El,  E);x)  
1 x i x 

est  un isomorphisme;  d loa  l ' i somorphisme:  

& 
# 

( V ' ,  V; X )  -> A .  (El ,  E ;  x). 
i 1 

Donc plus gknkralement: soit  (U', -- U) un aut re  voisinage - faible de x;-_- 

(V', V; x)  et h. (U1, U; X) sont canoniquement isornorphes. - i 1 -- 

2 ) Soit F une part ie  ouverte et f e rm4e  de E (autrement dit, ---- fortexnenl 

ouverte et  fe rmee) ,  et soit x C: F. Alors,  pour tout i 2 1, ( I ,  F ;  x) 
i 

( resp .  jl* (F I, F; x ) )  s 'identifie canoniquemant & I. . (El,  E; x) 

1)  ,Je dois ri M, B. Morin de m'avoir  signal4 que l e s  d4finitions donn4es en 
[2] pouvaient '&re rnises sous cette forme t rPs  maniable. 
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(En effet, pour i 1, un "i-lacet local" et un "i-lacet mixte" ont 

des images fortement connexes). 

3 ) La suite exacte et l a  suite exacte compl6t6e. 

Le lemme suivant s e  demontre exactement comme un lemme (bien connu) 

de Serre: 
/Ir 

Lemme. L'application canonique 2 x (El, E; x) -> E (qui B tout che- 

rnin presque contenu dlorigine x associe son extr6mit6) est une fibration 

de Serre,  de fibre f i  (El,  E; x). (On notera que cette fibration nlest  pas 
X 

surjective en general. ) 

La suite exacte d'hornotopie de ce fibre donne immediatement l a  suite 
I exacte: 1 

->Ai-l (E1,E;x) '-> . . . > ( I ,  E x )  -> A,(E', E;x) --> T,(E;x) 

Definition de ( 1 ,  E x )  La relation "il existe un chemin pre-  
1 1  sque continu dlorigine y et d1extr4mit6 y1 n'est pas en general u%%, re 

lation d16quivalence entre points y et y1 de E; lorsque c r e s t  une re la-  

tion dlBquivalence, on peut d6finir / b r  (El, E;x): c les t  llensemble point6 quo - 

tient de E (point6 en x) par cette relation d16quivalence. Alors l a  sui- 

t e  exacte (1) s e  prolong0 naturellement comme suit: 

Exemple. La  condition ci-dessus est remplie dans l e  cas dlun grou- 

bitopologique (GI, G). En effet, si t est un chernin presque continu 

dlorigine y et d1extr6mit6 y l ,  alors y'.  . y est uncheminpre-  
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sque continu d'origine y '  et d1extr6mit6 y. Et si d/ e s t  un chemin 

presque continu d'origine y'  et d 'extremite  y", a lors  . y'-l.  f 
est un chemin presque continu d'origine y et d1extr6mit6 y". 

Un aut re  exemple s e r a  donne plus loin (2' du theori?me 3 ) .  

4 ) Chemins presque continus dans l e s  espaces de lacets  mixtes.  

Outre l a  topologie dont on a. muni - - , considerons s u r  le mgme espacf 
n 

l a  topologie faible (cel le  de l a  convergence uniforme des applica- 
X 

tions 10, 13 - El ,  qui; par  definition de A- , es t  moins fine que 
& X 

A- 

Soit J( b n . supposons qu'i l  existe un chemin presque cantinu 
X' 

dans ( fi ' fi ) d'origine x, d1extr6mit6 d, ; autrement dit, 
X' X ' 

2 
qu'i l  existe une application b/ : I E,  faiblement continue, fortement 

continue pour t 2 0, te l le  que: 

1 () ,((I  x 4 0 3 )  V ( 3 1 x  I ) ) =  ( x i  

[ ( t ,  1 )  = o( ( t )  pour tou t  t e  I 
% *  

2 
Soit lfapplication -> I defini par :  

(1 - 2u (1 - t ) ,  t )  1 pour 0 < u c: 

(t ,  2t (1-u)  + 2u - 1) pour -I! < u _< I 2 - 
Alors o definit un chemin continu dans fl d'origine x, 

x , 
d1extr6mit6 d . Cornrne, pour i > 1, un i-lacet mixte s1identifie B 

un 1 -1acet dans un espace de ( i -1) - lace ts ,  on peut 6noncer: 

Soit i 3 1; soit a( un i- lacet  mixte d'origine x dans (E ' ,  E ) .  

Pour que d. soit  homotope B 0, il suffit qu' i l  existe un chemin presque 

continu d'origine x, d1extrdmitt5 u( . Soit en plus { un t c l  chernin; 
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il existe une homotopie de 1 B x ayant mGme image dans E que Y . 

Application: groupes /rr des espaces presque contractiles. 

Definition. Soit (El,  E )  un espace bitopologique; soit x G E. 

On dit que ( E t , E )  est presque contractile sur  x s'il existe une applica- 

tion h : E A I 2 E, faiblement continue (i. e. ,continue de E '  I 

dans El) , forternent continue sur  E, n - 7 0, 11 , et telle que: 

h ( y ,  0 )  = y et h ( y ,  1)  = x pour tout y f E. 

I1 est immediat, compte tenu de ce qui pr6c&de, que si (El,  E )  est 

presque contractile sur  x, alors ,pi (E1,E;x)  = 0 pour tout i 2 1 

(et msme pout tout i 3 0 si 1 l . C ~  existe) . 
Exemples. - 
1. L'espace . (E1 ,E)  est presque contractile sur  l e  chemin 

X 

constant x. 

2. Le groupe (GI, G) relatif B l a  boule (cf. Introduction) est pre-  

sque contractile sur son element neutre (donc sur  chacun de s e s  points). 
-'* 

3. Soit f la  demi-boule fermee nord de D"; soit (PI, P) 1%- 
PD 

space bitopologique des plongements C de G dans D~ qui sont 
go G' 

C - tangents B ltidentite en tout point de U f l  sn-'; (PI, P) est presque 

contractile sur  chacun de s e s  points; dont tous s e s  sont nuls; rnais 

tous l e s  T. (P) sont nuls aussi  (cf. 1 , 11, 4. 2. 2) ;  donc, drapr&s la 
1 

suite exacte ( I 1 ) ,  s e s  groupes d'homotopie locaux sont tous nuls. 

4. S i  l a  topologie de El est grossi&re,  alors (El, E )  est pre - 
sque contractile sur  ch,acun des s e s  points. Les composantes connexes for- 

t e s  des espaces de jets des espaces des plongements, munis de l a  topologie 

quotient de l a  bitopologie (c@ , C 9, sont de ce type; (ceci est une genera- 
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lisation de [11 . appendice au chapitre 111). 

5 ) Lacets  for t s  qui sont homotopes LZ ze ro  en tant que lacets  mixtes.  
0 

P a r  un procede t r & s  analogue LZ celui utilis6 ci-dessus (propri6t6 4 ) on 

montre:  Soit i 2 1 soit d un i - lacet  d 'origine x dans E (autre-  

ment dit, un i - lacet  fort  ). Si Q! es t  homotope 2 0 e n  tant que lacet  

mixte de ( E f J  E ) ,  a lors  u( es t  extr6mit6 d'un chemin presque continu 

d'origine x dans l 'espace des i - l a c e t s  de E. Soit en  plus une ho- 

motopie de d & 0 (en tant que lacet  mixte) a lors  il existe un t e l  che- 

min presque continu ayant m6me image dans E que f 
2. L e  th6orhme d' isomorphisme pour l e s  pa i res  presque n-localement 

connexes. 

Pre l iminai res  : pai r  e s  n-localement connexes : th6orhme d' isomor - 

phisme. 

Notations. Soit A un espace topologique; dn notera zn (A) 
'3 

l l espace  des n-cub6s~singul iers  B valeurs  dans A, et 2 (A) l f e space  

des applications continues du bord 3 de dans A. 

D6finition 1. Soit (f, g) : (A, B) a (C, D) un morphisme de 

pa i res  topologiques . Soit x (. A; on dit que (f, g) es t  faiblement ouverte 

en x si pour tout voisinage U de x dans A il existe un voisinage 

V de f (x) dans C te l  que g ( U  fi B) c) V fl D. 

D6finition 2, Soit f : A -> C une application continue. On 

appelle relevhe - de f et on note s1 (f)  (ou simplement q ( f )  ) l 'appli-  

cation (canoniquement definie pa r  f )  : 
1 z1 (A) -5 If (C),  oil z fl  (C)  e s t  l e  sous-espace de 

Z' (C) x A 3 A form6 des t r ip les  ( k , x , y )  te l s  que b ,  = f (x) 
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1 
Pour un morphisme (f, g) de paires topologiques, l e  releve 5 (f ,  g) 

1 
est par definition ( p1 (f), ( g )  ); 

On note S (f)  l e  relev6 de s1 (f) ,  etc. 

Definition, 3. Soit ( f ,  g) : (A, B) .-> (C, D) un morphisme de 

paires topologiques. Soit x & A; si l e  n-&me releve sn (f, g) est fai- 

blement ouvert en yr, on dit que (f, g) est n-localement connexe (n-l. c.) 

Exemples. Soit (f,g) lemorphisme (A,B) -> (0, 0), oh 0 

est un espace ayant un seul point (evidernment, (f, g) est bien determine 

par la  donnee de (A,B) et de 0). Soit x € A; dire que (f,g) est fai- 

blement ouverte en x, c les t  dire que B est dense dans A en x, au- 

trement dit que x E B. 
1 1 

Le relev6 (f, g) est l e  morphisme ( Z (A), $(B)) -> 
1 

3 ( 5 '(A), 2 (B)) canoniquement defini par f; et plus generalement 
n g (f, g) est l e  morphisme ( ;I"(A), z"(B)) -3 ( S(A), kn(~))  

canoniquement defini par f ,  La  n-locale copnexion de (f, g )  en x Bqui - 
vaut donc bien B l a  n-locale connexion de (A, B) en x, au sens oCP"e1le a 

dte definie en ill , p. 344. 

Lemme. Soit (f ,  g) : (A, B) -+ (C, D) un morphisme de paires 
1 I 

1,:: metrisables. Si (f, g) et s (f, g) sont ouvertek en tout point de Ai; 
1 

alors f (f, g) est  ouverte en tout point de x1 ( ~ 5 .  
Ce lemme generalise B l a  fois l e  1 ) et l e  2 ) du lemme 2 de [I] . 

p. 345; s a  demonstration est  t r&s  analogue B celle du,  1 ) de ce lemme. 

Application. Soit comme plus haut le  morphisme (f, g):(A, B)+(O, 0) 

defini par (A, B). $i B es t  dense dans A, et si (A, B) est n-1. c. 

pour tout n r/ 0, cela signifie que y" (f, g) est faiblement ouverte su r  
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A pour tout n g 0. On en deduit, par  une suite d'applications d$k lemme 
n ci-dessus, que (.f, g) estfaiblement ouvertk su r  ~ l ( ~ ) p o u r t o u t  

n 1. P a r  r ecur rence  s u r  l lent ier  n l ,  on en deduit f "(f, g) est  faible- 
n ! ment ouverte su r  (A), pour tout n' 5 0 et pour tout n ,s nl. 

n+ 1 En particulier, pour tout n, f n  (f,  g) et q ( f ,  g) sent 

faiblement ouvertes su r  zn (A). On en deduit facilement (la"d8monstra- 

tion est analogue A celle du lemme 1 de [I) , p. 345) que tout element d . - 1? 
de 2 (A) dont l e  bord es t  un element de Z (B) est  origine d'un 

chemin continu, au cours duquel l e  bord de d res te  f ixe, et qui aboutit 

A un element de rn (B). On a donc l e  resultat suivant (plus fort que ce -  

lui de l a  proposition 1 de ll] , p. 345, en &e que 11hypoth8se 3 de cette 

derni&re es t  superflue): 

Theor&me 1. Soit (A, B) une paire metrisable; si B es t  dense 

dans A, et si (A, B) est  n-1. c. pour tout n ), 0, alors ,  pour tout 

x 6 B, l'application canonique. 

est un isomorphisme pour tout ,. n >/ 0. . b *  

Pai res  presque n-loca ,g ement connexes. Theorhme d'isomorphi- 

sme. 

Definition. Soit (A, B) une paire topologique, et soit x & A. On 

dit que (A, B) est presque localement connexe par  a r c s  (p. 1. c. a. ) en x, 

ou encore - presque 0-localement connexe en x, si pour tout voisinage U 

de x dans A, il existe un voisinage V de x dans A te l  que pour 

tout couple (y, z )  de points de (V f l  B) il existe dans U 0 B un che - ' 

min presque continu d'origine y et dfextr6mit6 z. 

Pour n 7/ 1, on dit que (A, B) est presque n-localement conne- 
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xe (p. n-1. c. ) en x si pour tout voisinage U de x dans A, il exi- - 

ste unvoisinage V de x dans A tel que tout n-lacet'mixte de v/3 B 

soit homotope B 0 (avec .origine fixe) dans U (7 B. 

Remarques. 1) Sauf pour l e  cas n = 0, ' l e  n-locale connexion 

nlentraine pas l a  presque nTlocale connexion. 

2)  Pour n ?/ 1, si (A,B) est p. n-1. c. en x, alors 
X 

est (n-1)-1. c. en x. La rdciproque nlest  pas exacte en toute ge~dra l i t e ;  

mais elle est vraie en particulier lorsque (A, B) est un espace bitopologi- 

que homogene. 

3)  Si un espace bitopologique (El, E )  est presque contractile sur  

un de s e s  pqints x, alors il est p. n-1. c. en x pour tout n ), 0. (C1est 

une consequence de l a  propridte 4' du nC 1 ). 

Lemme. Soit (A, B) une paire mdtrisable. 
-1 

1 ) Soit S (f ,  g) l'application canonique: 

- -1 \-* 
Si B est dense et p. 1. c. a. dans A, alors (f,  g) est faiblerilent 

ouverte. 

2 ) Si (A, B) est p. n-1. c. et p. (n+l)-1. c. , alors ' ( f ,  g) . 

est n-1. c. 
- 4  

Corollaire. 1 ) Sous les  hypotheses du 1 ), Z (B) est dense 

dans l (A); pour tout x h B, Z (B) est dense dans Z (A), 
X - X 

et -6 (B) est  dense dans d (A). 
X X % r 

2 ) Sous les  hypotheses du 2 ), 5 '(B) est n-1. c. dans '(A); 
" 1 - 

pour tout x & 8,  (B) est n-1. c. dans 2 (A), et 3 (B) 
X X X 

est n-1. c. dans .A (A).  
X 
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Principe de la demonstration du lemme. lo) Soit B approcher un 
1 

element d de Z (A) par un chemin presque continu $ d'origine 

x (proche de do au sens faible) et d'extremite y (proche de d. 

au sens faible). On construit une suite finie x = x, x l ,  x2, . . . . . . x  = y, 
P 

telle que deux x i  conskcutifs soient proches l 'un de l laut re ,  et que, pour 

tout i ,  x soit proche de d 
i i,p 

(tout ceci au sens faible). On joint 

x B x par un petit chemin presque continu; sur  ce chemin on choisit en- 
1 

suite x'  arbitrairement voisin de xl; puis on joint x B x' par 
1' 2 1 

un petit chemin presque continu, et ainsi de suite. 

2') La demonstration est analogue B celle du 1"; elle utilise l a  pro - 

pri6te 5' du nC 1. 

Application. Soit (A, B) une paire metrisable; si B est dense 

dans A, et si pour tout n 3/ 0, (A, B) est p. n-1. c. , alors,  d'apres l e  
'V 

corollaire ci-dessus, pour tout x & B, .A (B) est dense et n-1. c. dans 
X 

4 (A) pour tout n 3 0. Donc dtapr&s le  theor&me 1, ( 5 (B);x) x n x 
est canoniquernent isomorphe B Bn( fl (A);x) pour tout n 5 0. ,D'au- 

X 

t r e  part l a  relation (entre couple de points de B) "&tre joints par un che- 

min presque continu" s f  identifie d lapr&s le  lo) du corollaire P l a  relation 
' ' A  etre joints par un chemin faiblement continu". Donc: 

Theorhme 2. Soit (A, B) une paire metrisable. Si B est den- 

se  dans A, et s i ,  pour tout n $ 0 ,  (A, B) est presque n-localement con - 

nexe en tout point de A, alors l'homomorphisme - canonique: 

I" n 
B ,  B; x - 7 f -  (A; x) 

n 

est un isomorphisme pour tout n 0, et pour tout x 6 B. 

Corollaire. Sous l e s  hypotheses du theoreme, l'homomorphisme ca- 
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nonique (B '; x) -3 (A, x) est un isomorphisme pour tout n 3 0.  
n n 

3. Proprietes relatives aux fibrations. 

On s 'int6resse aux types suivants de fibres bitopolbgiques : 

a )  les espaces homogknes biitopo1,cigiques: (B1, B) = (.GI, G)/(H' ,  H), 

oh H1 est un sous- groupe ferm6 de G' (et par conskquent, H un 

sous-groupe ferm6 de G). 

b) les  pajres dlespaces homogknes b2topoldgiques d'un mgme grou- 

pe: H' et Kt ' sont deux sous-groupes ferrnes de G' tels que 

K' C H' C GI, et on considkre la  fibration de (GI, G ) / ( K ' ,  K)  sur  

( G I ,  G ) / ( H I ,  H) 'de fibre (HI, H)/(K1, K). 

Pour les  proprietes dont on aura besoin, l e  cas b) s e  ramkne sans 

difficult6 au cas' a),  . auquel on s e  bornera dans l a  suite: 

Les  fibres qulon considere sont "fortement de Serre"; l e  plus sou- 
t I vent, il s'agit meme de fibr6s fortement localement triviauxt'. (Cette der-  

nikre condition est remplie dans le  cas des espaces de plongements, cf. i l l ,  
p. 294, corollaire 2). \-* 

Si (B' , B) est un espace homogkne bitopologique, fortement locale- 

ment trivial, alors zn (G) est fibre localement trivial sur  zn (B), 

qui s'identifie l 'espace hornogPne 2 (G)/  zn (H). Pa r  contre, si on 

note Z ~ " , ( G )  l 'espace z n ( G )  muni de l a  topologie faible, crest-A-di- 

r e  celle induite par 2 (GI), alors 2'" (B) ne s'identifie pas on g6- 

neral au quotient zrn (G)/  z'" (H); pour qu'il en soit ainsi, il faut et 

il suffit evidemment que l'application canonique z I n  (G) --> I n  (B) 

soit ouverte; on dit alors que la  fibration "relkve les  petits cubes" (cf. [I] , 
I I p. 353) .  Une autre propriet6 qui nous interesse ici est le  relkvement des 

chernins presque continus". Or le  cri thre donne en [I] , p. 355, prop. 2, 
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pour le  relevement des petits cubes, est aussi valable pour le  rel'&vement 

des chemins presque continus (il suffit de compl6ter t r & s  legerement la  d6 - 
monstration). De facon pr6cise, on a le: 

Lemme. Soit (B',  B) = (GI, G) /  (HI, H) un espace hornoghne bitopo- 

logique, metrisable, et tel  que (HI, H) soit presque localement connexe 

par arcs.  Alors: 

1 ) Si cette fibration est fortement de Serre,  elle rel&ve les  chemins 

presque continus. 

2 ) Si elle est fortement localement triviale, elle rel&ve les  petits 

n-cubes pour tout n b 0. 

Corollaire. Sous l e s  hypotheses du 2'), ( 1 I n  (B), rn (B) ) 
/' 

slidentifie (pour tout n 2 0) Q l 'espace homogene 

( z I n  (G), Zn (G) ) /  ( . xln (H), 5 (H) ); en plus, l a  fibration cor re -  

spondante est fortement localement triviale, de fibre presque localement 

connexe par a rcs ,  de sorte qufelle releve les  chemins presque continus. 

De ce lemme et de son corollaire on deduit l e  th6orhme suivapt: 

Theoreme 3. Soit (B1 , B) = (GI, G) /  ( H I ,  H) un espace homog&ne bi- 

t_op_ologi~e, metrisable, fortement localement trivial,  et tel que (HI, H) 

soit p. 1. c. a. en e. 

1') I1 existe une suite eracte d'homomorphismes canoniques: 

2 )  - / b ( ~ ' , B ; e )  existe, e t onaunesu i t eexac t ed ' homomorph i -  

s'mes canoniques : 
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3 ) Si (GI, G) et (HI, H) v6rifient la  condition "etre presque 

n-localement connexe pour tout n 3 0", il en est de m2me de (B', B). 

~ " e e  resultat en permutant l es  r a e s  de (GI, G) et (B ' ,  B). 

Demonstration. 1 ) Considerons la  fibration canonique: 

(4 Z (GI, G) . -3 B B , de-fibre Z (HI, H). e e e 
0 

Elle est surjective d'aprgs l e  1 du lemme; elle est de Ser re  d'apres l e  

corollaire; il suffit d16crire s a  suite exacte classique dfhamotopie. 

2 ) Notons d'abord l e s  deux propri6t6s suivantes du relevement des 

chemins pr esque cont inus dans un espace homoggne bitopologique : 
u * 

(a)  Soit d 622 (B!, B); soient p et p deux relevements 
u 

de & ; leurs  extremites et P ' sont presgue homotopes dans 

(HI, H). (I1 suffit en effet de poser = P*~. P . * 
(b) Soit d 6 4 (B', B); soit un relevement de d ; Bi l 'ex- 

e 

tremit6 Pl de p est presque homotope B e dans (HI, H),  alors 

il existe un relevement p ' de d te l  que p: = e .  (Soit en effet & 
un chemin presque continu dans (H1,H), dforigine e et d1extr4mit6 

pi: on pose Y-'. P = pd" ). 
Ceci dit, consid6rons l a  fibration canonique: - w 

(5) (GI, G) ( I ,  B) , de fibre -a (Hf,H). e e e 
V 

Cette fibration nfes t  pas surjective en general; soit fl son image. Soit 
c.y & 

un n-cube fort dans A (B1, B); d slidentifie & un element d de - - n e ,  
4 ( 2 '"(B), 2 (B) ); d s e  releve en un element /? de e 
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( '"(G), 2 n ( ~ ) ) ,  qui slidentifie P un n-cube fort dans 
, e --8- 

(GI, ) Supposons maintenant que G soit B valeurs dans R ; 
e - 

n alors d (0) (image par d de llorigine de I ) peut s e  relever en un 

element de -Q (GI, G). Donc, d'apres l a  propriete (a) ci-dessus, 
e p (0) aboutit L un element de H qui est presque homotope B e dans 

(Hf,H).  I1 en resulte facilement que aboutit $ un element de Z "(H) - 'n 
qui est presque homotope B e dans ( 2 (H), 2 "(H)). Donc, dfapr&s 

.k 
l a  propriete (b), il existe ud relevement de d qui aboutit B e; 

k C  sfidentifie un n-cube fort dans -/I- (GI, G), qui est un relevement 
e 

de d . Ainsi l a  fibration (5) est de Serre;  si on ecrit  s a  suite exacte 

d'homotopie, on obtient la  suite ( 3 ) ,  rnais seulement jusquf8: 

On la  complete P droite sans difficult,e B l laide du lemme, et des proprid- 

tes  (a) et (b) ci-dessus. 

3 ) Tout element d de ( I 3  ) qui est petit au sengfa i -  
e 

ble s e  releve en un element P de 5 (GI, G )  qui est petit au sens ki 
e - 

ble; 11extr6mit6 de P peut donc s t r e  jointe B e par un petit chemin 

presque continu; 1 argument utilis6 pour demontrer l a  propriet6 (b) ci-  

dessus prouve alors que p peut s e  re leve i  en un petit element de -" .-a (GI, G). L'application (5) est donc ouverte; s a  fibre e (H1,H) 
e 

est presque localement connexe; elle verifie donc le  re1Bvement des petits 

cubes. On est donc ramen6 8 un probleme analogue, ielatif B l a  n-conne- 
. * 

xion locale au lieu de la  presque n-connexion locale; on peut alors appli- 

quer l e  lemme de ll] , p. 357 .  (Comme au 2' ), on montre B part,  sans 

difficulte, l a  presque n-locale connexion pour n = 0 et 1). 
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4. Application aux groupes de diffc5omorphismes et aux espaces de px#@ on- 

gements. 

On s e  place dans une dimension n pour laquelle on suppose r e m -  

plies l e s  conditions suivantes : 

1 ) L e s  groupes de diff6omorphismes des vari6t6s compactes de 

dimension n sont presque localement connexes pa r  a rc s .  

2 ) L e s  fibrations de ces  groupes d6finies par  restr ic t ion aux sous-  

vari6tc5s de c o d i m e ~ s i o n  1 sont ouvertes au sens  c" .  

Ces conditions sont certainement rempl ies  pour n = 3, et il semble a c -  

tuellement raisonable de conjecturer qufel les  sont vra ies  pour n 8. 

Lemme.  Si n e s t  te l  que l e s  conditions f ) et 2 7  ci-dessus 

soient remplies;  a lors ,  pour tout sP X Dq te l  que p + q = n, l e  groupe 

bitopologique (GIp. Gp) des  diff6omorphismes tangents B l ' identite l e  long 

du bord sP J s q - l ,  e s t  presque i-localement connexe pour tout i ) 0. 

D6monstration. Soit E 
P - 1 l ' image canonique de 

G~ 
dans I f e -  

space des plongements de SP-' K Dq dans SP h Dq (Ep- e q  d6fini 

pour 1 L_ p < n). Doit Fp l ' image canonique de 
G~ 

dans l l e space  

des plongements de sP A D ~ - ~  dans sP r Dq (Fp es t  defini pour 

0 5 p < n- 1). On a l e s  fibrations suivantes : 

G -> E 
P P - 1 , d e f i b r e n o t e e  H (1 S p g n) 

P 

G -> F , de f ibre  notee K (0 g p 5 n-1) 
P P P 

H es t  l e  sous-groupe de Gp form6 des diff6ornorphismes de sP x D~ 
P 

qui induisent lf identit6 s u r  SP-' & Dq; en fibrant H s u r  l lespace  de 
P 

s e s  jets l e  long de SP-' & Dq, on voit (compte tenu de la 'propri6t6 des 
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espaces de jets signalee plus haut, n* 1, propri6te 4'), exemple 4 )  que 

Hp a mame comportement que Gc au point de vue de la  presque locale 

connexion; donc Hp est p. i-1. c. pour tout i. De manibre analogue, 

on voit que K a mzme comportement (au point de vue de la presque 
P 

locale connexion) que Gp x G P' 
Soit d'autre part Wp un voisinage tubulaire de sP X D ~ - ~  dans 

S ~ + l  )r Dq-l .  1 
W~ 

est diffeomorphe P sP D ~ - ~  Z D ; identifions 

Fp  P l 'espace des plongements de sP X D q- l  dans Wp qui s e  prolon- 

gent en un diff6omorphisme de Wp induisant l'identit6 sur  l e  bord. Soit 
;t: * 

Ep (resp.  F ) l 'espace de tous l e s  plongements de sP X D q- l  dans 
P 

S P + ~  x ~ q - 1  (resp. W ) qui sont tangents P l'application identique 
P 

le  long de SP-l % D ~ - ' .  Tout 616ment de E: qui est dans la  cornposan - 

te  connexe forte de l'application identique est dans E:; donc l a  composan- 

te connexe forte de l'identit6 dans 
E~ 

coincide avec celle de E* De 
P' 

msme pour F~ 
et F; ; (Fp est mSme exactement l a  composante con- 

k nexe de l'identite dans Fp). Donc, en ce qui concerne la  presque i-loca- 
W \-* 

l e  connexion pour i > 1, Ep et E d'une part, F et F' d'au- 
P P P 

t r e  part, ont meme comportement; en plus F" est faiblement ouvert 
X Li P 

dans Ep, donc Fp* et E ont mgme comportement; donc finalement 
P 

Ep et F ont meme comportement. 
P 

En resum6, on a en appliquant l e  3' du theorbme 3 aux deux fibra- 

tions ci-dessus, l e s  implications suivant es  

G p. i-1. c. pour tout i . =>. F p. i-1. C. pour tout i 
P . P 

E p. i-1. c. pour tout i Gp+l 
P 

p. i-1. c. 

pour tout i. 
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D1oti le  lemme, puisque G c  est presque i-localement connexe pour 

tout i. 

Application au groupe des diffeomorphismes de sn,  muni de la  topolo- 

pie c'. 

Soit (El,  E )  l lespace des plongements de llhemisph&re nord ferm6 de 

sn dans sn qui conservent 1' orientation; (E' ,  E )  est muni de la  topo- 
(Q logie (c' , C  ). Ecrivons la  suite exacte relative B cette espace (cf. 

n" 1, propri6t6 3'; l e  point de base est pris B l'application identique): 

(1) . . . .-> \ i (E1,  E )  -3 T.(E) v.3 
1  pi(^',^) -> (Ef,E)--3 

i- 1 

- 7 .  - sT, (E)  -4 E ,  E - 0. 

On va donner succesivement une interpretation de chacun des termes de 

cette suite. 

1') ~ n t e r ~ r e t a t i o n d e  'Ti (E).  

On fibre E en sssociant B chaque plongement son 1 -jet au p"oe 

nord. Cette fibration est localement triviale (cf. /I] , p. 318). Sa f i -  

bre est l e  sous-espace de E forme des plongements qui sont tap ents c- 
Q llapplication identique au po"le nord; elle est acyclique en toute dimeh- , 
sion (cf. i 11 , p. 336, prop. 8). Sa base slidentifie B l 'espace des n-re- '  

p h e s  d'orientation positive de sn; dlob un isomorphisme canonique: 

(2  E 1 T . ( s o ( n + l ) )  1 pour tout i 3 0. 

2') Interpretation de 1" (El,  E). 
F 

Soit (GI, G)  l e  groupe des diffeomorphismes de sn qui conser- 

vent l'orientation; soit (HI, H)  l e  groupe des diff6omorphisrnes de D~ 
n- 1 

qui sont tangents A l'application identique le long de S . . 



J. Cerf 

On a une fibration homogPne: 

(E', E )  ( G I ,  G)/ (H' ,  H)  

Or fC i(H1, H) = 0 pour tout i >I 0 (puisque (HI, H) est pre - 

sque contractile, cf. no 1, propriete 4C) ). Donc k i ( ~ ' ,  E )  4 /$GI, G )  

pour tout i 0 D'aprBs le  lemme ci-dessus, (GI, G) est presque i-lo- 

calement connexe pour tout i 9 0. Donc finalement: 

( 3 )  /ki(E1, E )  .* TTi(G1) pour tout i 9 0. 

3") Interpretation de ilE1, E). 

On utilise une cascade de fibrations dont le  principe es t  d6 B Smale 

(cf. par exemple Thom l4] ). Smale a applique s a  rnethode au calcul des 

groupes d'homotopie des espaces d'immersions; pour que cette mBthode de - 
/ vienne applicable aux espaces de plongements, il est essentiel dloperer en 

homotopie locale. 

On considPre l a  boule D", canoniquement plongee dans R ~ ,  ob 

les  coordonnees sont (xl,  ~ 2 , .  . . , xn); 2 est un nombre strictement > 0, 
'ichz 

a s s e z p e t i t p o u r q u e l e c u b e  [ - 2 ,  + 2 T n  - soit interieur a D". 

On appelle: p1 la  partie de Dn definie par x l  5 E . 

q1 la  partie de ddfinie par \x l  1 < 2 . 
Par  recurrence,  on definit comme suit et Q j  pour 1 j < n: 

j e est la  partie de Q j-1 definie par xj 2 . j 
0 j est l a  partie de - definie par (x j  I 2 , 

On notera que Q n  est l e  cube I- 2 , + ~ 7  n. 
A 

Soit ( P I j ,  P.) l 'espace de tous l e s  plongements de 
J 

0' dank 
j n- 1 

D~ qui sont tangents & l'application identique le  long de G) n S ; 

une fois l es  angles arrondis, @ est  diffeomorphe & une derni-boule , 

j 
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ferm6e, de so r t e  que, d 'apres  l e  nG 1, propri6t6 4'1, exernple 3 ,  

h i ( p V j ,  pj) = o pour tout i ,  0. 

Soit ( Q  Q )  l ' image canonique de (PIj ,  P . )  dans l lespace  des J 
plongements de Qj dans D ~ ;  on a une fibration canonique (du type b) 

consider6 au debut du no 3 )  : 

( P . )  - (QI Qj) ; on note s a  f ibre  
Fj) J J '  

L a  suite exacte d'homotopie locale donne: 

(4 A 1 F ,  F X Q Q pour tout i 3 0. i+l J J 

Or  F1 slidentifie au groupe H. 

D'autre par t ,  soit Q* l 'espace-de tous l e s  plongements de 
j 

dans D~ qui induisent 11identit6 s u r  
Q j 

6 j  0 sn-'; et soit Q l e  

sous-espace de 
X 

Q j 
form6 des plongements qui induisent l t identit8 s u r  

j+l. En ra i son  du ca rac te re  faiblement local des groupes A i, on a :  
~ 4 - '  i (F1j+l. Fj+1) 2' X i  (Q , Q ) pour tout i 5 0; puisque Qj4 % 

s 'identifie 3 l a  f ibre  de l a  fibration canonique Q -> Pj+l,  on 
Y 

(Q!*' , 93' ) 2 X i  ( Q ~ I  , Q .) pour tout i 0; en&, cornm'e 
J 

Q Y j  
es t  ouvert et fe rm6 dans Qj, il resu l te  de l a  propriete  2 du n o  1 

*' , Q * ~ )  "i A i  qulon a:  A ( Q ~  (Q1 Q. )  pour tout i 3 1 D'oh finalement: 
j' J 

A i ( ~ ; + l > F j + l )  z Pour i 5 1  . 
J 

X,(Q; I ,  4:) pour i = 0 .  

Donc compte tenu de (4) c i -dessus :  

A (Qf j ,  Qj) 2 (Q1j- l ,  Q j - l )  pour i >, 1. 
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On a donc les  isomarphismes suivants: 

0 
Or, du point de vue C -local, (Qfn, Qn) slidentifie B (El, E). 

D'autye part,  on sait  que A i (HI, H) hh 7T i(H) pour tout i >/ 0 (puisque 

les  Ik i(H', H) sont quls); et il resulte de L 13 , p. 341, proposition 11, 

qu'on a pour tout i 2 0: 11 i ( ~ )  $ 77- i ( ~ ,  SO(n+l) ). 
X- 

Enfin, on peut donner comrne suit une interpretation de ( Q ' ~ ,  95). 
X Dn - 1 

Soit (A* , A ) l 'espace de tous l es  plongements de dans D~ 
sn- 2 

qui sont tangents B l'application identique le long de . On a une fibra- 
f '  & 

d e l a f i b r e s o n t  tion canonique: (9 -> (A' ' , A ); les 
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nuls pour tout i 3 0; on a donc: r( .(d;, Q* 1) *A(A* ', A* ) pour 
k '  A 

1 

tout i & 0. Comme (A , A ) es t  presque contractile, s e s  A 
s'identifient s e s  7 f  donc finalement: A, (Q*;, Q4 Z(A; ). 

i' - * Or pour n f 4, 11, (A ) slidentifie canoniquement au groupe f n. 
1 1  (Ceci est  une consequence facile du fait que pour c e s  dimensions,la conjec- 

tu re  de Schgnflies differentiable" es t  vra ie ,  autrement dit, pour tout plon- 

gement differentiable de sn dans Rn", l 'adherence de l a  composante 

connexe bornee de Rn" - f (s") es t  diffbomorphe & D~";  c e  resul ta t  

a 6te dernontre pour n 3 5 par  Srnale; cf. C33 ). 

On a donc, en resume:  

pour i $2 n 

pour 0 4  i c n71 

En reportant dans l a  suite exacte (1) l e s  resu l ta t s  de (2),  ( 3 )  et h), 
on obtient l e :  

Theoreme 4. ( 2 )  Soit , n une dimension ob 1,:s conditions 1 ) et 

2 ) du debut de c e  nG sont remplies;  soit (GI, G)  l e  groupe des diffeomor- -- 

phisrnes de sn qui conservent I '  orientation; soient Q' l e s  espaces 
j 

definis c i-dessus.  On a une suite exacte: 

. . 

( 2 [ ~ o t e  rajoutke s u r  epreuves) .  L e  theoreme 4 peut e t r e  ameliore  
comme suit:  
Sous l e s  hypotheses du theoreme 4, on a des i$ornorphismes canoniques: I 

0 

. /. . . 
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. . . -> 57: (G, SO(n+l)) - - - T ( s o ( n + l ) )  -4 T.(G') (G, So(n+l))+ . . . 1-n 1 1 i-n- 1 

. . . .-> (G, SO(n+l)) --> 7 (SO(n+l)) -> 7 (GI)-> n,-.z 7 (SO(n+l)) -> 
R n n-1 

~ - ~ ( G ~ ) ( Q Q  . . .  4 ~ ( ~ 0 ( n + l ) ) ~ ~ ( ~ ' ) ~ > A ~ ( ~ * '  n-l' Q* n-1 1 

Si en plus (comme cles t  l e  cas  pour n = 3 ) ,  l e  groupe G est dense 

dans l e  groupe .les hom6omorphismes de sn sur  sn conservant l 'orien - 

tation, on peut; dans la  suite exacte c idessus ,  remplacer G' par ce grou - 
pe d'hombomorphismes (cf. 1 2 3 ). 

77- 1 ..(GI, SO(n+l)) R (T. (G, SO(n+l)) pour i 2 n + 1 1-n 

pour i = n 

f '  Q % -  \ h ( ~ n . i . 1 ~  n.i.1 ) pour O S i S n  - 1 

D6rnonstration. On remarque d'abord que, drapr&s l e  l e m q  de 
cinq, pour tout espace bitopolbgiqne (E I ,  E )  tel que p i ( E t  , E )  2 vi(&') 
pour tout i 3/ 0, on a aussi, pour tout i 3 1, un isomorphisme cano- 
nique h i - l (E ' ,  E )  e 7TiTi(~' ,  E) ,  oil  ti(^', E)  designe l e  i-&me grou- 
pe d'homotopie de llapplication d'injection E El. 

On conid6re ensuite l e  diagramme commutatif canonique 

Les fl6ches verticales induisent des isomorphismes su r  l es  groupes d'ho- 
rnotopie: c 'est  classique pour l a  fl&che de gauche, et our l a  flgche de drbi- -- &,E@ 
te, cela r&sulte du th6orGme 2 et du 2 "  cb-&&x~&e-. 3. Donc, d tapr&s 
le  lemme de cinq, on a un isomorphisme canonique T i (E 'J  E )  
T i 1  O n + l ) )  ce qui, compte tenu de (5),  achhve la  d6monstration. 
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V A R I E T E S  F E U I L L E T E E S  
...................................... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ................... 

par Andre Haefliger (Genkve) 

L e  but de cex huit l e ~ o n s  est d'exposer, sans pretendre &re  complet, 

les principaux resultats (avra i  dire fort peu nombreux) de la theorie des va- 

rietks feuilletees cr&e par C. Ehresmann et G. Reeb. Sans viser  i3 la g6- 

neralite la plus grande, nous nous efforcerons de bien degager, par des exem - 
ples et dans les dtSmonstrations, les notions fondamentales, celle d'holono- 

mie par exemple qui est due B C, Ehresmann et qui est B la base de toute la 

Les 3 references de base sont 

G. Reeb, Stir certairies propri6tes topologiques - des varietes feuilletees, 

Act. Sc. et Ind. , Hermann, Par i s ,  1952. 

C. Ehresmann et Shih W. S. , Sur les espaces feuillet'B8:. th&ori?me de stabi- 

lit&, C. R. Acad. Sc. , Par i s  243 (1956), 344-6. - 
A. Haefliger, Structures feuilletees et.. . , Comm. ~ a t h .  Helv. 

32, 1958, 248-329. 

1. ----------------- Definitions et exem_ples. ---- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Disons qu'une application d'un ouvert d'un espace num6rique reel  

dans un autre est  de classe r ,  ob r = o, 1 ,  . , n , .  . . , a ou 16Q , 

si elle est continue lorsque r = o, si elle est r fois continfiment differen- 

tiable lorsque r est un entier > 0 ou a, , si elle est analytique reelle 

lorsque r est  le symbole M) . 
Un horn6omorphisme local de R~ (c. B d. un homeomorphisme d'un 

ouvert de l 'espace nurnerique reel  Rn de dimension n su r  un ouvert de 

Rn) est dit de classe r si i l  est de classe r ainsi que son inverse. 
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Une variete de dimension n de classe r est un espace topologi- 

que V, separd sauf mention explieite du contraire, muni d'un ensemble de 

cartes qui sont des hom~omorphismes dlouverts de Rn su r  ouverts de 

V, les changements de cartes &ant des hom~omorphismes de classe r 

Les notions d'applications de classe r ou d'hom~omorphismes lo- 

caux de classe r s'etendent naturellement au cas des varietes de classe r., 

Une application f d'une espace topologique X dans un espace to- 

pologique Y est  localement un hom6omorphisme si tout point de X poss&de 

un voisinage'outtert applique hom6omorphiquement par f sur  un ouvert de Y. 

1. 1. Definition dlun feuilletage B l 'aide des cartes. ..................... ------------------- ___-_________-_____-- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  

Identifions l 'espace numerique reel  Rn de dimension n au pro- 

duit RP X RneP; ddsignons par x = (x 
1'"" 

x ) les p premieres coor- 
P 

donndes de Rn et par  y = (yl. . . . . yn -p ) les n-p dernihres coordonndes. 

L'exemple le  plus simple d'une structure feuilletee de codimension 

p sur  R~ est  celle dont les feuilles sont les (n-p) - plans paralleles au 

sous -espace lint5aire defini par  x = 0. Un hom~omorphisme local k $ e  clas - 
s e  r de cette structure 7 est un homeomorphisme local de Rn ' qui 

preserve localement les feuilles: au voisinage de tout point (x, y) oh h 

est defini, l'hom6omorphisme h (x, y) = ( X I ,  y ' )  s '  exprime par des equations 

- 
Remarquons que hl est un hom6omorphisrne local de RP de clas- 
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Sur une variete V de dimension n et de classe r ,  une structu- 

r e  feuilletee (ou feuilletage) '5: de classe r et de codimension p, ou 

de dimension p, est  dBfinie par  un ensemble maximal (atlas complet) de 

cartes h qui sont des horn~omorphisme~s de classe r d'ouverts U 
i i 

de Rn s u r  des ouverts de V et qui verifie les deux propri6tes: 

(i) les  buts h.  (U.) des cartes  hi forment un recouvrement 
1 1  

de V, 
- 1 

(ii) les  changements de car tes  h h sont des hom~omorphismes  
j i 

locaux de Rn de classe r qui spnt localement de l a  forme (1). 
\ 

On di ra  aussi  que le  feuilletage est  topologique, differentiable 

ou analytique suivant que r = o, o < r Q ou r = . 
En restreignant la  forme des changements de cartes ,  on peut definir 

encore des s tructures plus precises.  P a r  exemple une structure feuilletee 

s e r a  dite orientbe (ou transversalement orientee ) si les changements de 

cartes sont de. l a  forme (I) ,  avec la  condition supplementaire que 11hom60- 
- 

morphisme local h, de RP conserve ltorientation. Elle  s e r a  dite t ran-  
- 

sversalement analytique si hl est  analytique. ke 

On a egalernent la  notion de feuilletage analytique complexe en rem-  

plasant dans l a  definition prBcedente Rn par  l 'espace numerique complexe 

cn ,  les changernents de cartes  Btant supposes analytiques complexes. 

I1 est  c la i r  aussi  que l 'on pourrait  plus genkralement remplacer  dans 

la  definition precedente R~ = RP X R n-p pa r  l e  produit B X F de deux 

espaces topologiques quelconques, les  changements de cartes  &ant toujours 

de la forme (1). 

Toute s tructure feuilletee de  c lasse  r s u r  V induit d'une manih- 

r e  6vidente une telle s tructure s u r  tout ouvert de V. 
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1.2. &~gpp~i_c_a_t~q;s-_d_is~i$~&_e Soit une structure feuilletee de co- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
dimension p su r  V, dkfinie par  un atlas complet form6 de cartes h 

i 
et soit '7-f la projection naturelle de Rn = R' X R n-p s u r  le  premier 

facteur R'. Les  applications continues f d'ouverts de V dans R' 

qui sont localement de la forme T h i  - 1 sont appelbes les applications 

distinguges de y .  
Les applications distinguees forment un ensemhle d'applications 

fi 
de classe r (et de rang p s i  r > 0) d'ouverts V de V i 

dans RP v6rifiant les deux propriet6s: 

a) les Vi forment un recouvrement de V 
P 

b) une application f d'un ouvert U de V dans R est di- 

stinguke si et seulement si, pour toute autre application distingu6e 

f .  : V. 3 R' et tout point z € U T\ Vi, i l  existe un hom6ornorphisme 
1 1  - .  

local de classe r de R' tel que 

(1') f = h f i  au voisinage de . z. 

Dans le cas d'une structure feuillet6e orient6e, l'hom4omorphisme~ 

local h de (1') est astreint A conserver l'orientation de R'. ' 

k* 

Remarquons que les applications distingu6es caracterisent compl&- 

tement la -- structure 3: et nous les utiliserons constamment dans la suite. 

Soit f une application d'une vari6t6 V de classe r dans une 

variet6 V' de classe r qui est localement un hom6omorphisme de clas - 
s e  r. Soit ' un feuilletage de classe r su r  V'. Les  applications 

d'ouverts de V dans R' obtenues en composant f avec les applica - 
tions distingu6es de y' sont des applications distinguees d'un feuilletage 

<ow2 I 
su r  V appel6 l 'image r6ciproque par f de ,U . - - 

Remarque. La  consid6ration des applications distingubes conduit B la gCnb - -- 
I 
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ralisation naturelle suivante. 

Soit B un espace topologique auxiliaire muni d'un pseudogroupe 

de transformations. Une 1- -structure feuilletde su r  un espace topo- 

logique X es t  definie par une famille d'applications continues d'ouverts 

V de V dans B verifiant les deux conditions precedentes, l'homeo- i 
morphisme local h dans (1') devant e t re  un blement de r . 

Lfavantage de cette dt5finition est de meftrel'accent s u r  la structure 
-l 

transverse aux feuilles (celle de B muni de 1 ) qui est,  comme le 

montre l'experience, souvent plus importante que celle des feuilles. 

Les  feuilles. Soit T, la topologie de Rn = RP X R 1-30  -----------  -----------  n-P qui est 

le produit de la topologie discrete de RP par la topologie naturelle de 

R~- ' .  Les  composantes connex;s de R~ suivant To sont precisement 

les feuilles de , cfes t  B dire lesmplans x = constante, munis de leur 
w 

topologie naturelle. Les automorphismes locaux h de $, sont aussi 

des hom~omorphismes pour la topologie To d'apres (1). I1 existe donc 

une topologie T unique su r  V telle que chaque ca>te hi soit un ho- 

meomorphisme de Ui s u r  h. (U.) pour les topologies induites per To 
1 1  

et T respectivement. 

P a r  definition les feuilles de la structure sont les composantes 

connexes de V relativement B cette topologie T (appelee la topologie 

des feuilles). Les  feuilles de sont done des sous-vari6t8s de V de 

' y e s t d e c l a s s e  r. dimension n-p qui sont .de classe r s i  

La  topologie T des feuilles peut 6tre aussi dbfinie par  les applica- 

tions distinguees: une base de T est formbe par les images reciproques 

des points de RP par les diverses applications distinguees. 

L'espace quotient de V par la relation d'Bquivalence f) dont les 
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/V 
classes sont l e  feuilles de est appell6 l 'espace des feuilles de 3 . 
Remarquons que f est  une relation d16quivalence ouverte (les feuilles 

rencontrant un ouvert de V forment un ouvert de V); en effet, elle est 

engendree par  les  relations d16quivalence locales ouvertes Pi dont les  

classes sont les  feuilles des s tructures feuilletees induites pa r  s u r  les 

buts des cartes  h.. II en resulte que l 'adherence d'un sous-ensemble de 
1 

V qui est reunion de feuilles est elle-mdme rkunion de feuilles de 7 . 
Nous utiliserons souvent la  notion de - sous -variete t ransverse  B un 

feuilletage. Soit ' un feuilletage de classe r et de codimension p 

s u r  V. Une sous-variete W de classe r de V (ouunevar ie t6  W 

munie d'une application j de classe r dans V) est  dite t ransverse A 

7; s i  la restriction B W (ou la composition avec f )  de toute application 
P distinguee de 7 est  localement un J~omkorphisme de classe r dans R . 

Ainsi pour r 7 0, en tout point z de V, l 'espace tangent B W en 

z est complementaire B l 'espace tangent B la feuille passant pa r  z. 

Une feuille F est dite propre si la topologie induite s u r  F par  - 
la topologie de  V est  la mGme que la topologie induite s u r  F par;la to- 

pologie des feuilles T. 

D'aprhs ce qui precStde, une feuille est propre si et seulement s'il 

existe une petite sous -vari6t6 t ransverse  au feuilletage coupant F en un 

seul point. 

Une feuille F es t  ferm6e si c res t  un sous-espace ferme de V 

(muni de s a  topologie usuelle). Une feuille propre est ferm6e si et seulement 

si tout compact situe dans une sous-vari6t6 t ransverse  coupe F en un nom- 

b r e  fini de points, et  r6ciproquernent. 

Proposition. Toute feuille ferm6e d'un feuilletage dkfini s u r  une variete 
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V B base d6nombrable est aussi propre ([[7]). 

Un exemple montre que su r  une variet6 B base non dbnombrable, une 

feuille peut remplir toute la variete. 

L e  lemme suivant est es  sentiellement demontr6 dans Chevalley [I] 

(voir aussi [7] , p. 4). 

Lemme Si V est base denombrable, toute feuille d'un feuilletage s u r  + - -- 
est egalement B base d6nombrable. - 

La proposition s e  demontre alors en remarquant que si la feuille fer -  

m6e F n'btait pas propre, elle couperait une sous-vari6te transverse sui- 

vant un ensemble ferm6 parfait. Or un ensemble parfait n 'est  pas dBnombra- 

ble, ce qui contredit le fait que F est B base d6nombrable. 
F 

Pour plus de propri6tes relevant de la topologie generale des feuil- 

letages, voir Reeb [ll] Chapitre A et [12] : 

1: 4: Or~entation-d_'_u_n-fe_u_i_11~t_age2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Soit un feuilletage de codimension 

p defini s u r  V. Les applications distinguees de definies au voisina- 

ge d'un point z de V , s e  repartissent en deux classes, ainsi definies: 

deux applications distingudes f et g sont dans l a  m6me classe s%,l'ho- 
P m6omorphisme local h de R tel  que g = hf au voisinage de z, 

est  de degre 1 en f (z). Chacun de ces classes est  appel6e un germe d'o- 

rientation de au point z. 

Munissons 1 'ensemble v * des germes dlorientation de d'une topologie 

en decidant qu'un sous -ensemble U " de V * est un 61Cment d'une base 

o de cette topologie si U* est l 'ensemble des germes d'orientation d6finis par 

une application distingu6e aux diff6rents point de s a  source. La  projection 

de V ' su r  V associant B chaque germe d'orientation au point z, le  

point z lui-merne, fait de V* un revatement & deux feuillets de V. 
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Plus precisement, on a la 
rv 

Proposition. L'espace V * des germes d'orientation d'un feuilletage 2 

s u r  V est un revGtement & deux feuillets de V. L e  feuilletage r* s u r  - 1 

V * , image reciproque de ? par  la  projection de ce red tement ,  est 

oriente. L e  feuilletage 3: est orientable si et seulement si ce revstement 

est trivial. 

Ainsi tout feuilletage d'une vari6t6 simplement connexe est  orienta- 

ble. 

1. 5. Feuilletages -------- ------ simples. ---- Un feuilletage de classe r sur  une .................... 
variete V est  dit simple s'il existe une application f de V su r  une va- 

ri6t6 W (sbparee ou non) de classe r et de dimension p vkrifiant 

la condition suivante: pour tout homkomorphisme g de classe r d'un 
- 1 ouvert de RP s u r  un ouvert de W, l'application g f est  une applica- 

tion distingube de . Les feuilles de sont alors les composantes con- 

nexes des images reciproques par f des points de W. L'espace des feuil- 
x* les de (cf. 1.2)  est une vari6t6, en general non separee, de classe r ,  

muni d'une projection su r  W qui est localement un hom~omorphisme 

de classe r. Rbciproquement, si l 'espace des feuilles est une variete de 

dimension p et de classe r ,  alors l e  feuilletage est simple. On pourra 

prendre pour f l'application naturelle de V sur  l 'espace des feuilles 
v 

de . Un feuilletage est simple si et seulernent si, pour tout point z 

de V, i l  existe une application distinguke f definie dans un voisinage U I$ 

de z et qui applique l 'intersection non vide de toute feuille ave-c U s u r  

un seul point de RP. 

P a r  exemple, en vertu du thkor&me des fonctions implicites, une ap- 
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plication f de classe r (r > 0 )  et de rang p de V s u r  une vari6t6 

de classe r et de dimension p definit su r  V un feuilletage simple. 

Toute structure feuilletee de classe 0 et de codimension 1 du 
2 

plan R est simple (cf. [ 8 7 ). 

Sur R ~ ,  tout feuilletage de classe 0 et de codimension 1 dont 

toutes les feuilles sont fermCes est aussi simple (cf. 3.  4 et 1 7 1  ). 

Une fibration de classe r sur  une varikte V est aussi un exemple 

d'un feuilletage simple; les  feuilles sont les composantes connexes des f i  - 
bres. La structure illduite s u r  tout ouvert d'un feuilletage simple est  s im-  

ple. 
I' 

1.6 .  _C_h_a-mp-lpe_p_lagg-c_o_mp_1$t_e_m_e_n_t-i_n_t~grg~1_g Soit V une vari6t6 de clas- .................................... 
se,,.r + 1 >, 2 et de dimension n. Soit un champ de q-plans de 

classe r s u r  V . Autrement dit, en chaque point x de V on s e  don- 

ne un sous-espace lineaire n ( x )  de dimension q de l 'espace des vec- . 

teurs tangents B V en x, ce sous-espace &ant une fonction de classe r 

de x. Le champ est  dit completement integrable si, pour tout x de 

V, i l  existe une sous-vari6t6 W de classe r de V de dimenaon q, 

telle qu'en tout point y de W, l 'espace tangent A W en y soit n(y). 
Si l e  champ est donne localement par q champs de vecteurs 

lingairement independants X . . . , X (c. B d. qu'en chaque point x oh 
q 

ils sont definis, les q champs X: engendrent J/- (x) ), la condition de 

complete integrabilite est equivalent: au fait que le  crochet [xi, x.) de 
J - 

deux champs quelconques est une combinaison lineaire des X (cf. [ I ]  ), k 
Dualement, si est donne localement par l'annulation de n-q formes 

LU1,. . . ,  *n-q de degre 1, l& champ T I  est  completement integrable s i  

et seulement si la  differentielle exterieure d w i  appartient B l'anneau en- 

gendre par les formes 
'**'*j. 
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Si est une structure feuilletee s u r  V de classe r + 1 > 1 

et de dimension q, les plans tangents aux feuilles de forment un champ 

completement int6grable de q-plans de classe r. 

.Reciproquement, un champ de classe r de q-plans completement 

integrable s u r  V d6finit une structure feuillet6e de classe r dont 

les feuilles sont les varietes intbgrales maximales de ce champ. Une appli- 

cation distinguee de Y est donnee par  n-q integrales premieres indepen- 

dantes locales. 

Signalons B ce propos deux problemes fondamentaux, mais su r  lesquels 

rien n'est connu. 

Probleme d'existence. Soit V une vari6t6 munie d'un champ continu 

de q-plans de classe r. A quelles conditions existe-t-il s u r  V un champ 

de q-plans completement integrable de classe r et homotope B ? 

Probleme d'approximation. Soit V une variete de classe oo munie d'un 

champ de q-plans completement int6grable de classe r. A quelles con- 

ditions exist-t-il su r  V un champ complktement int6grable de q-plans de 

classe r ' > r et approchant fi ? 
kw 

Classes modulo un sous-_groupe. Soit G un groupe de Lie et H 1.7. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  -- - -  .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
un sous -groupe analytique connexe de G. Les  classes B gauche de G mo- 

dulo H sont les feuilles d'une structure feuillet6e analytique s u r  G (cf. 117 ). 

Toutes les feuilles sont isomorphes entre elles, ca r  elles s e  deduisent les unes 

des autres par translation B gauche. Elles sont propres (cf. 1.2) si et seule- 

ment si H est un sous -groupe fermk. L'exemple le  plus simple d'un sous - 
groupe non ferm6 s'obtient en prenant pour G le tore B 2 dimensions (quo- 

2 
tient du plan R par l e  sous-groupe des points B coordonn6es entieres) et 

pour H le sous-groupe B 1 parametre determine par une droite passant 
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par (0,O) et de pente irrationnelle. 

1.8. ~jb~~-~&~_o,up_e-~t_r_u_c_t,u,r_a_1-d,i_s~_r_e_t. Soient X et B des variktks de .............................. 
classe r, X &ant connaxe et B de dimension p. La  vari6t6 X s'i- 

*L 

dentifie au quotient de son revstement universe1 X par un groupe d'ho- 

m6omorp~isrnes de B. de classe r ,  qui es t  d'ailleurs isomorphe au pre-  

mier groupe dlhornotpopie de B. Soit une representation de dans 

un groupe d'hom6omorphismes de classe r de B. Soit V le quotient 
N 

du produit X 8 B par la relation d'equivalence qui identifie les couples 

(x',' y') et (x, y) s'il existe un element g de te l  que x '  = g (x) et 
rV 

y' = $ (g)y. Lavari6t6 X X B, munie de la  projection naturelle s u r  V, est  

/u' A, 

L a  projection de X x B su r  X donne par passage au quotient une 

projection '& de V su r  X-, muni de cette projection, V est  un espace 

fibre de base X, f ibre B et groupe structural  discret (cf. 14) ou mu- 

ni d'une connexion integrable (cf. [4 ] ). Inversement, toute structure fibr6e 

de c lasse  r B groupo structural discret peut s'obtenir de cette manikre . 
D'autre part, V est muni d i m e  structure feuilletee de c l awe  r 

et de codimension p dont les feuilles sont t ransverses aux fibres. En effet, 
v 

la projection de X X B s u r  B d6finit une structure feuillett'e simple de 
/V 

classe r s u r  2 x B. Le  groupe agissant s u r  X B par les 

transformations de la forme (x, y) -> (g(x), ( g ) ~ ) ,  oh g 6 , est 

un groupe d'automorphismes de ce feuilletage. P a r  passage au quotient, on 

obtient s u r  V une structure feuillett'e dont les feuilles sont les ima- 

ges F (y), par  la projection naturelle de X" r B s u r  V, des sous -va- 
Y 

ri6tes X x y, o y 6 B. L a  varietk V, munie de la  topologie des feuil- 

les et de la projection W sv r  X, est un revgtement de X; en particu- 
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lier chaque feuille est un revetement de X. 

Voici un exemple sp6cifique d'un feuilletage de codimension 1 obte- 

nu de cette maniere su r  un vari6t4 de dimension 3. Soit X la bouteille 
2 

de Klein, quotient du plan R par l'action du groupe 77' engendr6 par les 

deux transformat ions 

- 1 Ces deux g6n6rateux-s sont lies par la seule relation - 
glg2 g1g2 - 

= Identit6. Soit $ la representation de dans le groupe des horn60 - 
I 

morphismes du cercle S' qui applique 
81 

sur  une rotation non p6riodi- 

que et g s u r  une sym6trie axiale (renversant l'orientation). La  construc 
2 - 

tion pr6cedente donne un feuilletage s u r  une vari6t6 V de dimension 3 

orientable; les feuilles sont soit des rubans simples, soit des rubans de ~ i j -  

bius. Chaque feuille est partout dense. 
N 

D'une maniere gbngrale, 116tude des feuilletages obtenus de la 
'% 

manihre pr6c6dente s e  ramkne essentiellement A celle des repr6sent&ions 

du groupe fondamental 7 de X dans le groupe des hom6omorphi- 

smes de classe r de B. 

Ainsi la  feuille F (y) correspond l'orbite du point y de B 

selon le groupe @ ( Ti); la feuille F (y) est partout dense dans V 

si et seulement si l 'orbite de y est partout dense dans B; la feuille 

F (y) est propre (cf, 1. 3) si la topologie de B induit s u r  l 'orbite de y 
t%, 

la topologie discrete. L'espace des feuilles de , $  est le quotient de B 

par l'action de @ ( fl ). Lorsque B est compact, les  propri6tes de sta - 
nl - 

bilit6 de et de s e  correspondent, etc. - 
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Signalons que G. Reeb a fait une etude detaillee du cas oh X est l e  to- 

r e ,  B l e  segment [0, 11 et oh r 3 2 (cf. [13] ). 

1. 9. F&llfiagg-d_e_ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  -5S-dI _c,o_djZn_e_n_s_i_qn_ i .  Voici 1 exemple l e  Plus simple et 
2 

l e  plus classique qui est dh B Reeb. Soit D le  disque form6 des vecteurs x 
2 

du plan dont l a  norme I X I  est  4 1. Dans l e  cylindre D X R, considerons l e  
1 

feuilletage dont une feuille est l e  bord S X R _du cylindre et dont l e s  autres 

feuilles sont l e s  surfaces definies par  (x, 
\ x ! ~  

2 + a) ,  oh a es t  un parametre 
1 -14 

ree l  et ou jx f q  1. 
2 

Un tore  plein T es t  l e  quotient du produit D x R par l a  relation 

df6quivalence qui identifie (x, t )  et (x, t+n), oh n est un entier quelconque; 

il y a correspondence biunivoque entre feuilletage de T et feuilletage de 

D~ x R invariant par l a  translation (x, t )  ---3 (x, t+ l ) .  Le  feuilletage pr6c6- 

dent definit donc dans l e  tore  plein T un feuilletage dont l e  bord est  une feuil- 

le. 

En prenant deux tores pleins feuillet6s comme plus haut et en l e s  r e -  

collant l e  long de leur  bord par  un hom6omorphisme qui applique l e s  meridiens 
3 

de l 'un su r  l e s  paralleles de l 'autre,  on obtient un feuilletage de S . Toutes 
\ 

l e s  feuilles sont propres et une seule feuille est compacte, B savoir l e  bard 

commun des deux tores.  
2 , 2  

En re rnp la~an t  l a  fonction I x / ( I -  ,x 1 ) par une fonction convenable 

on peut obtenir un feuilletage de classe +J ; nous verrons plus loin qulil n 'e- 
3 

xiste pas de feuilletage su r  S qui soit analytique. 

En choisissant d'autres feuilletages du tore  plein, l e  bord &ant tou- 

jours une feuille, on peut var ier  A l'infini l'exernple de Reeb. On peut obtenir 

autant de feuilles compactes que l ton  veut (ce sont toujours des tores  d'apres 

un theoreme general dtEhresmann (cf. 15 )); dans l e s  exemples connus, l e s  

feuilles non compactes sont hom6omorphes Q des plans prives 
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d'un certain nombre de points; on peut aussi  obtenir des feuilles denses dans 

un ouvert. 

Kneser a conjecture que tout feuilletage de s3 de codimension 1 

admet une feuille compacte. Pa rmi  les  problhmes ouverts, signalons les 
3 

suivants : quels sont les  noeuds dans S dont le bord d'un voisinage tubulai - 
r e  peut & r e  une feuille d'un feuilletage? On peut voir que c 'est possible pour 

les  noeuds du tore. Existe-t-il  un feuilletage de s3 avec  des feuilles non 

compactes qui ne sont pas homeomorphes 8 un plan troue? 

On peut s e  demander aussi  quelles sont les variet6s compactes de di- 

mension 3 qui peuvent &re  feuilletees par  des surfaces. I1 est  toujours 

possible de construire un feuilletage de codimension 1 s u r  une varic5te de 

dimension 3 qui est un espace fibre pa r  des cercles au sens de Seifert 
1 I 
1 

(avec des f ibres singuli5res). 1 
3 

Remarquons encore, qu'8 part  le cas de S , on ne  connait: aucun 

feuilletage de sphhres, en dehork des cas oh l 'on connait l 'existence de fibra- 

tions. 

1. 10. Tourbillons ......................... dans un f e u i l l e t w -  (cf. Reeb, [ll] p. 114-5):' 6oi t  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Dr le  disque forme des vecteurs z de R~ de norme 1 z (  1. Dans 

1 
le  produit S x D p - l X  Dn-P form6 des triples ( O ,  x, y), nous allons 

perturber le feuilletage de coclimension p dont les feuilles sont les  (n-p)- 

disques (fb).x(x) x D ~ - ~  en l e  laissant fixe s u r  le  bord. 
1 

En plongeant le  tube S x DP-' x Dn-' dans une variktk feuille- 
1 t6e donnee de so r te  que S X D ~ - ~  x ty} soit t ransverse  sux feuilles et 

( , x, D"") soit contenu dans les  feuilles pour tout (3 , x, y, on pourra 

perturber  le  feuilletage B 11int6rieur du tube sans le  changer 8 11ext6rieur, 

Soit d (u, v) une fonction de classe cx, des deux variables u 

et v, definie s u r  l e  ca r re  0 $ / u  1 5 1 et 0 5 I v 1 < 1, paire 
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en u et v, 6gale B 0 au voisinage du bord et infinie aux points 

u = 0 et ) v l  = 112. 

Dans le  produit R % D x IlneP, form6 des triples (t, x, y), 

consid6rons le feuilletage de classe ao dont les feuilles sont les sous-va- 

riet6s d6finies par 

X = Xo oh x, et t, sont des constantes 
t = d ( l x l . ) y l ) + t ,  

e t p a r  x = 0, I y / =  112. ' 

Ce feuilletage &ant invariant par la translation (t, .x ,  y) w 

(t+l,  x, y), on en d6duit par passage au quotient un feuilletage s u r  

SIX D P-1 Dn-P 

Les  feuilles passant par des points ou x f 0 sont des (n-p) -di- 

sques. Celles qui passent par des points oh x = 0' et 1 y ( # 112 sent 
+ 

hom6omorphes ii R >( S n-p-1 ' 

ou A R n-p suivant que 1 y 1 112 ou 
a 1 y )  ( 1/2. I1 existe une feuille hom6omorphe B S 8 S n-p-1 , celle qui 

+ 
est d6finie par  x = 0 et I y 1 = 112. R designe la demi-droite 

[o '  m i .  N* 

La notion d'holonomie 2. - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - .................... 

2. 1. Introdution. ----------- Soit un feuilletage de classe r et de ~ ~ d i m e n s i o n  -----...----- w 
p su r  une vari6t6 V. Soit F une feuille de & et soit j'fl (F, z) le  

groupe des classes dlhomotopie des lacets de F au point z de F". L'ho- .- 
lonomie de F est une repyresentation 

\ r  

: <%(F, z) --+G, ob G - 
est le groupe des germes d'hom6omorphismes locaux de classe r de R', 

B l'origine 0, qui laissent fixe 0 (cf. 2.2)a Cette representation est  dC- 

finie B un automorphisme intkrieur prgs de G. L 'image de $ est  le  grou- 
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pe d'holonomie de F (defini B un conjugu6 pr&s). 

Cette notion fondamentale a 6t6 introduite par C. Ehresmann (elle 

6tait d6jB sous-jacente dans la th&se de Reeb); elle donne B peu pres tous 

les renseignements connus s u r  le  voisinage d'une feuille. P a r  exemple le  

th$or&me de stabilit6 affirme que si le groupe d'holonomiqd'une feuille com - 
pacte F est fini, alors i l  existe un voisinage de F qui est reunion de 

feuilles compactes. Dans le  cas diff6rentiable ou analytique, nous avons mon - 
t r6  ( [9] ) que l'holonomie d'une feuille propre caracterise completement son 

voisinage feuillet6 (c i .  2. 7).  

La  notion d'holonomie est  bien connue dans le  cas d'un syst5me dyna- 

mique donn6 su r  une vari6t6 par un syst&me dt6quations differentielles ordi- 

naires. Soit F une trajectoire fermee (un cercle) et soit B une peti- 
P 

t e  boule, centre en z E F, transverse aux trajectoires. La  trajectoire par - 
tant d'un point y de B va recouper B en un point Y(y), si y 

P P 
est assez proche de z; l'application y - Y(y)  est un homeiomorphisme 

d'un voisinage de z dans B s u r  un voisinage de z (cet homeomorphi- 
P 

sme  est de classe r s i  le  systgme donn6 est de classe r). L'holon mie de x* 
F est dans ce cas la representation qui fait correspondre au gknerateu? de 

XI (F, z) = Z le  germe de 
cf en 

z. Les  deux r6sultats cites ci-des- 

sus sont evidents dans ce cas particulier. 

2.  2. _R__ppPe_l-~~gJ_e_s-g~gp-~~~!gpp~i_c_a_t~o_n_s_. Soient X et Y des espaces .................................. 
topologiques. Deux applications continues f et f '  de voisinages de 

x 6 X dans Y ont le me"me germe en x si leur restriction B un voisi- 

nage convenable de x coincident. Ainsi le  g e r m e  de f en x est l 'en- 

semble de toutes les applications f '  de voisinages de x dans Y qui 

sont 6gales f dans un voisinage de x (ce voisinage dkpendant de f I ) .  

L e  point x est  appel6 la source du gerrne de f en x, et le point -- 
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y = f (x) son but. - 
Si g est une application continue d'un voisinage de f (x) dans un 

espace topologique Z, le  germe de gf au point x ne dbpend que des 

germes de f en x et de g en y et est appel6 le  compos6 de ces ger - 
mes. Ainsi les germes d'hom6omorphismes locaux de classe r de R' 

B l'origine 0 et qui laissent fixe 0, forment un groupe. 
w 

2. 3. L'espace ---- ------- des germes  ---------- distin_gu6s --------------- d'un feuilletage, Soit une ............................................ 
structure feuilletbe de classe r s u r  une variet6 V. ConsidE!rons *Itensem - 

c/ 

ble V de tous les germes d'applications distinguees de aux differents 
W 

points de V (nous dirons l 'ensemble des germes distingugs de 3L. ); cet 
N 

ensemble V est muni d'yne projection s u r  V, celle qui fait correspon- 

d re  B chaque germe distingu6 au point x le point x lui-mGme. A toute 

application distinguee f de , d6finie s u r  un ouvert U de V, cor- 
'V N 

respond un rel5vement U de U dans V form6 de tous les germes de 
N /v 

f aux points de U ; les  sous-ensembles U de V obtenus de cette ma- 
4 

nihre forment la base d'une topologie sur  V . La projectionH est  localement 

un hom6omorphisme. x% 

Comme la topologie T des feuilles de s u r  V est  plus fine 
d ry 

que la  topologie de V, il existe une topologie T su r  V unique (encore 
4 

appel6e topologie des feuilles s u r  V) telle que & soit encore un homeo- 
P Fw 

morphisme local lorsque V et V sont munis des t~polog ies  T et T. 
A/ 

En general, V muni de 0( n'est pas un revGtement de V. Cepen- 

dant, nous allons verifier l e  fait remarquable suivarit. 
e 

Proposition: L'espace V des germes distingubs, muni de la  projection 
A N 

source , est un revetement de V, lorsque V - et V sont munis de 
f+ 

' l a  topologie des feuilles T - et T. 
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D6monstration. - Soit z  E V et soit f une application distingu6e d6finie 
- 1 

dans un voisinage ouvert U de z. L e  sous-ensemble U, = f (x) de 

U, oh x = f (z) ,  est un ouvert pour la  topologie T. Tout 616ment de 

a (Uc) est  ie  germe en un point z '  c U, d'une application distinguee 

de la forme h. f ,  oh h est un hom6omorphisme local de R' de classe 

r ,  d6fini au voisinage de x . Les  germes de h, f aux points de U, 
A/ 

forment un rel&vement U de U, dans V et cres t  un ouvert pour la h .# 

N 

topologie T. La  projection OC applique hom6omorphiquement Uh s u r  

U,. D'autre part, s i  h' est aussi un hom6omorphisme local de . R' de 

classe r ,  defini au voisinage de x, alors uh et Uht nf  ont de points 

communs que si h et h'  ont le  m h e  germe en x, auquel cas ils coin- 
- 1 .d 

cident. Ainsi o( (U, ) est reunion disjoint e a'ouverts de T appliqu6s 

hom6omorphiquement par 4 s u r  U,, ce qu'il fallait d6mntr .er .  

2. 4. L'holonomie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  d'une feuille. Soit G le groupe des germes d'hom6o- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
morphismes locaux de R' de source et but l'origine (cf. 2.2).  Etant don- 

ne une feuille F d'une structure feuilletee 5: su r  V, nous allons - - 
construire une repr6sentation - 9 d e  I ( F  , d F ,  danar* GJ 

d6finie B un automorphisme int6rieur pr&s de G, et appel6 l'holonomie 

de I?. I1 serai t  plus correct de definir 1"holonomie de F comme un 616ment - 
1 de H (I?; G), le  premier groupe de cohomologie de F B coefficient G 

f [ 9 ]  1. 
'V 

s e r a  determine sans ambiguitg par la  donnee du germe z  en 

z  dtune application distinguee f telle que f (z) = 0. Soit c : L O ,  l]--t~ 

un lacet de F en z dont la classe d'homotopie est  un element 
P f de ( F ,  z); le  chemin c s e  relBve suivant un chemin unique c, dans le 

d r.. w 
revztement V de V, d'origine z .  Lfextr6rnit6 de c est le germe 
0 

z '  en z d'une application distingu6e f '  telle que f '  ( z )  = 0. I1 existe 
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/J r, 

ainsi un QlGment unique g de G tel que z'  = g z (composb des germes, 

cf. 2.2); g ne depend que de f . L a  correspondance associant B d' 
l'element g est un hombmorphisme de 5 (F,  2) dans G (avec 

la convention contraire B l 'usage que si k 1 et f 2  
E jil (F, z), alors 

d 2  d l  
est la classe d'homotopie d'un lacet obtenu en parcourant d'abord 

un lacet c qui reprksente 
1 Y l  et ensuite un lacet c qui represen- 2 

Si l'on etait parti d'un germe distinguk 7 en z, la  representation 

construite B par t i r  de s e  deduirait de celle construite A part ir  de 
n/ 
z en la composant avec l'automorphisme interieur d6terminb par g, 00 

rn r 
g est 11616ment de G defini par  z '  = gz. 

Le groupe d'holonomie de F est l e  sous-groupe de G, defini B 

un conjugue pri?s, image de F ,  z) par f . 
Remarque. La notion d'holonomie peut s ' ktendre sans aucun change - 

ment au cas de r -structures feuilletees (voir remarque de 1.2) qui v6- 

rifient la condition de non d6g6nerescence suivante: Qtant donn6s une appli- 

cation destinguee f ,  un point z de s a  source et deux elements h ; et 

h' de r dbfinis au point f (2). si hf et h'f ont le m$me germe en 

z ,  alors h et h' ont le mgme germe en f (2). 

Exemples. Dans les exemples 1. 5 et 1. 7, le  groupe d'holonomie est tou- 

jours l'identite. Dans l'exemple 1. 8, le  groupe d'holonomie d'une feuille 

F (y) est isomorphe au groupe des germes en y des elements de @ ( n )  
qui laissent fixe y. Le  groupe fondamental de F (y) est isomorphe au saus- 

d 

groupe de form6 des Blbments g tels que 
Y @P)Y = Y. 

L'holonomie de F (y) est  kquivalente B la reprksenta t i~n qui associe B tout 

6lement g de le germe de ($ (g) en y. Dans 1' exemple spbci - - 
fique de 1. 8, le  groupe d'holonomie d'une feuille est l'identite ou d'ordre 2 
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selon que cette feuille est  un ruban simple ou un ruban de ~ g b i u s .  

D'une mani5re generale, s i l e  g r o u p  d'holonomie d'une feuille F 

d'un feuilletage de co,dimension 1 est  fini, il est soit ltidentit6, soit d 'ordre 

2 suivant que F est  bilat5re ou non. 
3 

Pour  l e  feuilletage classique de S , ltholonomie de la feuille com- 

pacte homeomorphe A un to re  fait correspondre au g4n6rateur represent4 par  

un m6ridien (resp.  un parallGle) l e  germe. B l 'origine d'un hom6omorphisme 

de R qui est ltidentit6 s u r  la  demi-droite n6gative (resp. positive) et qui 

n'est pas l'identite su r  l 'autre demi-droite. Ceci montre que le  feuilletage 

n'est pas analytique. 

2. 5. _Ir~t_er_p-r_~t_a_t~o_n_ g_69-m$t_r_iiq_u_e- dg -11 bo 1_o_n_o_mj g L es  cons id4 ra t  ions qui ....................................... 
suivent doivent ec la i rc i r  la  signification geom6trique de l'holonomie dtune 

feuille. 

Soit C un chemin dans une feuille - F et soient To - et TI - des 

sous-vari6tes t ransverses  B 7 contenant z a  = C (0) - et z = C (1). 
1 

Pour tout voisinage U .- de C dans V, il existe un homcSomorphisme 

c$C de classe r dtun voisinage de z. dans T, s u r  un voisiwge de 
1 

z dans TI verifiant les  proprietes: 1 - 
(i) .-= C j c  est d6fini en z t To , alors  SPC (z) appartient - 

B l ' intersection de TI  et de la  feuille passant par z du feuilletage induit 
/L* 

.& 

par P s u r  - U. 
.,, 

(ii) L e  germe de @ en z, ne depend ni de U n m  

C dans s a  classe d'homotopie. 

(iii) Suppose z, = z 5 T, = TI;  soit 
1 

la  classe d'homo- 

A topie de lacet C -- dans F; &t T la  restriction To d'une application - 
- Y 

- 
distinguee f telle que f (z,)  = 0. Alors l e  germe de f (SCT-' 
en 0 es t  l ' image de - Y par l a  representation d'holonomie 

I 
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: hl (F,  z,) -> G (cf. 2- 4). -.- 
Pour  construire &, consid6rons une suite d'applications distin- 

gu6es f . ,  i = 0 ,  I ,  . . . , r, definies s u r  des ouverts V et une suite 
1 i 

croissante t de points s u r  0 1 , t o  = 0 et t = 1, telles que 
i r 

rV 
C ([tkJ tk+lJ) C Vk. Soient Ti des sous-variet6s t ransverses  h 

cont enant C (t . ) et t elles que T = T, et T' = T ~ .  On, peut suppo- 
1 

#..a -1 s e r q u e  f C ( t i )  = 0 e t q u e  f e s t d e l a f o r m e  i \ h i  , oti h e s t  
yu i i 

une carte  locale de .f' (cf. 1.3). Pour chaque i ( r, i l  existe un ho- 
-r 

meomorphisme 9 de classe r dlun voisinage de C (ti) dans T1 
, Ti+l 

s u r  un voisinage de C (ti+l) dans t e l  que, si z 
i+l = g i ( Z i ) .  - 

z 
i +l 

soit situ6 dans la  feuille de V.  U passant pa r  z.. Alors qC 
1 

es t  le  compose de tous les  hom6omorphismes q0 g1. . . & 
On peut auss i  construire $ en construisant une application con- 

tinue y/ de B x I dans U, oh B est  un voisinage de z, dans 
I 

T, , telle que ( b  1 soit contenu dans la  feuille passant p a r  b, que 

y/ (z, , t )  = C (t),  que ( b  0 = b et  que Y ( b ,  1) e TI.  Alors 

e s t d d f i n i p a r  @ C ( b )  = Y ( b ,  1). lw 

L a  verification des propriet6s (ii) et (iii) d6coule immbdiatement 

Corollaire. Soit F une feuille dont l e  groupe dlholonomie contient un 616 - - 
ment qui e s t  l e  gerrne en 0 d'un homeomorphisme local h - de RP -- t e l  

que. pour un point x # 0 - de RP, hm (x) soit defini pour tout entier 

' m positif et que hm (x) 0 pour limite. I1 existe alors  une feuille, - 

distinkte de F - si F es t  propre, -dent l 'adhkrence contient F ,  et r6ci-  

proquement. 

L e  germe de h es t  llirnage pa r  l'holonomie $ de F d'un 616- 

ment y t $ (F, z). Soit C un lacet dans F- en z qui represente 
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Y et soit To une eous-vari6t6 transverse au feuill.etage et contenant 

z. L'hom6omorphisme local (p de T construit prkckdemment v6ri - 
fie la meme condition que h, B savoir i l  existe un point y de T, tel  

m que ym = @ - (t) soit defini pou tout m positif, ym tendant vers 
m 

z. Alors d tapr&s (i), les points y appartiennent B une meme feuille 

dont ltadh6rence contient z ,  donc F dtaprl.s 1 .2 .  

Toute' f f~ai l le  compacte dont le groupe d'holonomie est f i -  

ni possl.de un s=t?ime fondamental de voisinages_(ouverts ou compacts) - 
qui sont reunion de feuilles compactes ( 1111 , /6] ). 

Remarquans que le groupe d'holonomie de F est toujours fini si 

l e  premier groupe dthomotopie de F est  fini. 
w 

d 

pemonstration. Soit 7 l e  feuilletage s u r  V, image r6ciproque de 
n d  /u 

par d, : V -+ V. Bien que V soit une vari6t6 non s&par&e (sauf dans 
)w 

/Ir 
le  cas analytique), l e  feuilletage 9 est  particuli&rement simple. En effet 

l'aaplication (3 de V s u r  associant B ~ o u t  gerrne distingue son 
A. 

rzc 
but, est une application distingu6e globale de 2 (de sorte que 5 'est 

simple au sens de 1. 4 ). 
N 

/V e 
La topologie des feuilles de f est 1.a topologie .T ,, d6finie dans 

Cu 

2. 3. Dtapr&s la  proposition de 2. 3, chaque feuille F, de est  un r e -  
@ 

vztement de la feuille o( (F, ) de & , munie de s a  topologie de feuille. 
N 

/L, Si le groupe d'holonomie de F est  fini, toute feuille F, de $ s e  pro- 

jetant s u r  F est  un revztement B un nombre fini de feuillets de F; donc 

s i  F est compacte, F, l 'est  aussi. On est donc ramen6 B montrer que 
FL. 

F, poss&de un systl.me fondamental de voisinages dans V qui sont satu- 

r6s par les feuilles compactes; les  images par K de ces voisinages for-  
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meront l e  syst&me fondamental cherche. 

Soit no un v ~ i s i n a g e  ouvert de F, dans V. Soit b, = /3 (F, ). 
N 

Soit W une reunion finie de compacts de V t e l  que W soit un voisina 

ge de F, contenu dans n, et que W 0 (b,) = F, . Soit W " 
l ' interieur de W; l e  sous -ensemble D = W - W' est une reunion finie 

de compacts, donc (3 (D) est un compact qui ne contient pas b, . Soit 

U un voisinage de b, ne rencontrant pas ;3 (D) et posons 
I q0 = ;3-' (U) 0 w". 

@o est  un voisinage de - F, contenu dans fl, . I1 est  sa ture  

pa r  des feuilles compactes de En effet, pour tout z B 4, , on a 
-f- 

b )  = W I \ ~  - l ( b ) ,  oh b = (j (z),  puisque b + f i ( ~  -wO).. 
CU 

I 
Q - 1 Donc W G  r\ -, (b) est un ouvert pour la  topologie T qui es t  aussi  com - 

A. 

pact et ferme,  puisqu'il est  reunion de compacts et que T es t  s6par6e; i l  
..;, -1 est ainsi reunion de compos~ntes  connexes compactes de (b), donc 

-4- 

de feuilles compactes de ,,,!' . 
L e  cas differentiable. Toute feuille propre F d'un feuilletage dif - 
ferentiable de classe r > 0 su r  V admet un voisinage t u b u l a i r q  U 

jouissant des propriet6s suivantes: U est  muni d'une projection q s u r  

F de classe r telle que q (x) = x si x g F et que chaque f ibre 
- 1 

q (x) soit une sous-vari6te t ransverse  B . Drapr&s l e  theoreme de 

stabilit6, si le  groupe d'holonomie de l a  feuille compacte F es t  fini, on 

peut choisir U comme r6union de feuilles compactes. Nous sommes alors  

exactement dans la  situation de l 'exemple 1. 8. L e  th6oreme de stabilitk 

peut donc s16noncer sous une fo rme  plus precise: 

Soit F une feuille compacte B groupe d'holonomie fini d'un feuille- - - 

tage diff6rentiatble. Alors - F admet un syst5me fondamental de voisinages 

qui sont reunions de feuilles compactes, ces feuilles &ant toutes diffeomor- 
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phes A des rev$tements - de F et leurs groupes d'holonomie Btant isomor- 

phes A des sous-groupes du groupe d'holonomie de F. 

Remarque. I1 resulte des demonstrations de Reeb (cf. [ 111 , p. 121-4) 

que dans le  cas topologique, les feuilles voisines de F ont des groupes 

fondamentaux qui sont isomorphes B des sous-groupes du groupe fondamen- 

tal de F et ont aussi des groupes d'holonomie isonlorphes B des sous- 

groupes du groupe d'holonomie de F. 

L'holonomie caract6rise le voisinaxe feuillet6 d'une feuille. 2 . 7 9  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Plaqons-nous dans la categorie des feuilletages diff6rentiables de 

classe r > 0 et d e  codimension p d6finis s u r  des vari6t6s paracom- 

pactes. G designe le groupe des germes B l 'origine 0 des homeomor- 

phismes de classe r de R P  laissant 0 fixe. 

Th6orBme. a) Existence. Soit F une variete paracompacte connexe 

de classe r et soit une representation - de W (F, z) dans G. 
1 

I1 existe alors une variete V munie d'un feuilletage de classe r et de 

codimension p, possgdant une feuille propre isomorphe B F et dont l'ho- 
-7- 'k 

lonomie est @ . 
b) Unicite. ---- Soient 'J (i = 1 ,2)  deux feuilletages - de classe 

1 - 
r et de codimension p s u r  des varietes paracompactes V.. Supposons 

1 

qu'il existe un hom6omorphisme 'Lf de classe - r d'une feuille - propre 

F1 - de 4? s u r  une feuille propre 
1 de de sor te  que le dia- 

F2 - 2 

soit commutatif, oh $ - est l'holonomie de Pi,  z2 = ?. ( z l )  I1 existe -- --- 
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alors un homitomorphisme Y - de classe r d'un voisinage U1 de PI 

su r  un v o i s i n a s  U2 d e  F2 prolongeant y et qui est un isomorphisme 

des feuilletages induits s u r  Ui mr Ti. 
La demonstration de ce theoreme est itlitmentaire et consiste essen- 

tiellement B recoller convenablement des morceaux (cf. [9] p. 298-301 

Ce theoreme est  vra i  dans le  cas diffkrentiable. I1 l 'est aussi dans le  cas 

analytique (comme cons6quence du theoreme de Grauert et Morrey selon le- 

quel t ~ u t e  varietit analytique peut 6tre plongbe analytiquement dans un R*). 

En revanche, on ne sait  si b) est vra i  dans le cas topologique. 

Des th6orhmes a)  et b), on peut deduire, en utilisant l e  lemme 

itlementaire suivant, le  th6orhme de stabilite dans l e  cas diff6rentiable sous 

s a  forme la  plus forte ( B  savoit que F posshde un voisinage feuillet6 de- 

termine comme dans 1 . 8 ,  par une repr6sentation de rl (F, X) dans un 

groupe d'hom$omorphismes de classe r d'une boule B, la correspon- 

dance associant B un 616ment de H son germe en 0 &ant bijective). 

Lemme Y' un sous -groupe fini du groupe des germes d1hoq60mor- 

phismes d'un espace topologique V au point z. I1 existe alors un voisi- 

nage arbitrairement petit W - de z et un groupe H d'homkomorphismes - 

tel que l a  correspondance associant B tout element de son ger-  

me en z soit un isomorphisme de H - su r  Hc. 

2. 8. L'holonomie infinitesimale. Soit G le groupe des jets d'ordre 
r 

r l'origine des homitomorphisrnes de classe r de R' laissant fixe 

0; le  groupe G est le  quotient de G par le sous-groupe form6 des 616- 
r 

rnents de G qui sont tangents B lfidentit6 en 0 B l 'ordre  r. 

Si est  un feuilletage d 'ordre r 3 r > 0 l'holonomie infini- 



- 26 - 
Andre Haefliger 

tesimale d'ordre r dfune feuille F est le  compos6 - 
de l'holonomie avec l'hornomorphisrne nature1 de G su r  Gr. L e  - 
groupe d'holonomie infinitesimal d 'ordre r de F est l ' image de r. 

La  considkration de ce groupe permet de d6cider dans certains cas 

particuliers si le  groupe d'holonomie est  fini, ce qui permet alors d'appli- 

quer le  theorhme de stabilite (cf. G. Reeb, Remarques su r  les structures 

feuilletkes, Bull. Sac. Math. France, 87 (1959), p. ,445-450). 

L e  theor6me suivant est dc B C. Ehresmann. 

Theoreme. -- Soit F une sous -variGt6 ferrnee de classe r 7 o d'une va- 

riete V de classe r. Pour que F admette un voisinage muni d'un feuil- - -- - 

letage de classe r dont F est  une feuille, il faut et il suffit que le f i -  - 

br6 normal de F dans V admette un groupe structural discret. 

Demonstration. La condition est necessaire. Soit f .  (i E I) une famille 
1 - 1 d'applications distingu6es telles que les  f ( 0 )  = u". forment un recou- 

i 1 

vrement de F. Soit E' l 'espace des vectures tangents B R' en 0. 

La differentielle de chaque f definit une application fibrke f '  de l fespa-  
i i 

0 
ce fibre des vecteurs normaux B F, restreint B U,, s u r  EP. W p r 6 s  

1 

la condition liant les applications distinguees, en z E ~f A u:, on passe 
1 J 

de f[ B f V  en composant f?  avec un automorphisme lineaire de E' 
j 1 

qui est une fonction localement constante de z. Donc les applications f" 

i 
definissent s u r  le fibre des vecteurs normaux B F une structure dfespace -- -- 
fibre B groupe structural discret qui est justement celle qui -- est  donneepa r  A 

l'holonomie infinitksimale 4 -- - : 1, l(F,~)--+ G d 'ordre 1 - de F. 1 
La condition est suffisante. Si le  fibr6 normal N de F admet 

une restriction de son groupe structural  $ un groupe discret determinee par 
- un homomorphisme : , z) - G ,  on peut appliquer la  construc- 

tian de 1. 8. On obtient ainsi s u r  N un feuilletage dont F, identifig 
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avec la section nulle, est une feuille. On peut identifier un voisinage de F 

dans N avec un voisinage de F dans V et obtenir ainsi un feuilletage 

au voisinage de F tel que l'holonomie infinitesimale d'ordre 1 de F 

soit donnee par PI. 
P a r  exemple, une droite projective complexe d dans le  plan pro- 

jectif complexe ne peut &re une feuille d'un feuilletage differentiable defini 

au voisinage de d. 

3 : _F_u_i_1 Le_t_age_s- ~op-io_l.g_iggg~ -c$- diff rggt_i_a.> 5 g -4% _c,o_d. ~e_n_s_i_o_n- 1,.- 
__-_-A_______-___-----_--_----------_-------------------- 

Dans tout ce paragraphe, V design'e une varietk ii base denombra- 

ble don-t le premier nombre de Betti rationnel est fini. D1apr&s 1. 3,  toute 

feuille fermee est propre. 
M 

3.1. Proposition. Soit .d' un feuilletage topologique sur  V de codi- 

mension 1 et orientable. P a r  tout point z - de V passe une courbe tran- 

sversale B J coupant chaque feuille fermee en un point au plus. 

La demonstration s'appuye sur  deux lemmes ( C 71 ). 
Lemme 1, Le premier nombre de Betti rationnel de V connexe &ant 

k* 
egal ii pa il existe m feuilles fermees F1, . . . , F oh 0 6 m <  p, m' - P 

telles que le complementaire V de .\? Fi 
soit connexe et que, s i  

m - i =  1 m+l 
est une autre feuille fermee, le compl4mentaire de u Fi Fm+l - vm+l - i= 1 

, ait deux composantes connexes. 

Demonstration. Soient F 1  . . . , F q feuilles distinctes telles que le 
q9 

complementaire V de la reunion ?pq des Fi, 0 $ i Q q, soit 
4 

connexe. La suite exacte de cohomologie B supports compacts de V rela- 

tivement au sous-espace ferm4 (6q donne: - 
i n-1 r n ni 

H"-l(v)-H (qq)-H 
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les coefficients &ant les syst6mes locaux d'entiers tordus par  les  orienta- 

tions de V, V et ?jjq. 
4 -. n 

P a r  la dualit6 de Poincar6, H"(vq) et H (V) sont isomorphes 

respectivement B H ~ ( v ~ )  et H, (V), coefficients entiers c 'est  B dire  
Hn-l 

B Z. Les groupes (V) et Hn-' ( 9 ') sont isomorphes B H1(V) 

et B Ho( qq) resp . ;  ils sont done de rang p et q resp. Comme 4 

est  un isomorphisme, i est  surjectif, donc q 5 p. 11 existe donc un 

entier rn ,( p et m feuilles F I J . .  . , F v6rifiant 1'6nonc6 du lemme. 
m 

Lemme 2. Si le sous -espace compl6mentaire B toute feuille fermee a deux 

composantes connexes, une transversale ne peut couper une feuille ferm6e ---- - 

D6monstration. Remarquons tout d'abord que toute feuille ferm6e F est 

alors  bilatgre et que si une transversale T coupe F en z, les  points 

de T situ6s de part  et d 'autre de z et assez  proches de z, sont situ6s 

dans des composantes connexes distinctes du compl6mentaire de F. Si T 

recoupait F ailleurs,  il existerait  un point z C F T\ T te l  que le  
1. 

segment T (z, z l )  d1extrSmit6s z et z s u r  T. ne renconqe pas 
1 

F en dehors de z et z 
1' 

Tout point z de T proche de z ' et 
2 1 

non situ6 s u r  T (2, zl )  es t  situ6 dans une autre composante connexe du 

compl6mentaire de F qu'un point z, situ6 B 17int6rieur de T (z, zl) .  

Or comme F est bilatkre, toute feuille coupant T (z, zl)  en un point 

z, assez  proche de z, va recouper T en un point z situ6 en dehors 
2 

de T (z, z ) et proche de z ce qui contredit l e  fait que z, et z 
1 1' . 1 

sont dans des composantes connexes distinctes. 

D6monstration de la  proposition. Soient F 
7 - 1 ' " " ' "  

F des feuilles ferm6es rn 
verifiant 1'6nonc6 du lemme 1. D1apr&s le lemme 2 ,  la condition du th6o- 
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rkme est v6rifi6e en tout point du complementaire des Fi. Spit maintenant 

T une courbe transversale coupant Fi en z seulement et ne coupant 

pas les autres F,, j # i. Si T coupe une autre feuille ferm6e F en 
J 

d e u ~  points z ,  et z dlapr&s le lemme 2, ces points sont situks de 
1' 

part et d'autre de z s u r  T et T ne peut rkcouper F ailleurs. Le 

comp46mentaire de F dans Vm ( = compl6meritaire'dan~ V des F.) 
+ 1 

a deux composantes connexes V et V - et le feuilletage es,t t ran- .  , m .  m 
sversalement orientable. Donc deux points situ6s B l t int6rieur To du seg- 

ment T (z , zl) et situ6s 'de part et d'autre de z sont contenus dans des 
+ - 

composantes connexes V et V distinctes. Donc To ne peut ren- m m 
contrer une feuille en plus de deux points et vkrifia ainsi la  condition du th6o- 

3 .  2. L'ensemble des feuilles fermees. 

Th6orhme. Dans un feuilletage de codimension 1 su r  V, l'adhbrence 

d'une r6union de feuilles fermkes est aussi une rkunion de feuilles ferm6es. 

I1 suffit de le  d6montrer dans le  cas oh le feuilletage est orientable, 

sinon l'on passerait  & un revetement A deux feuillets de V (cf. 1.4k Soit 

F une feuille adh6rente B la r6union des feuilles ferm6es. Pour montrer 

que F est fermee, il suffit de montrer que, par tout z C V, passe une 

transversale coupant F en un seul point; par  le thkoreme 3.1, nous sa -  

vons d6jA que, par  z, passe une transversale coupant toute feuille fermke 

en un point au plus; s i  cette transversale coupait F en deux points, elle 

couperait 6galement une feuille ferm6e suffisamment proche de F en deux 

points, ce qui contredit notre hypothgse. 

Voici encore une cons6quence de 3. 2. 

Th6or5me. Soit V une vari6te compacte connexe munie d'une structure 

feuillet6e de codimension 1 et transversalement analytique (cf. 1. 1). 
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Alors, ou toutes les feuilles sont compactes, ou il existe au plus un nombre -- 

fini de feuilles compactes ( 1 - 9 1  ). 

D'aprks 3.2, l 'ensemble de toutes les feuilles compactes est un 

compact K; les  feuilles compactes dont le  groupe d'holonomie est fini est 

un ouvert d'apr6s le  th6orhme de stabilitk. C'est aussi un ferme,  car  les 

feuilles compactes dont le  groupe d'holonomie est infini sont isol6es dans 

K (cf. lernme 2, p. 328 de [ 93 ; c'est ici que l'analyticit6 intervient). 

Donc s i  une feuille compacte a son groupe d'holonomie fini, il en est 

de mgme de toutes les feuilles. Dans le  cas contraire, il existe au plus un 

nombre fini de feuilles compactes. 

3 .  3. Cas oil toutes les feuilles sont fermkes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Th6orhme. - Soit 9 un feuilletage de ~ ~ d i m e n s i o n  1 qui est orientable 

et dont toutes les feuilles sont fermges, Alors l 'espace des feuilles est une 

vari6tk de dimension 1, en g6nkral non separke, et orientable. 

D1apr&s 3.1, par  tout point de V passe une transversale coupant 

chaque feuille en un point au plus. Cela signifie que l 'espace des feuilles est 

localement homeomorphe B une vari6tk de dimension 1 , 

Lorsque est non orientable, alors l 'espace des feuilles est une 

varietk de dimension 1 avec un nombre fini de bords. 

Lorsque toutes les feuilles sont compactes, alors l 'espace des feuil- 

les est une vari6t6 s6par6e de dimension 1 ; en effet toute feuille a un grou- 

pe d'holonomie fini (cf. corollaire 2. 5); d'aprhs le  thkor&me de stabilitk, 

deux feuilles distinctes posshdent des voisinages sans point commun qui sont 

reunion de feuilles. Si est  orientable, alors l 'espace des feuilles est 

horn6ornorphe 2 un cercle ou rS, une droite suivant q u e  V est compact ou non. 

Si de plus :$ est  de classe r 0, les feuilles sont les fibres 
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d'une fibration de classe r de V (cf. 2 .6) .  Si (3/ est non orientable, 

llespace des feuilles est hom6omorphe B un segment ferm6 ou semi-fermk 

suivant que V est compact ou non. 

3.  4. ~i_s_te~cg-d_~_u_n_e-i_n_t~gr_a_1g_~_r_e_gj~re Soit un feuilletage de co- - - - - -=- - - - - - - - , - - - - - - - - - - - - - - - - - -  
dimension 1 et de classe r sur  une vari6te5 V. Une intkgrale premikre 

f de classe r S r de est une application distinguee globale du 
rv 

feuilletage de classe r '  sous - jacent B $' . Autrement dit, f est une 

application de classe r' de V dans R, constante s u r  les feuilles de 

, et telle que sa restriction B toute courbe transversale de classe r 

est un homeomorphisme de classe r '  dans R. 

Lfesistence dfune int6grale premiere f implique que l 'espace des 

feuilles V, de est une varibt6, en general non separke, de dimension 

1 et orientable (en particulier que toutes les feuilles sont ferm6es); de plus 

il existe une application f, de V, dans R de5finie par l a  condition 

f,W = f ,  oh 'I\' est la projection naturelle de V s u r  Vo ; f est loca- 

lement un hom6omorphisme de classe r '  de V, dans R. 

R6ciproquement, s i  l fespace des feuilles est une vari6t6 V, de di- 

mension 1 et si f, est une fonction s u r  Vo qui est localement un hom6o- 

morphisme de classe r l ,  alors f = f ,pK est une inte5grale premihre de 

classe rf.  

Le  problhme de la construction de f est donc ramen6 B celui de la 

construction de f; . 
Th6oreme. Soit V une varie5t6 ( 2  base dhombrable)  et dont le  premier 



Andre Haefliger 

nombre de Betti rationnel est  nul. Soit un -- feuilletage de codimension 

1 su r  V, orientable, de classe r < u, et dont toutes les feuilles sont 

ferm6es. Alors admet une int6grale premihre continue. La struc- 

ture feuillet6e induite su r  un ouvert relativement compact V' admet une - 
int6grale premigre de classe r. 

Dans cet 6nonc6, r # !A, (voir remarque de 4.4). Ce th6oreme 

est une g6n6ralisation d'un theoreme de Kamke ( L81 et [ 7 1  ). I 
D'aprgs 3.3, l 'espace des feuilles est une vari6t6 V, non s6par6e 1 t 

de dimension 1 et B pase dbnombrable; de plus (cf. 3.1, lemme I) ,  le i 
comp16mentaire de tout point de V, a deux composantes connexes. 11 en 1 E 

r6sulte (cf. [8] , p. 113-114) qu'il existe une application f ,  de V, 1 

dans R qui est localement un hom6omorphisme. 

Si est de classe r 3 0 ,  il n'existe en general pas d1int6grale I 
prernigre globale de classe r ,  comme le montrent d6j8 les structures feuil - 

t 
t 

let6es les plus simples du plan (cf. [ 83 ). Ceci provient du fait que V, I 
I 

ne v6rifie pas en g6n6ral la  condition suivante. 1 

Disons qu'une var6t6 V, de dimension 1, non s6par6e, est mupie 

d'une structure diff6rentiable de classe r rggulihre, s i  pour toute fonction 

f de classe r d6finie su r  un voisinage de x 6 V, , il existe une fonction 

f '  de classe r d6finie s u r  V, telle que f et f '  coincident su r  un 

voisinage de x. 

Dans [8] , p. 117-8, il est  demontre que si une vari6t6 V, v6ri- 

fie la condition prkcedente, le  compl6mentaire de tout point de Vo ayant 

deux composantes connexes, alors i l  existe une fonction f ,  de V, dans 

R qui est localement un hom6omorphisme de classe r. L e  th6orhme s e  - 
r a  donc une cons6quence du lemme suivant. 
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T" 
Lemme. Si l'espace des feuilles V, d'un feuilletage d' de classe r 

et de codimension 1 sur  V est une varietk (eventuellement non s6paree1, 

alors l'espace des feuillea Vd de la structure feuilletee ' induite sur  

un ouvert relativement compact V' - de V est une vari6t6 munie d'une 

structure difflSrentiable de classe r regulihre. 

Soient T i  et les projections naturelles de V et V' sur  

V, et V,' respectivement. L'injection i de V' dans V induit par 

passage aux quotients une application de dans V, telle que 

ifi = 'y 'if ' et qui dst localement un horn6omorphisme de clasae r. 

Soit x'  un point de Vd et soit U un voisinage ouvert separ6 de 
- 1 -1 x = kj' (x'); soit F la feuille 'iT (x). On peut construire dans 71 (U) - 

un voisinage compact K de l'intersection de F avec ltadh6rence V' 

d0 V'. L'image par 7l' de l'intersection de la frontibre ' 3 ~  de K 

avee F' est un compact contenu dans U et ne contenant pas x. Soit 

donc L un voisinage compact, homcSomorphe un intervalle, de x con- 

tenu dans r ( K )  et ne rencontrant pas ( 3 K A V' ). Alors W = 

= w"' (L) A K A V' est un sous-ensemble ferrn6 de V1 qui est r4u- 
x* 

nion de feuilles de r '  . En effet, pour tout y E L, 0 K ~7 V' 
-1 'eat ,3, la fois ouvert et ferme! dans (y) A V'. 

Soit f une fonction de classe r d6finie au voisinage de x'; on 

peut construirqune fonction g de classe r sur  L, s'annulant au voi- 

sinage du bord de L, et telle que g y  soit egale B f au voisinage de 

x'. Alors la fonction sur  V' 6gale B 0 en dehors de W et B g r  

sur  W est de classe r; comme elle est constante sur  les feuilles de y', 
elle definit par passage au quotient une fonctio~l f '  de classe r sur  Vd 

qui coTncide avec f au voisinage de x'. 
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Le theorhme de stabilit6 globale de Reeb. Nous ne saurions terminer 3-50 --------------- - ------- -------------- ...................................... 
ce paragraphe sans citer l'une des plus remarquables propri&t&s des feu&la;63- 

tages de codimension 1 dbmontree par  Reeb ( 111 1) , p. 134-140). 

Thdorbrne. - S ~ i t  V une variete compacte connexe munie d'un feuilletage 

de cadimension 1. Si une feuille est compacte et a un groupe fondament81 

fini, alors toutes les feuilles sont compactes et ont un groupe fondamental - 
fini. - 

On peut s e  reporter  2 3 . 3  pour des cons6quences plus prCcises. 

L'exemple 1-10 mor~tre  que le th6oreme n'est plus vrai  en codimension su-  

Nous nous bornerons B esquisser une demonstration dans le  cas dif- 

ferentiable. 

D'aprks l e  theoreme de stabilitd 2 .6 ,  l e s  feuilles compactes B grou- 

pe fondamental fini forment un ouvert U dans V. Comme V est con- 

nexe, il suffit de montrer qu'un composante connexe U, de U est aussi 

fermbe. Toute feuille F adhkrente B U, est aussi compacte d'apr8s 

3. 2 (pour un raisonnement plus direct, cf. Reeb [la , p. 136). I1 W f i -  

r a  donc de vCrifier que son groupe fondamental est  aussi fini. 

Sans nuir B la gkneralit6, nous pouvons supposer le  feuilletage orien- 

table (cf. 1.4). Soit W un voisinage tubulaire de F muni de s a  projec- 

tion q : W--+ F et assez petit pour que les fibres soient transverses 

aux feuilles (cf. 2.6). Taute feuille de U, assez proche de F se ra  con- 

tmue  dans W et coupera chaque fibre de W en un seul point; elle s e r a  

d-c diffeomorphe B F. Donc le groupe fondamental de F s e r a  aussi fi- 

ni. 

Voici une application int6ressante de ce th6orhme due egalement B 

Reeb (non publie). 
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Theoreme. Soit V une variet6 simplement connexe compscte possedant 

un bord non vide connexe et simplement connexe. I1 ne peut exister su r  V --- A - 
un feuilletage de codimension 1 dont le  bord de V est une feuille. -- 

S'il existait un tel feuilletage, toutes les feuilles seraient compactes 

et simplement connexes. L'espace des feuilles serai t  une vari6t6 de dimen- 

sion 1 compacte ayant un bord reduit & un point (correspondant au bord de 

V), ce qui est  impossible. 
P P a r  exernple, la  variete V = S x produit d'une sphere de 

dimension p par UIL disque de dimension n-p, est simplement connexe 

ainsi que son bordpour p > 1 et n-p-1 > 1. Bien qu' i ln 'existe pas de 

fquilletage de codimension 1 s u r  V dont le bord est une feuille, le champ 

des (n-1)-plans tangents au bord peut s e  prolonger B l ' interieur de V si 

la caracteristique dlEuler  de V est zero, donc si p est impair. 

Pour d'autres applications du theorkme de stabilite globale, voir 

Reeb [ll) , p. 147. 

4. j?_e_u_ij l_e_t_azee gg glyjgg g -d_e_ _c_o_dj me_n_s_i_o_n- _1- - - - - -_- -_____-_____-- - - - - - - - - - - - - - - - - -  
(V 

4. 1. Soit V une varf6t6 munie d'un feuilletage analytique $ desodi -  

mension 1. Une courbe transversale B fermee est  une applicati'dn con- 
1 tinue /t/ du eercle S dans V telle que, pour toute application distin- 

guee f i  de , l'application f .T soit localement un homeomorphisme 
1 1 

de S dans R. 

Lemme fondamental. - Une courbe - transversale f ermee B un feuilletage ana- 

lytique de codimension --- 1 s u r  V represente un element d 'ordre infini du 

groupe fondamental de V. 

~eh%rquons,qu'une courbe transversale fermke prourrait  6tre homo- 
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Ce lemme d6coule immediatement de la propriet6 suivante des feuil- 

letages diffkrentiables. 
4 

4.2. Proposition. Soit un feuilletage de codimension 1 et de clas- 
TY' 

s e  2 s u r  une vari6t6 V. Supposons qu'il existe une transversale B >+- 
fermee et homotope B une application - constante. I1 existe alors un lacet sur  

une feuille F telle que le germe d'hom6omorphisme de R en 0 qui --- 
lui correspond par l'holonomie de F ntest  pas celui de l'application iden- 

tique, mais qui est le germe d'un hom6omorphisme qui est l'identit6 su r  

J - C D ,  6J o u s u r  [o, m[. 
1 Dkmonstration. La transversale fermee est une application de S 

dans V que l'on peut supposer diff6rentiable de classe 2 et telle que, pour 

chaque application distinguee f . , l'application f. T soit localement un ho- 
1 

1  
1 

w m6omorphisme de classe 2 de S dans R. Comme C est homotope B 

une application constante, il est possible de l16tendre suivant une application 

cf : D - V de classe 2 du disque D bord6 par S' dans le  plan. 

En appliquant un theoreme de Morse bien connu (cf. [ 9 2  , p. 316-17 ) ,  

il est possible de choisir de sor te  que, pour toute application\distin- 

gu6e fi, fi? soit une fonction numerique non degenerke; cela signifie qu'en 

chacun de s e s  points singuliers (points oil les d6rivees partielles premieres 

s'annulent), la matrice des deriv6es partielles secondes est non singuliere. 

On a donc s u r  D un nombre fini de points singuliers pour les applications 

fiy qui sont soit du type maximum ou minimum, soit du type point selle. 

On peut supposer de plus (cf. [ 9 - ' , p. 3 18)  que les images par  4/ de 
deux points singuliers distincts ne sont pas situ6s s u r  une msme feuille dans 

un voisinage de r (D). 

On peut remarquer que les applications f .  tf sont des applications 
l !  

distinguees dtune r - s t ruc tu re  feuilletee su r  D, ob r '  est  le  pseudo- 
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groupe des hom~omorphismes locaux analytiques de R (cf. 1. 2 ) .  Les feuil- 

les de cette structure sont des courbes (pouvant contenir un point singulier) 

qui sont les composantes connexes des intersections de D avec les feuil- 
r /  

les c$e ,f . Nous allons les considerer comme trajectoires (ou reunion de 

trajektoires si elles cohtiennent un point singulier) d'un champ de vect eurs 

s u r  D. 

, On peut construire en effet un champ de vecteurs X s u r  D de 

classe 1, qui ne s'annule qu'aux points singuliers des applications distin- 

gu6 es  i = , la differentielle de chaque appliquant X s u r  

le champ nu1 de R. Ceci est possible ca r  la structure feuilletke su r  D 

est orientable (en effet, en tout point on a exactement deux germes d'orien- 

tation transverse, et D est simplement connexe). Nous pourrons donc uti- 

l i ser  les r6sultats de la  theorie classique des courbes d6finies par des &qua- 

tibns differentielles. Dans la  terrninologie de PoincarC [lo] , les points 

singuliers x que presente le champ X sont des centres (si une appli- 
i 

cation distinguee presenie en x un maximum ou un minimum) ou des cols 
i 

(point selle); il y a au plus 4 trajectoires qui aboutissent B un col; de plus, 
Vs, 

deux cols distincts ne sont pas relies par une trajectoire. On n 'a  pas tie 
1 foyers ou de noeuds. L e  cercle S est un cycle sans contact, c 'est B dire 

une courbe fermee transverse aux trajectoires. 

Soit L l'ensemble des cycles limites de X sur  D. Plus pr6ci- 

sement, un element de L est une courbe ferm6e e dans D qui est,  

ou bien une trajectoire fermee de X, ou bien la r6union d'une trajectoire de 

X et d'un point selle si cette trajectoire est issue et aboutit B ce point; de 

plus l'image par de 4 doit &re  un lacet sit& s u r  une feuille F 

tel  que l'el6rnent groupe d'holonomie qui lui correspnd soit non trivial. 

Remarquons tout d'abord que L n 'est  pas vide. En effet, il n 'y a 
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qu'un nombre fini de trajectoires qui aboutissent B un point singulier (point 

selle); en general donc, d'apres le  th6orPme de Poincare-Bendixon (cf. L2] ), 

une trajectoire qui coupe le bord de D a pour ensemble limite soit une 

trajectoire fermee C qui est uncyclelimite, soit un polycycle limite qui 

est la reunion 
C1 u C2 

d'un point sel le  et de deux trajectoires issues de 

ce point et y aboutissant. L1616ment du groupe d'holonomie correspondant 

a (C) ou au lacet obtenu en parcourant V(c1) et ensuite y(c2) 
n'est' pas trivial (cf. 2.5); donc au moins l'un de -ceux qui correspond aux 

lacets Y(cI) ou ?(c2) est non trivial. 
A 

L'ensemble L est partiellement ordonne: si 4! 1, C2 E L,  
: est inferieur B si l, est  situe a l ' interieur du domaine limi- '" 2 

t6 par . De plus cet ensemble ordonne est inductif. Soit en effet Lo 
un sous -ensemble infini de L totalement ordonne. Les  616ments de LG 

ont pour limite soit une trajectoire ferme C, soit la rbunion 
Cl " C2 

de deux trajectoires et d'un point sel le  d'oh elles sont issues et oh elles abou- 

tissent. L1616ment du groupe d'holonomie correspondant rZ (C) est non 

trivial, puisque c'est le germe en 0 d'un hom6omorphisme local de R 
v"., 

quin 'es t  pas 11identit6 au voisinage d'une suite de points tendant vers  0' 

(ces points correspondent aux cycles limites qui tendent vers  C, cf. 2. 5). 

L e  mgme raisonnement montre que l16l6ment du groupe d'holonomie corre-  

spondant au lacet obtenu en parcourant 9 (C puis 9 (C2) n'est pas trivial; 

il en eqt donc de meme pour l'element correspondant B l run des lacets Y ( c  ouy(cZ) .  

soit donc 4 un element minimal de L (un tel  616ment existe d 'a-  

prks le  theorkme de Zorn). Toutes les  trajectoires situbes B 11int6rieur du 

domaine DC limite par  4 sont fermees; s i  ce n'etait pas l e  cas, le th6o- 

rPme de Poincare-Bendixon impliquerait comme .tout l 'heure l 'esistence 

dlun cycle lirnite dans Dl , ce qui contredirait le fait que & est minimal. 
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L'klkment du groupe d'holonomie correspondant B ( ) est  donc le ger-  

me en 0 d'un hom6omorphisme local de R qui est l'identit6 su r  l'une 

des demi-droites - m , ou [o, ~ [ ( c f .  2. 5). 

Non existence de feuilletaxe anal$-iigu_e2 4 .3 .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  -----  -_-_-- -_- -_-____-_-_-- - - - - - - - - - - - - - -  

Theoreme. Une varikt6 analytique compacte dont le premier groupe d'ho- 

motopie ne contient que des 616rnents dl ordre fini ne peut "ere munie d'un 

feuillqtage analytique de codimension - 1. 

Pour tout feuilletage de codimension 1 sur  une vari6t6 compacte 

V, i l  existe une transversal6 ferm6e (pour plus de dktails, cf. [9] p. 324. 

corollaire). D'aprks le  lemme 4. 1, cette transversale repr6sente un 616- 
N ment d'ordre infini de n (V). 

Pour d'autres cons6quences du lemme fondamental (existence d'une 

feuille compacte, . . . ), cf. [9] , p. 324, propos. 2 et p. 326-7, theoreme 3. 

Thkor&me. Soit V une varietb analytique B base denombrable dont le pre- 

mier groupe d'homotopie ne contient que des elements d 'ordre fini. , Si y 
_CTC - 

\ 
est un feuilletage analytique de codimension -- 1 sur  V, toute feuille'est fer- 

m6e. Si 3: est orientable, admet une integrale premiPre globale 

continue; l a  restriction de f A un ouvert relativement compact admet une 

int6grale premiere de classe co. 

Pour montrer que toute feuille est  ferrnee, on peut supposer que 3; 
A 

est orientable en passant au besoin B un revetement B deux feuillets de V. 

Or pour tout feuilletage orientable et de codimension 1 s u r  V, l'existen- 
h 

ce d'une courbe transversale rencontrant une feuille en deux points entralne 
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Dtapr&s le lemme fondamental, une courbe transversale ne peut donc 

rencontrer m e  feuille en plus d'un point, puisque (V) n 'a  que des 616- 
'-'I 

ments d 'ordre fini. On peut donc appliquer les consid6rations de 3 . 4 .  

Remarque. En general, il n 'existe pas d '  integrale premikre analytique. I1 

est facile de construire un'&xemple de feuilletage de tel  que l 'espace 

Vs des feuilles du feuilletage induit s u r  une boule soit une vari6t6 obtenue 

de la mani&re suivante: on prend deux droites et on les recolle l e  long de leur 
2 

partie negative B l 'aide de l'hom60morphisme h (t) = t - t , t < 0. I1 

n'existe aucune fonction analytique globale s u r  . Va dont la derivee soit par-  

tout # 0. 

4.5. _F-e_u_i_1Le_t_ageeggal>jqyg-av_e_c_~jngy~a_r_i_teg, Soit V une vari6t6 ana- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
lytique r6elle. Un feuilletage analytique de ~ ~ d i m e n s i o n  1 su r  V, 

avec singularites, est d6fini comme prec6demment par un ensemble maximal 
/V 

de fonctions analytiques f (les applications d.istingu6es de $? ) definies 
i 

su r  des ouverts Ui formant un recouvrement de V et verifiant la condi- 

tion : pour tout x & U. f7 U il existe un hom6omorphisme analytique lo- 
1 x j' 

cal h.. de R tel  que f .  = h.. f aux voisinage de x. On ne s b g o s e  
J1 1 11 i 

plus cette fois que les  applif ations f sont de rang I. 
i 

La proposition suivante permet d'etendre aux feuilletages analytiques 

de codimension 1 avec singularites la  plupart des proprietes des structures 

non singulikres. 

Proposition. Soit un feuilletage analitique de codimension 1 avec - 
singularites s u r  une vari6t6 paracompacte I1 existe alors une vari&t6 

analytique V' paracompacte, munie d'un feuilletage analytique v' - de 

codirnension 1 sans singularite, et un plongement analytique de V - -- - 
dans V' qui est une hornotopie equivalence et tel  que soit l 'image - 

r6  ciproque de % ' F  ( r .  
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Ceci signifie que les applications obtenues en composant 
! 

q avec 

les applications distinguees de sont des applications distingu6es de 

9 . Cette proposition est un cas particulier de la proposition 1, p. 314 

DGmonstration. - Si h est un hom6omorphisme analytique d'un ouvert con- 

nexe U de R s u r  un ouvert de R, on designera par h llhom(?omor - 
phisme (unique) qui peut e t re  d6fini su r  l e  plus grand intervalle contenant 

U et qui coincide avec h s u r  U. 

Si V @st collnexe et si une application distingu6e est constante, 

alors toutes le  sont; on peut prendre pour V' le  produit de V par R. 

Supposons donc les  applications distingu6es non constantes. 

Soit (fi) I une famille d'applications distinguees definies su r  

des ouverts U formant un recouvrement de V. Dans la  reunion disjointe 
i 

t .) si et  seulement 
- X 

t . )  oJ (xj, E des Ui x R, i t I, la relation (xi, 

s i x  = X  = X  et t - 
- hji 

est une relation d'equivalence. Elle est 
i j j 

-X -x -1 
en effet reflexive et sym6trique ca r  h . . = identit6 de R et ZZ = (h ji) . 

11 
-X -X -X Elle est aussi transitive; on a en effet hki  f i  (x) = h . .  f .  (x), et la 

--X --X 
h ~ i  jl i xw 

source de h h est  connexe comme intersection de deux intervall2s; a i f ~  kj  ji 
-X 

si cet hom6omorphisme est une restriction de h ki. 
Soit donc V" l 'espace quotient de E par cette relation d'6quiva- 

lence. La projection canonique g i 
de U. X R dans V" est  un horn607 

1 - 1 
morphisme s u r  un ouvert et les  applications Pj gi sont analytiqueg , car 

- 1 X 
gj gi (x, t )  = ( x  K i  (t) ) et h.. ne depend que de la composante conne- 

J1 

xe de U. A Ui contenant x.. Donc V" est muni dlune structure de vari6t6 
1 " 

analytique reelle,  mais V" n'est pas s6par6e. Les applications f"  = compos6 i - 1 
de gi avec la projection haturelle de U i X  R sur  R, sont les  applications di- 

u 

stinguees d'un feuilletage analytique $ " de codimension 1 sans singularit6 

sur  v". 
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Les  graphes (x, f . (x))  des applications distinguees f. de 
1 1 

donnent 

un plongement de V dans V" defini par  (x) = g.(x, f . (x ) ) ,  si x Ui. 
1 1  

Remarquons que f .  = f ' l  , donc 7 es t  l ' image reciproque de 7 I f  pa r  
1 i 

j0 . 
Enfin on peut construire  (pour plus de details, voir remarque p. 31 5 

de 191 ) un voisinage V '  ouvert separe  de (V)  dans V" qui puisse s e  re -  9 
t rac ter  par  deformation s u r  (V); ' s e r a  a lors  l e s  feuilletage induit par  

" s u r  V'. 

Corollaire : L e  lemme fondamental 4. 1 ainsi  que l e  thbor&me 4. 4 sont auss i  

valables pour l e s  feuilletages analytiques de codimension 1 avec singularitbs. 

L e  th6orGme 4. 3 implique que tout feuilletage analytique de codimen- 

sion 1 s u r  une variet6 V dont l e  p remie r  groupe d'hornotopie es t  fini admet 

des singularites. Remarquons qu'il existe toujours de te l  feuilletage, par  exem 

ple celui qui e s t  deterrninb pa r  une seule application distinguee, qui se ra i t  u- 

ne fonction analytique non constante s u r  V . 
4. 6 .  Application aux fo rmes  de Pfaff analytiques compl&tement integrables. 

Sur une varietk analytique V, soit oL une forme de Pfaff (1-forme) q l y t i q u e  

et  compl&tement integrable, c fe s t -&-d i re  telle que d d  f l  d.= 0. Dans un ouvert 

U de V , une integrale p remi&re  de c lasse  r ) 0 de oC es t  une fonction f 

de c lasse  r dans U telle que df = g , oti g es t  une fonction de c lasse  r 

differente de ze ro  dans U (appelee un facteur int6grant de c lasse  r). 

Au voisinage drun point x qui n 'est  pas un point singulier de 4 

(c 'qst-&-dire  un point 06 cf, ne srannule pas) ,  il existe toujours une integrale 

premi&re  analytique; de plus, si  f e t  f '  sont deux integrales prernikres ana- 

lytiques definies au voisinage de x , el les  sont l iees  par  une relation analytj- 

que inversible : il existe une fonction analytique h s u r  un ouvert U de 

R dont l a  derivee e s t  partout f 0 , c fes t -&-d i re  un hom6o- 
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morphisme analytique h, telle que f '  = hf au voisinage de x. 

D'une maniere g6n6raleJ nous dirons qu'une famille d1int6grales pre- 

mieres f de , definies su r  des ouverts Ui, forment un systerne i 
cohkrent, s i  les Ui forrnent un recouvrement de V et si, pour tout 

X 
x U. (7 U il existe un hom60morphiske local analytique h. .  de R 

I jJ ~1 

tel  que f .  = h.. f .  au voisinage de x. Autrement dit, les integrales pre- 
1 11 1 - 

mi&res f sont les applications distingu6es d'un feuilletage analytique 
i 

de codimension 1 s u r  V (avec singularit6s, en g6neral). On remarquesa 

que est orientatle. 

Reciproquement, les applications distinguees f i d'un feuilletage 

analytique de codimension 1 orient6 forment un systhme coherent 
X 

d'integrales premihres d'une 1 -forme . En effet, si f .  = h f 
- - J ji i J  

soit gji la d6riv6e de h?. par rapport au pararn5tre nature1 de R et 
J1 

prise au point f i  (x); c 'est  une fonction analytique strictement positive d6- 

finie s u r  Ui r\ U Comme 
j' gki kj 51 1 1 

= g g..  s u r  U. /7 U.  n Uk I 

est un 1-cocycle qui determine un element de H (V, 0'). oh 
Igji j+ 

est le  faisceau desagerrnes de fonctions analytiques positives s u r  - 

1 xw 
V. Or H (V, 0') est toujours nu1 (cf. H. Cartan, Bull. Soc. Math. 

France, 85 (1957), p. 77-99). I1 existe donc des fonctions analytiques s t r ic-  

tement positives 
g i definies su r  un recouvrement Ui plus fin que 

- 
'i 

telles que gji - gj/gi su r  U! U!. Alors la 1 -forme 0( s e r a  6ga- 
1 J 

l e B  dfi/gi su r  U;. 

En resumd, il y a correspondance biunivoque entre feuilletage analy- 

tique transversalement orientable de codimension 1 et systhme coherent 

(maximal) dtint6grales premigres des formes de Pfaff. 

D'apres ce que nous avons rappel6 tout B l 'heure, une forme de 

Pfaff o( compl6tement int6grable et  sans point singulier admet un SY- 
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sthme coh6rent (et un seul maximal) dlint&grales premieres analytiques. 

G. Reeb a mont're (pl], p. 148-154 ) qu'il en 6tait de mSme si dim V > 2 

et s i  la forme cornplktement integrable ne presente que des points 'sin- 

guliers oh le determinant des deriv6es partielles prei-nihres des coefficients 

de CX est  # 0. 

D'aprhs 4.5, une forme de Pfaff CX s u r  V admet un systkme 

coh6rent dfint6grales premieres analytiques s i  et seulement s ' i l  existe un 

plongement analytique de V dans une vari6t4 analytique V' et une 

forme de Pfaff d '  analytique s u r  V' complktement integrable et sans 

point singulier telle que = 

4.4 donne le 

Th6orkme. Soit V une vari6t6 analytique reelle connexe - dont le premier 

groupe d'homotopie n'admet que des 616ments d'ordre fini. Une forme de 

Pfaff s u r  V qui admet un sgstkme coh6rent d'integrales premieres analy- 

tiques, admet une int6grale premiere ind6finiment diffgrentiable su r  tout 

ouvert relativement - compact de V. 

En utilisant la remarque de 4.4, on peut construire une f o r ~ e  de 
2 Pfaff s u r  la sphere S avec 4 points singuliers, qui admet un systeme 

coh&rent d'int6grales premikres analytiques, mais qui n'admet pas d'inte- 

grale premiere analytique globale. 



- 45 - . 

Andrk Haefliger 

C. Chevalley, Theory of L ie  groups. - Princeton Univ. P r e s s ,  1946, 

E. Coddington and N. Levinson, Theory of ordinary- differential 

equations, 1955, Intern, Series  in pure and applied 

math. 

3 C. Ehresmann et G. Reeb, Sur les  champs d'klkments de  contact de 

dimension p compl&tement int&#ables, C. R. Acad. 

Sc. Paris, 218, 1944, p. 955-57. 

C. ~ h r k s r n a n n ,  Les eonnexions inf init6s irnales dans un espace fibre 

differentiable, Colloque de topologie de Bruxelles, 

1950, CBRM, p. 29-55. 

C. Ehresmann, Sur la  thkorie des vari6tks feuilletkes, Rend. di Mat. 

e appl., Ser ie  V, vol. X, Roma, 1951. 

C. Ehresmann et Shih W. S. , Sur les  espaces feuilletks: th&or&rn% 

de stabilit6, C.R. Acad. Sc. P a r i s ,  243, 19%, P. 

A. 'Haefliger, Sur les  feuilletages des variktks de dimension n - 
p a r  des feuilles fermkes -- de dim. n -  Colloque de 

Topologie de  Strasbourg, 1955. 

A. Haefliger et R. Reeb, VariGt6s (non s6par6es) B une dimension 

et s t ructures feuilletbes du plan, L'enseignement 

mathkmatique, t. 111, 195'7, 107-25. 



Andre Haefliger 

9 A. Haefliger, 'Structures feuillet4es et cohomologie B valeur dans - 
un faisceau de groupoYdes, Comm. Math. 14elv. 32, - 
1958, 248-329. 

10 H. Poincar6, Sur les courbes d6finies par  les 6 q u a t i ~ n s  differen- 

t ielles,  Oeuvres, Tonie 1. 

11 G. Reeb, Sur certaines proprietes topologiques , des vari6t6a 

feuilletees, Act. Sc. et Ind. , Hermann, P a r i s ,  1952. 

12 G. Reeb, Sur l a  th6orie generale des sgsthmes dynamiques, - 
Ann. Inst. Fourier ,  TJI, 1955, 89-115 , 

13 G. Fteeb, Sur une g6ncSralisation d'un theorhme de M. Denjoy, 

Ann. Inst. Fourier ,  11, 1961, 185-200. 

14 N. Steenrod, The topology of fibre bundles, Princeton Univ. Press, 

1951. 



CENTRQ INTERNAZIONALE PIATE MATICO ESTIVO 

( c* I. 84. E. ) 

MICHEL KERVAIRE 

L A  METHORE DE PONTRYAGIN POUR LA 

CLASSIFICATION DES APPLICATIONS SUR UNE SPHERE 

ROMA - Istitvto ntlatematico dell 'Universit8 



L A  METHODE DE PONTRYAGIN POUR LA 

CLASSIFICATION DES APPLICATIONS SUR UNE SPHERE. 

P a r  Michel Kervaire (New York). 

ri Soit f : X -> S une application d'une espace X su r  la  sph&re 

de dimension n. L a  classe d'homotopie de f est complktement caract6 - 
- 1 

ris6e par la donn6e de f s u r  l'image inverse f (V) d'une voisinage ar -  

bitrairement petit V c sn. Plus pr6cis6ment, s i  f ,  g sont deux appli- 
- 1 

cations f, g : X sn et si = g l *  avec u = f " ( ~ )  = g (v), 
alors f et g sont homotopes. 

D6monstration. (Cf. Alexandroff-Hopf, Topologie) 

On peut supposer que V est un disgue (ouvert) plong6 dans Sn. Soit 

alors r : sn 3 sn une application de degr6 1 qui est hom6omorphe 
n 

s u r  V et envoie l e  compl6mentaire de V su r  un point a 6 S . 
Comme r est  hornatope B 11identit6, on a r 0 f 2 f et r o g 2 g. 

Lies hypothbses impliquent r o f = r o g. Q.E.D.  

La m6thode de Pontryagin (Cf. Smooth manifolds and their -1iea- -- - 

tions in hornotopy theory, F Trudy Mat. Inst. im. Steklov - 45, 1955) &I e t i -  

t r e  est bas6e su r  la version 'infinitesimale' de la remarque ci-dessus. 

Dans la suite X s e r a  une variete differentiable (c.  A. d. C m, corn- 

pacte (avec. ou sans bord). I1 est commode de supposer que X est mullie! 

d'une m6trique Riemannienne. Toute classe d'homotopie d'applications 

X --;, sn contient des applications diff6rentiables. On peut done ae limiter 

B ~ o n s i d 6 r e r  ces dernihres. Dans le  cas 051. dim X < n, il n 'y  a quvune 

seule calsse d'homotopie. Dans toute la suite on supposera que dirn X = 

= n + k > ,  n. 
n+k n 

Soit f : X -> S une application diff6rentiable. L1id6e de 
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Pontryagin est  de ca rac te r i se r  la classe d'homotopie de f par  l ' image 

inverse f a )  dtun point a E S" et ;a dCriv6e df de  f le long de 

f a ) .  Ctes t  effectivement possible p o u m  que df soit l'non d6g6n6r6eU 
- 1 s u r  f (a). 

DCfinition. On appelle point regulier x G X de l'application differentia - 
n 

ble f : X -> S un point oh la deriv4e df de f envoie le  plan tan- 

gent B X en x - s u r  l e  plan tangent 21, sn en f(n). 
n 

Definition. On appelle valeur r6guliere - de f : X - S un point 
- 1 a E sn tel  que f (a) soit vide ou ne contienne que des points rkguliers. 

... n 
'une application -- differentiable f : xn+% .... . S --- .- .. , , . -- - 1 e l 'image inverse  f (a) dtune valeur 

-- .- . .- 

rkgulikre a G S" de f et de la  derivee de f le  long de f-'(a). _ _  n 
On remarque tout dlabord que si a E S es t  valeur r6gulikre de 

a lors  est  une sous-vari6t6 de 

Si x ~ + ~  a un bbod, M~ es t  (en general.) une varidte B bord, dont le  

bord est  a lors  contenu dans l e  bord de X .  

Si de plus, on suppose que f / bX (restriction de f au bord $e, 
I 

X) admet egalernent a comme valeur rGguliere, WIk rencontre le  bord 

de X transversalement,  i. e. le fib& no-rmal 8 bM dans bX est  la 

restriction B bM du fibrb normal  de  M dans X. On remarque 6gale. 

rnent que la donnee de la d e r i d e  de f s u r  I&, equivaut 2 la  donnee 

d'une trivialisation yn du f ibre normal de M dans X. (En partiu~.ii iez 

l t image inverse dtune valeur reguliere d'une application a toujouss un TibsF", 

normal trivial. ) 

Pour  obtenir (P@ on prend un n--repere fixe du plan tangent 
n 

E = S en a.  On observe que M le  plan tangent a M en x G WI, 
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est exactement le noyau de df : Tx --+E (T = plan tangent A X en 
X 

x). I1 s'ensuit que df s e  restreint B un isomorphisme de T\1 (le corn- 
X 

plement orthogonal de Mx dans Tx) su r  E. L'image inver*se..par di 

dans Nx du repere fixe choisi dans E fournit un champ de n--rep&res 

normaux a M dans X. 

Pour voir que M et df M caracterise la classe d'homotopie 
n 

de f ,  on reconstruit une application f : X --3 S B partir de la donn6e 

de M C X et pn. 
La  coestruction de Pontryagin-Thom. ---- 

k 
Soit M une sous-vari6t6 de X 

nTk avec champ de n-r'ep&-'r-es 

normaux i f n .  

L e  champ yn fournit un diffeomorphisme 

n 
h : U  - - + M x D  

d'un$ voisinage tubulaire (ferm6) U de M s u r  M 8 lln. S oit 

r : Dn ---3 s n n 
une application telle que r 1 int D soit un homGornor- 

-K 
phisme sur  sn - a et ( s )  = a et soit - : M * D~ ---I. n 

I, 1.1 

projection su r  le deuxikme facteur. 

On definira 

par le  formules 

Comme f(bU) = a: l'application f est continue. (On peut la rend!  e 

differentiable par un choix convenable de r : D~ -----?-. sn0 ) 



L'ambiguite! dans la dkfinition de f nVaffecte pas s a  classe d'homotopie. 
n 

On notera p(M, (P ) toute application X ---+=- S obtenue pa r  le  proc6- 

dB ci-dessus, B part ir  de M C X a v e e  champ . 
Definition. Deux sous-variet6s ferm6es (M . yo ) et (MI, ql) avec 

champ de n-rep&res normaux dans X seront dites -cobordantes s i ,  
l h '  

plongBes respectivement dans X x a et X K 1, elles cobordent dans 
k+f 

X I m e  variet6 V qui rencontre X J bI orthogonalement et 
n 

qui est munie d'un champ de n-rephres normau dont la  restriction F 
'." A M est y i  ( i .= 0. 1). 

i 
L a  variete X &ant donnbe, le --cobordisme dans X est  une 

relation d'dquivalence entre les (IVIk, 10"). 
TheorGme. L a  construction de Pontryagin-Thom fournit une ,corres'ponda,n- - 
ce biunivoque entre les classes -- de ckj -cobordisme de k-vari6t6s dans la -- 

varikt6 fermke X n+k ------ el les, classes d'homotopie d'applications - 

1) Si ( M  V?, ) et (MI. ) sont $?-cobordantes, la  con-. 

struction de Pontryagin-Thom ippliqube B (vkC1, IF ") fournit une appli - 
n 

cation X x I --3 S . C'est  l'hornotopie cherchee entre p(MQ , (P, ) 

et p(M1. q 
2) ~i f : x I --&, S* est  une homotopie entre f, = p(M , ':> 1 

et f l  = p(M1, ) on peut rendre cette homotopie differentiable (sans 

changer f, , f ). D'aprks le  thborgme de Sard (Bull. Amer, Math. Soe. , 
1 

48 (1942), 883 -890), l 'ensemble des valeurs r4guliGres de f est partout 

dense dans sn (X est supposGe conlpaet i ) .  Sans restreindre la  gen6raii - 
n 

te,  on peut donc supposer que a = f,2 (NI, ) - fI(Ml ) c S esl  valeur 
-. f 

rbguliere de f ,  . L a  variete f (a) = vk+' C X x I munie du champ 
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de n-reperes normaux kvident, fournit l e  -cobordisme entre (Mo, :;, ) 

et (MI. Y1). 
n 

3 )  Si a ( sn est valeur r6gulihr.e de f : X -3 S et s i  
- 1 k 

f (a) = M avec le champ q n  obtenu plus haut, on a f p(M, ). 
n 

L'etude des classes d'homotopie dkpplications X --> S ot! 

X est vari6t6 diffbrentiable de dimension n + k s e  ram&ne done a 1'6t.u- 

de du -cobordisme de k-sous-varietes de X muni de champs de 
n+k n-rephres normaux. Dans la suite X = S , et k = 1 et 2. 

L e  cas k = 1 et n 3 3. 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

n+l n Dans le  cas d'une application f : S +---> S , l r image in-ure~r ,. 
1 s e  dtune valeur regulibre est  une variO6 fermee M , de dimension 1. 

sn+l 
donc une rbunion dsjointe de cercles plonges dans 

Comme on l ' a  vu au paragraphe pr6c6dent, MI est munie d'un 

champ q n  de n-repgres normaux. 
. 1 I. 

On peut regarder M' comme plongee dans et (t I-j.5- 

finit une application 

1 
fdJ : M ......-. -.-9 V = So 

n+l, n n+l ' 

On designera 6galement par 13 t: Z2 le reste mod 2 qui carre.. 
1 

spond B la classe d'homotopie de l'application ~3 : M --*-+ SO . . 
1 n.1 1. 

Soit 9 l e  nombre de composantes connexe's de MI. On pose 

Lemme. L e  nombre h (f) .- ne d6phnd - que de la classe dlh.omotopie -- dc t .  

1 
Eneffect s i  ( M  ) et ( M ,  ) sont !? -cobor*dantes 

2 
il existe une surface V , B bord, plongee dans R~~~ A' ' I  avec champ 
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Rn+l qn  de n-reperes normaux, et quui reilcontre z (i) orthogonale- 

rnenten M. ( = 0 )  Depius  1 .  = (P:. 
1 1 

Si l'on adjoint la normale M dans V (int6rieure pour 
i i 

i = 0 ,  ext6rieure pour i = 1) on oblient des champs ( P I i  qui four- 

nissent des applications 

l;j ' : M ----> V - 
i i n+2, n t i  - 'On+2 ' 

Les restes modulo 2 repr6sentant 0' sont et " 
i L" 

D'autre part, comme 1 .st 6tendu su r  V par hypothese, on a 

oh E (V) est la caract6ristique dlEuler de V. Comme V est une 

surface orientable avec go +- 'd trous, on a 

E ( V )  = t- y l  mod 2. 

Donc 

l J o  + ) = c.2 
1 

+ \) mod 2. 

c. q. f .  d. 

On voit facilment que l'application 

h :  Ti. (sn) - Z 
n+l 2 

que l'on vient de definir est un homomorph' isme. 

h est surjectif. - 
1 .. Soit s C X~ c R n+ l 

le plongernent standard du cercle, muni 
, n de son champ [ de n-reperes normaux ( i/:, est  form6 de la norrna- 

1 ' 2  
' J 

le B S dans R suivie d'une base du cornpl6mentaire orthogonal de R 2 



n+l n 
dans R ) En tordarll @I1 p ~ r  m e  applicatjsrl d : S ---> SO n 
qui repr6sente  l e  g6n6rateu-r de "S'I' ($0 ) , or, csbtient un nouveau champ PL fl yn : 

1 Com.me llappli(:ation S SO donn6e p a r  y: es t  11C16- 
n-t-3. 

ment non-nu1 de = Z_,> or1 a 
B -> 

h es t  injectif, 

~ o i t  MI c R ~ + '  une s6uriicrn disjointe de ce-scles plong6 avec 
1 n 

champ (P de n- repkres  nur rnaur ,  ri supposons que h (M , (Ej ) = 0. 

Soient 
1 

MI, . . . . , My les c a r n p ~ s  a3te~. de M . On peu t plonger une sphe- 
2 n 4-2 1 n-i-1 

r e  B \) t rous V dans Ti dunt le bard sera M C R qui ren-  
Rn+l  Rn+l 

contre orthogonalement, et si tuee dYun seul &t6, de dans 
Rn+2 xt 

Ddmontrer que (M1> f[") fou rn i t  une applicatlcn hornotupe B une 

application constante pa r  la  conetruc tion de Pontryagin-'Thorn c 'es t  demon- 
y Z  

t r e r  que q n  peut-Gtre 6tendu s u c  (comme champ d.e n- repkres  no r -  
9 124-2 

maux). On complkte V' en unr  sphere S u  plonpke darts I1 en eol- 

lant les  2-disques plong6s D .  dont le bard erst M., sifu6s de l l a u t r e  cs -  

t6 de R n+l  1 I que V et enesrrtrant onl?(\gonalernent. S' a dans 
Rn+2 

un f ib re  normal  trivial .  D o . 3 ~  la seule obstruction (en dimension 2)  
2 

pour Ctendre s u r  V est 6gale 3 ia sornrne jsur i) dec; obstruc-  

tions pour etendre ('7 = f i q i ~ ~  cornme champ de n - r ep&res  nor-  

maux s u r  Di. 
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Un calcul immediat montre que 8 . = . - 1 oii k repre-  
1 1 i 

sente 01~~. L1hypothPse h (M, (P ) = 0 en t r ahe  . = 0, dl08 
1 

la conclusion. 

L e  eas k = 2. 
--------------- --------------- 

2 Soit M une surface fermee orientable (non necessairement con- 
,n +2 nexe), plongee dans avec un champ (Pn  de reperes normaux. 

On va associer B ( M ~ ,  (P ") une forme quadratique 

2 .  Q : H1 ( M ,  Z2) -> Z 2 .  

2 
Soit X 6 H1 ( M  . Z ) et C une courbe (pas necessairement con 

' 2 - 
nexe) representant x. 

C est une immersion reguliere de V cercles disjoints S1, ..., 
2 S ~ "  

dans M . Si, pour tout x € Si, i - 1, . . . , , on adjoint B (P"(CX ) 

la normale B CS en x, on obtient une application i 

qui determine un element de H (SO ) 2 Z2. 
1 n+2 

On notera egalement LJ le res te  mod 2 representant cet 61Cment. 

On definit 

oh @ est le  nombre de points de self-interseetion de C. 
2 Si C1 et C2 sont deux courbes su r  M , on a immddiatement 
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o C1 + C2 a l 'interpretation Bvidente, et C1 . C2 est l'intersection 

des classes d'homotopie mod 2 representkes par C1 et C2. 

Lemme : Si C1 .-- C 2 mod 2, a lors  

2 
Autrement dit, '  Q est  bien une fonction s u r  H1(M ; Z2), ZL valeurs dans 

oh x.y est  l ' intersection des classes x et y. 

DBmonstration - : On remarque tout d'abord qu'il est  suffisant de demontrer 

le  lemme sous llhypoth&se C1 - C2 (en tant que cycles B coefficients en- 

t iers) .  

En effet, si Cl r C 2 
mod 2, il existe une courbe C telle que 

C2 C. C1 + 2C. L16quation (*  ) ci-flessus implique 

Q (c, + 2C) = Q (C1) mod 2 ,  

et par suite, Q (C2) = Q (C1 + 2C) e n t r a k e r a  la  conclusion. 

Si C1 r-. C2, on a C1 . C2 = 0. En vertu de la  formule ( ), 

il est  donc suffisant de demontrer que C -- 0 implique Q (C) = 0 . 
Si C w 0, on peut, par  un nombre fini d10p6rations de la  forme 

,- 
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remplacer C par  C' .-. C telle que C' n'a plus de point double. On 

remarque que l e  passage de C B C' ne change pas td et change cp 

et d'une unit6. L'expression L3 + + \) res te  donc inchang6e. I 
I 

Finalement, il suffit de d6montrer que si C est un systhme de courbes . I 
2 

simples s u r  l a  surface M , et s i  C h. 0, alors  Q (C) = W + = 0. 
2 

Or, dans ce cas, C borde une surface B bord v2 (r6gion de M ) et 

v2 est munie d'un champ de repbres normaux dans . D'autre 
n+l part Q (C) es t  prbcishment la  valeur de h (C, ) du cas k = 1. 

En vertu des resul tats  pour k = 1 on a Q (C) = 0. 

L'invarisnt d'Arf d'une forme quadratique. 

Soit H un espace vectoriel s u r  
z2 

et Q : H .--+ Z 2  m e  

forme quadratique (relative a une forme altern6e bilin6aire non-dkg6n6r6e 

H @ H Z notbe x. y). L'application Q satisfait donc B 2 

On sai t  que 116xistence de la  forme alternee bilinbaiye non-dkkn6r6e 

implique la parit6 de dim H. 

Definition. On appelle base symplectique de H une base vectorielle 

U I J " * J  vl ,  ... , v te l l eque  u . u = v . v = 0 et m i j i j 
u . v -  
i 

- m ' ~  pourtout  i, j = I . . . . ,  m. 
j i j  
On convient que la base vide est  symplectique. 

Lemme. H admet toujours une base symplectique. 

(La d6monstration es t  6lbmentair-e). 

Definition. Soit u l J  . . . , u mJ Vl , . . . ,  v une base symplectique. 
m 

L'expression m 
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e s t  appelee invariant dlArf de Q. 

Lemme, C(Q)  ne d6pend que de Q (e t  en  particulier ne depend pas d c  l a  bas(. 

sympleetique choisie pour l e  calculer).  

(La  demonstration e s t  dans Bourbaki). 
2 n+2 2 

Definition. Soit (M , n, dans R et  Q : HI ( M  ; Z 2 )  -----+ Z 
2 

l a  forme quadratique associee.  L a  signature de  ( M ~ ,  (P ") est pa r  d6fini- 

tion l ' invariant de Q . 
2 

Lemme. L a  signature de ( M  , ") - es t  un invariant de l a  ---- c la s se  de Y - 
cobordisme. 

2 
11 e s t  suffisant de demontrer que si (M , ) e s t  l e  bord de 

n+3 n 2 v3 C K avec champ 9 , a lo r s  l a  signature de (M , fan) rst nulle. 
n+ 2 3 n+2 TI,+-3 

(&I2 C R , l a  vari6t6 V situce d9une cot6 de R dans R et r e n  . 
n+ 1 

contrant R 
2 

orthogonalement suivant M ). 
3 2 

On prend s u r  V une forrction c( dont M e s t  surface di. nivtlau, 

et  dont l e s  points cr i t iques sont non-d6generC?s. Si a & R e s t  valeur rGga- 

l i e re  de 4 , l ' image  inverse d -'(a) e s t  une surface M plonge8 daris 
3 

a 
3 

V . On adjoint A )D I M l a  norrnale B M dans V (correspondant par  a a 
'%. exemple B l a  direction positive s u r  R). Pour  chaque vari6t6 M , la  qigna- a 

tu re  es t  d6finie. 11 e s t  evident que M et Mb ont m@me signature si l ' in te r -  
a 

valle (a ,  b )  ne contient que des vs leurs  r6guli6res de l a  fonc tion cA . Pour 
2 

dernontrer que (M , 9 ") a une signature nolle, il suffit de  vn j r  qutz l a  si- 

gnature de M ne change pas quand on t r ave r se  une valeur cri 'clqut.  (nori t-e - 
a 

guli6re) de c% . On peut supposer* qu9iP n'y a qw'un point critique dt? .r. pour 

chaque valeur critique. 

Cas.  I .  Si c es t  valeur crit ique correspondant B ucl poinr. cr- i t lqt l r  

d'index 0 ou 3,  M el M d i f fhen t  pa r  une sphert- r i i s  jor"n- 
c -E ct. E. 
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te. Leurs  signatureb soht done 6gales. 

Cas 2, Si c es t  valeur critique pour un point critique d'index 

1 on 2, l'une des vari6t6s M . on M est obtenue B par t i r  de 
C - 2  c -I- f- 

l 'autre en collant un tube. Si l e  tube es t  boll6 B deux composantes distinctes, 

les  signatures des deux vari6t6s sont encore trivialement 6gales. 

Si le tube est coll6 & une seule composantes, i l  faut ajouter deux 616- 

ments u, v B l a  base symplectique. u es t  repr6sent4 pa r  un parallhle 

du tube qui s e  fe rme  en une courbe s u r  l a  variitt6. v es t  repr6sent6 pa r  

un m6ridien du tube. On ignore Q (u), mais Q (v) est  nitcessairement 

nu1 ca r  le  representant de v .  est  isotope 3 une courbe homologue B zero de 

la  vari6t6 originale. 

Dans tous les  cas la  signature de la  vari6tit r e s t e  inchang6e h la  t r a -  

vers6e d'une valeur critique. 

On obtient donc une application 

qui est  evidemment un homomorphisme. kw 

Surjectivite. On construit une surface M~ C R n+2 n 
avec champ (P 

de reperes  normaux dont la  signature es t  1 b Z2 de la fapon suivante: 
1 1 3 On prend M~ = S /x S C R C R n+2 

et l1on munit M~ du n-champ 
1 1 normal canonique (Pa ( q, consiste en l a  normale B S X S dans 

R~ suivi d'une base de Rn+2 3 1 
R Soit d :  S 4 SO un rep r6 -  

1 
n 
1 sentant du genitrateur de IT1 (SO ). On definit : S X S - SOn 

n 
par  ( x  y) = $, ( x )  (y) oh le point dksigne la  multiplication dans 

SOn. L e  champ tt est obtenu 3 par t i r  de t n  en 'tordant' par  l1ap- 

plication P : 



- 13 - 
Michel Rervaire 

1 1 
Les cycles { = S x ( i ) et ly = ( x ) X S forment une base sym.- 

2 plectique de HI (M ; Z 2 )  et Q ( f ) = Q (7 ) = 1. Donc 

C ( M ~ ,  yn) = 1.  

Pour 11injectivit4, ,Pontryagin fait appel B un argument simple de 

theorie de llhomotopie dlaprbs lequel 7 ,+2 (s") ne peut avoir plus de 

2 616rnents: 

~ornrne la suspension -IT4 (s2) -> n+2 (s") est surjective, 

-%+z ($3") nla  pas plus d1b16ment que Tg (S ). D1autre part 
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S. Smale 1) 

1. Pre l iminar ies  

A ( f i r s t  o r d e r )  differential equation -- ("autonomous") may be consi-  

dered a s  a ca) vector field X on a cCO manifold M (for simplici-  

ty, for   the moment we take the c ' ~  point of view; manifolds a r e  assumed 

not to  have a boundary, unless s o  stated).  F r o m  the fundamental theorem 

of differential  equations, there  exist unique c solutions of X through 

each point of M. That i s ,  i f  x E M, there is a curve (-& (x), ( t ( c E 

such that, yo (x)  = x, -?Yd.?( = x ( q t 0 ( x ) )  i f / t o l ~ t ,  
dt t= to  

and (Y (x) is c'O on ( t ,  x )  (in a suitable domain). 

Moreover if  M is compact then (x) is defined for a l l  

t 6 R (R the r e a l  numbers)  and X defines a 1-parameter  group of 

transformations of M. 

More precisely,  a 1-parameter  group of transformations of a mani - 
h, K* 

fold M is a C map F : R x M-+ M such that if gt (x) = F (t; x), 

then 

Then for  each t ,  Ot : M --3M is a diffeomorphism (a  differen- 

tiable homeomorphism with differentiable inverse) .  A differential equation 

1) The author was a Sloan fellow during par t  of this work. 
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on a compact manifold defines o r  generates  a 1-parameter  group of t r a n s  - 

formations of M. We shal l  s ay  more  generally that a dynamical sys tem 

on a manifold M is a 1-parameter  group of transformations of M. 

If q t  i s a d y n a m i c a l s y s t e m o n  M, 
d t 

defines a C vector field on M which in turn  generates  (Pt. W e  

also speak of X ag the dynamic1 sys tem.  

Let  X,  Y be dynamical sys tems on manifolds MI ,  M2 respec  - 

tively generating 1-parameter  groups t ,  y t .  Then X and Y 

(or  q t ,  Yt)  a r e  said to  be (topologically equivalent if  t he re  is a 

homeomorphism h : M1 -+ M 2  with the property that h maps orbits 

of X into orbi\s of Y preserving orientation. 

The homeomorphism h : MI-+ M 2  will be called an equivalence. 

Often M1 = M2. 

The qualitative study of (I s t  o rde r )  differential equations is the 

study of propert ies  invariant under this  notion of equivalence, and ultima- 

tely finding the equivalence c l a s ses  of dynamical sys tems on a given ma-  

nifold. 2)  

In this  paper we a r e  concerned with the problem of topological equi - 
valence. An especially fruitful1 concept in this direction is that of s t ruc -  

tura l  stabili ty due to Andronov and Pontrjagin, s ee  [5] . The definition 

in our context is a s  follows. 

Assume a fixed manifold M, s a y  compact for  simplicity, has s o -  

m e  fixed me t r i c  on it.  An equivalence h : M -9 M (between two dynami- 

ca l  sys tems on M )  will be called an c -equivalence if i t  i s  pointwise wi- 

2 F o r  a survey of this problem s e e  talk in the Proceedings of the Interna- 
tional Congress  of Mathematicians, Stockholm 196 2. 
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thin 1 of the identity. One may speak of two vector fields X and Y 

on M a s  being C '  c lose (o r  dC,  (X, Y)  4 6 ) i f  they a r e  pointwise 

ems  close and in addition, in some fixed finite covering of coordinate syct 

of NI, the maximim of the difference of their  1st  derivatives over al l  the - 

s e  coordinate sys tems i s  small .  (Similarly one can define a c 1  topolo- 

gy, 1 h r < , s e e  [7] ). Then X is s tructural ly  s table  i f  given 

E 20, t he re  exists 3 2  0 such that i f  a vector field Y on M s a -  

t isfies dC I (X, Y)L , then X and Y a r e  k' -equivalent. 

The problem of s t ruc tura l  stabili ty i s :  

given M compact,  'are the s t ructural ly  stable vector fields on M, i n  

the above C topology, dense in a l l  vector fields. If the dimension of 

M is l e s s  than 3,  the answer is yes by a theorem of Peixoto [9] ; in 

higher dimeosions it remains  a fundamental and difficult problem. 

Although in this paper we a r e  not concerned explicity with s t ructu-  

r a l  stability, this  concept l ies  behind the scenes.  Attempts at  solving the 

problem of s t ruc tu ra l  stability, guide one toward the study of, the generic 

or  general dynamical sys tems in contrast  to  the exceptional ones. X*; 

There  s e e m s  to be no general reduction of the qualitative problems 

of differential equations. However, there  is a problem which has some 

aspects of a reduction, This is the topological conjugacy problem for  dif- 

feomorphisms wich we proceed to  describe.  

Two diffeomorphisms T ,  TI : MI 4 M2 a r e  topologically (diffe- 

rentiably) conjugate if there  exis ts  a homeomorphism (diffeomorphism) 

h : M1 -32 M2. such that T 'h  = hT. Often MI  = M2. This topological 

conjugacy problem is to obtain information on the topological equivalence 



3)  
c lasses  of diffeomorphisms of a single given manifold. 

When dim M = 1, the problem is solved according to  resu l t s  of Poincar6, 

Denjoyand others ,  s e e  [2] . F o r  dim M > 1, there  a r e  ve ry  few general 

theorems. We now explain the relevance of this problem to differential 

equations. 

2. C r o s s  -sections 

Suppose X, o r  LOt, is a dynamical system on a manifold M. 

A c r o s s  -section for X is a submanifold 2 of codimension 1 of M, 

c l o s e d i n  M, such tha t  (a) is t r a n s v e r s a l t o  X, 

(b)  if  ~ € 2  , t h e r e i s a  t > 0 

with St (x)  6 2 , 

( c )  if x ~ x ,  t h e r e i s a  t r :  0 

with O t  (x)L 2 , and 

(d) Every  solution curve passes  

through . 

If Y admits a c ross-sec t ion  2 , one can define a map 

T :I.-+ 2 by T (x) = gto (x) where to  is the f i r s t  t greater  

than zero  with (0 (x) E . It is not difficult to  prove that T : z4Z 

is a diffeomorphism, called the associated diffeomorphism of Z . 
One can  a lso  easi ly  prove that, if  M is compact and connected, 

then conditions (c )  and (d)  in the definition of c r o s s  -section a r e  conse- 

quences of (a)  and (b). 

3' See footnote 2. 
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is a point p t Z such that there is an integer rn f 0 with T~ (p)=p 
th 

( T ~  denotes the m power of T as  a transformation). The following 

is clear 

2. 5 Lemma 

Let (Ft be a dynamical system on M with cross-section 

and associated diffeomorphism T. Then p 6 2 is a periodic point of 

T i f  and only i f  the orbit of the dynamical system through p is closed. 

A local diffecmorphism about p E M is a diffeomorphism 

T : U -2 MJ U a neighbourhood of p and T (p) = p. Two local dif- 

feomorphisrns about pl G MI, p2 b M2, T1 : U1 -> M1, T 2 :  U 2 3 M 2  

a re  topologically (differentiably) equivalent if there exists a neighbourhood 

U of p1 in U1 and a homeomorphism (diffeomorphism) h : U 4 U2 
- 1 

suchthat  h ( p 1 ) = p 2  and T 2 h ( x ) = h T 1 ( x )  for x 6 T 1  ( U ) O U .  

The following is easily proved; 

2.6 Lemma 

If X i s  a vector field on a manifold M, X (p) f 0,  for tqme 

p M, there exists a submanifold 2 of codimension 1 of M con- 

taining p and transversal  to X. 

Let be a closed orbit of a dynamical system y t  genera- 

ted by X on MJ p & . Let be given by 2. 6 'containing p ' ,  

with (CL Ill) t r 7 p . One defines a local diffeomorphism T of 

about p by T(x) = ( k )  G where x is in some neighbouhrdod U t 
of p in and t i s  the f irst  t > 0 with y t ( x )  G z . Call 

T' : U - , the local diffeomorphism 
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associated to  the closed orbit  , a local cross-sect ion.  

2. 7 Lemma 

The differentiable equivalence c l a s s  of T depends only on f 
and the vector field X. It is independent of p and . 

Proof .  Let  p l ,  p2 6. with local cross-sect ions 'Z 1, Z 2  

respectively. Assume f i r s t  p l  f p2. Then we can assume - 
2 f i x 2 = #  . Define h : U --> 2 2,  for U a sufficiently smal l  

neighbourhood of p in Z 1, by h (x) = qt  (x) fo r  x c U by tak- 

irig t > 0 the f i r s t  t such that q t  (x) d 2 2 .  Then h ac ts  a s  

a differentiable equivalence. If pl = p2,  take p 3 6  [ , distinct f r o m  pl, - 
and with local c ross-sec t ion  3. Then apply the preceeding to  show 

that the local diffeomorphism of is differentiably equivalent to  that 

of 2 and that of is differentiably equivalent to  that of i. 
Transitivity fineshes the proof. 

Now given a local diffeomorphism about p C z ,  T : U - > x ,  

x* one can construct a manifold Mo, with a vector field Xo, containing ;a 

closed orbit  d/ with 5: a s  a local cross-sect ion.  The construction is 

the same a s  in the global case.  Moreover,  and this is a useful fact, the lo -  

cal  analogues of 2. 2 - 2. 4 a r e  valid. 

3. 1 Theorem 

Let A : E" -4 E~ be a l inear  transformation with eigenvalues 

satisfying 0 <' I/\ 1 .I C 1. Then the re  exis ts  a Banach space  s t ructure 

on E~ such that / (A] /  = C 1. 

The proof follows f rom the fact that every r ea l  l inear  t ransformation 
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is equivalent to a direct product of the following real  canonical forms 

a r e  

and 

Here f can be taken arbitrari ly small, 

the eigenvalues. These canonical forms may 

a n d d +  i p  . d * * i P  
be deduced from the usual 

Jordan canonical form, and the following two easy lemmas. 

3. l a  Lemma 

The linear transformations given by the following two matrices a r e  

equivalent, where d , P a r e  real.  
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3. l b  Lemma 

The l inear  transformations given by the following two matr ices  a r e  

equivalent where b/ is non- zero,  but otherwise a rb i t ra ry .  

The equivalence is given by 

A l inear  transformation satisfying the conditions of 3. 1 will be ca l  - 

led a l inear  contraction. 
x* 

3. 2 Theorem 

Let  T be a local diffeomorphism about the origin 0 of E~ 

whose derivate L at 0 is a l inear  contraction. Then the re  is an equi- 
00 valence R between T and L which is C except at  0. In fact 

n there  is a global diffeomorphism T t  : E -> E~ which ag rees  with T 

in some neighbourhood of 0 and a (global) equivalence R between 

T t  and '  L ,  C w  except at 0. 

Proof - 
By 3 . 1  w e c a n a s s u m e  N L J /  C 6 4 1, and tha t  T ( x )  = 
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= Lx + f (x) where 'I ' (x)" 3 0 as  ix, /  -> 0.  Choose r 2 o I\ x ll 
so  that 11 T (x)l\ L (1 - @ ) 11 xlf for  11 xll < r. The following is well 

known. 

3. 2a Lemma 
(d 

Given r o, there exists a rea l  C function on E~ 
n 

which is one on a neighbourhood of 0, )I (P (*)I\ _C 1 for all x t E , 

and q ( x )  = 0 for all 11 xu 3 r .  

Let f (x) = (O (x) f (x) where (p (x)  is given by 3. 2a. Then 

it is sufficient to prove 3. 2 for To and L where To (x)  = LAx + f (x),  

and To is defined on all of E". Observe that for )(xll > r ,  To (x) = 

n 
= Lx. Define R : E"-> E by R (0) = 0 and Rx = ToN L - ~  

where N is large enough s o  that \I L - ~  x 11 > r. It is easy to check 

that R is well-defined, has the equivalence property, and is a C B" dif - 

feomorphism except at 0. It remains to check that R is contirluos at the 

origin, o r t h a t  [lR(x)ll -> 0 a s  I]xll -> 0 .  F i r s t n o t e t h a t t h c r e  

exists k C 1, so  that for all  x t E", llT0 x (1 C kx. Also Rd?) = 

= ToN L - ~  x = T~~ y where y = L - ~  x and we can assume /( y / /  2 M. 

Then continuity follows from the fact that as  ) I  xll - 0, the N of defi- 

nition of R (x) must go to infinity. 

A local diffeomorphism satisfying the condition of 3. 2 is c:~llcd a 

local contraction. Acontraction of E 9  is a diffeomorphism T of E 4 

on to itself such that there is a differentiably inbedded disk D C' E with 

T Dc interiqr D, f l  i20 
Y 

Till = origin of E , Uic 0 (, 
13 TiD = EI . 

Thus usiqg 3. 1, the T constructed in 3. 2 i s  a contraction. If all the 

eigenvalues of a linear transformation L have absolute value greater 

that one, then L is called a linear expansion. . - - .. 



S. Smale 

If the derivative at  p of a local diffeomorphism T about p is a l inear  

expansion then T is called a local expansion. The inverse of a l inear  

(local) expansion is a l inear  (local) contraction. In this way 3. 1 and 

3. 2 give information about l inear  and local  expansions. 

The following theorem was known to  Poincar6 for dim E = 2: One 
* 

can find n dimensional versions in  Petrovsky [lo] . 'D. C. Lewis 163 , 

Coddington and Levinson [2l , Sternberg [14] and Hartman [4] . Some 

of these authors were  concerned mainly with the s imi lar  theorem for diffe- 

rential  equations. 

3. 3 Theorem 

Let T : U -+ E be a local diffeomorphism about 0 of Eucli - 

dean space whose derivative L : E -> E at 0 is a product of 

L1 : E l  - E l .  I,% : E 2  -> E2.  E = E l  x E 2  where I I L ~ I ~  , 
I / L - ~ [  1. Then there  is a submanifold V of U with the following 

propert ics  : k* 

( a )  0 6 V,  the tangent space of V at 0 is E l ,  

(b)  T V C V, and 

( C  there  exis ts  a differentiable equivalence R between a local diffeo- 

morphism T '  about 0 of E whose derivative at  0 is L1 

and T re s t r i c t ed  to  V. 
t n  

(d)  V = AjzO Bj where Bo = U '1  T U  and Bj is defined inducti- 

vely by Bj = T-' (Bj-1 0 Bo). 

Due to  the previous discussion in this section, the hypothesis of 
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3, 3 is mild, merely that no eigenvalue of L has absolute value 1. One 

may apply 3, 2 to the restriction of T to V. Note by applying 3. 3 to 

T" one can obtain a submanifold V2 of U containing 0 whose tan- 

gent space at 0 is E2 and T restr icted to V2 is a local expaqsion. 

We call V the local stable manifold, V2 the local unstable ,manifold 

of T at a. 
Use (x ,y)  for coordinates of E = El  x E2, SO that one can write, 

using Taylor I s  expansion, . . 

The proof of 3.  3 is based on the following lemma. 

3 . 4  Lemma 
€0 

Thereex is t saun ique  C map $ : U 1  -> E2a U1 aneigh-  

bourhoodof ,O in E l ,  @ ( o ) = O ,  $ l ( o ) = O  satisfying 

3 . 5  $ ( L ~ X + B ~  (x, # ( x ) ) ) ' L ~  d ( x ) + g 2 ( x a  $ ( x ) ) .  

Furthermore (x, $d (x)) E 8 j;o Bj> B as  in (d) of 3 . 4 .  
j 

To see  how 3. 3 follows from 3. 4, let V be the graph of f , 

i. e. V = (x, '$(x)) El  x E2 for all x in U1, where by 3. 2 we 

assume TIU1 C U1. Then letting R : U1 -3 V be defined by R(x) = 
- 

= x @ (x)),  T1 : U1 -* El  by TI (x) = Ll x + gl  (x, (x)) and 

using the equation of 3. 4, it is easily verified that V, R, TI satisfy 3. 3 

Thus it remains to prove 3. 4. 

This we do not do here,  but remark that one solves the functional 

equation 3. 5 by the method of successive approximations. 

4. Stable manifolds .- of a peri,odic orbit 
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The global stable and unstable manifolds we construct in this section 

were considered by Poincare and ~ i r h o f f .  [l] in dimension 1 for a su r -  

face diffeomorphism. The analagous stable manifolds for !a dynamieal sy-  

stem (see section 18) have been considered by Elsgoltz i3] , Thom 1157. - 
Reeb [l I] and in 0 2 1  . , 

Suppose T : M -3 M is a diffeornorphism and p 6 M is a pe- 

riodic point of T so that T~ (p) = p. The derivative L of T~ at 

p will be a linear automorphism of the tangent space Mp of M at p. 

The point p will be called an elementary periodic point of T if  L 

has no eigenvalue of absolute value 1, and transversal i f  no eigenvalue of 
i t 

L. i? equal to 1. 

4. 1 Theorem 

bet  p be an elementary fixed point of a diffeomorphism 

T : M -> M, and E l  the subspace of Mp corresponding to the eigen- 

values of the derivative of T at p of absolute value l ess  than 1. Then 
P, 

there is a C map R ': E l  --> M which is an immersion (i. e. oh,ank= 

= dim El everywhere), 1-1, and has the property TR = RT1 where 

TI : E l  -4 E l  is a contraction of E l .  Also R (p) = p and the derivative 

o f ,  R at p is the inclusion of E l  into Mp. 

Proof. Oneapplies 3.3. T h e m a p  R of 3.3, say R o , ' i s  

defined in a neighbourhood U of 0 in E l  into M. We now ext<end, 

it to all of E l  to obtain the map R of 4. 1. By 3. 2 we can assume 

T' of 3. 3 is a (global) contraction of El .  If x € El,  let Rx = 

= T - ~  R , T ' ~ X  where N is large enough s o  that ~~~x 62 U. It may be 

verified with little effort that R is  well-difined and satisfies the condi- 

tions of 4, 1. 
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The map R : E l  -+ M, o r  sometimes the image of R, is called 

the stable manifold of p or  T at p. The unstable manifold of p 

or T at p is the stable manifold of T at p. These objects seem 

to be fundamental in the study of the topological conjugacy problem for dif- 

feomorphisms. An (elementary) periodic orbit is the finite set 
i 

T p where p is an (elementary) periodic point. The defini- i& I 
tion of the stable manifold for an elementary priodic orbit (or sometimes 

elementary periodic point) is a s  follows. Let 9: El  -> M be the s ta-  

ble manifold of T~ at p where m is the least period of p, p 

in our periodic orbit. Then R : E~~ --> M is defined by R = T~ (I? 
i 

where 0 G i L m and E l  is a copy of El.  Thus the stable manifold 

of a periodic orbit is the 1-1 immersion R of the disjoint union of m 

copies of a Euclidean space. The stable manifold of a periodic point B 

is defined to be the wmponent of the stable manifald of the associated pe - 
riodic orbit in which B lies. The unstable manifold of a periodic orbit 

(periodic point) is the stable manifold of the peiodic orbit (periodic point) 

relative to T-l, 

5. Elementary periodic points 

Let be the set  of all diffeomorphisms of class cr of a 

fixedcompact cr manifold M on to i t s e l f ,  a,> r > 0. E n d o w P  

with the cr tspology (see 1 7 3  ). It may be proved that 63 is a com- 

plete metric space. We recall  that in a complete metric space the coun- 

table union of open dense se ts  g u s t  be dense. 

5. 1. Theorem 

Let M be a compact cr manifold, r > 0,  and D the spa- 
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ce of C' diffeomorphisms of M endowed with the cr topology. Let 

P C  &) be the set of T with the property that every periodic point of 

T is elementary. Then is a countable union of open dense sets.  

We prove the following stronger theorem which implies 5. 1 (since 

f = r) $ Z' denotes the positive integers). 
46 2 +  f ) 
I 

5. 2 Theorem 

Let D be as  in 5. 1 and f be the set of diffeomorphisms 
P 

T with the property that every periodic point of T of period p i s  

elementary. Then @ is open and dense in D. 

Proof 

We first show that @ is open 8 . Let T o e  @ , 
P PA 

TI 3 To in D, Ti 6 D. It must be shown that Ti 6? O A p  for l a r -  

ge enough i. Suppose not. Then there exist p i  i = 1, 2,  . . . . , 1 pi\ < p, 

such that T~~~ (xi) = xi and xi is not an elementary periodic point of 

Ti of period pi. By choosing subsequences, we can assume xi  -4 x,E fl 

and the pi a r e  constant say po. Then T'O (x,) = x0. bus 
xo is a periodic point of T of period po J p and elementary since 

@ So the derivative of T'O at xo has no eigenvalue of absolu- T f p. 

te  value 1. On the other hand the derivative of T~~~ at xi for all i 

has an eigenvalueof'absolute value 1. This is a contradiction since 

Ti -> T in the cr topology, r > o, and xi --+ xo. 

6' is dense in 6' - 1  P 3 I >  U o = D v  
0 

We next show that P 
This will finish the proof of 5. 2. Let be the analogue of @ 

P P 
with elementary replaced by transversal.  Then it i s  sufficient to prove: 

(1) @ P i\ P-1 is dense in pp-l. and ( 2 )  fp is dense in 



- 17 - 

S. Smale 

W k  f i r s t  do the main step, (1). P' 
For  p = 1, we use the following easily proved lemma. 

5; 3 Lemma 

Let T : M -> M be a diffeomorphism. Then x G M i s  a t rans-  

versal  periodic point of T of period' p ' i f  and ohly if the graph l7 of 

T' and the diagonal A in M x M intersect transversally at (p, p) 

(i. e. the tangent space of A and P at (p, p) span the tangent space 

of M x M  at (p,p')  

Then a general position theorem of differential topology applies to 

yield that is dense in (see Thorn 1163 ). 

Let T f  @ p-l and p l , . . . ,  f be all the periodic points 

of T of periodic < p-1. Then one can find neighbourhoods Ni of 
k P i  so  that any periodic point of T in N = i=l  Ni of per iods  p 

is one of the p and elementary. 

 owlet 6 = m i n x  CL(M-N)  d (x, T ~ X )  where 1 i 1 < p-i. 

Then b > 0. By possibly choosing 5 smaller we can assume %bat 

any set U of diameter 2 5 is contained in a coordinate neighbow - 
hood of M and hence that T (U), has the same property. Next for  

2. € Ma let U (x), V (x), W (x) be neighbourhoods of radius 5 ,  
1 / 2 5  , 1 / 3 5  respectively. Let (Ud , Vd , WA ) for d = l , . . .  , q  

be a finite set  of these such that V = M, for each d choose a coor- 

dinate neighbour hood Ed 3 CLTUd . 
- 1 

Then using the linear structure of Ed , T-S : Dd Ed is a 

well defined map where S = T P-' and D l =  { x 6 udI S- lx  & E ~ } .  

By Sard's theorem, see e. g. 116) , choose a map P, : Dd -) Ed , small  
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- 1 

w i t h i t s f i r s t  r derivatives s o t h a t  T-S : - E has 0 a s  
4 

a regular value. Starting with d = 1, let T1 = T outside U1, T1 = 

= T / g1 on V1 using 3. 2a. Then T1 restr icted to V1 has t rans-  

versal  periodic points of period p a s  can be seen a s  follows: 

If x E V1 and T~~ ( x ) = x ,  then T~~ (x) = T  (P-1) T1x 
- 1 - 1 

and T l x Z S  x. So ( T 1 - s - ' ) x = O  ands ince  T1 - S has a r e -  

gular value at 0, the derivative of ' at  x is non-singular and 

x is a t ransversa l  aingular point of T1 of period p. 

One makes the same  construction for a( = 2, . . . , q, making su re  

that gd is s o  smal l  with respect  to  the "bump function" that the diffeo- 

morphism retains i ts  desirable qualities on N and W1, . . . , WJ - 1. 
- 

This proves that Fp is dense in Fp-l. I - 
We finally show that f is dense in Let To € 63 

P' P' 
Then by 5. 3 the periodic points of To of period p a r e  isolated, 

hence finite in number, say  , . . . P k. Let NIJ  . . . , Nk be 

disjoint Euclidean neighbourhoods of the /f i. Then it is sufficient% 

show that given i ,  1 5  i f k, there  exists a diffeomorphism 

T : M .+M such that T = To outside of Ni, T approximates To, 

and T has f a s  an elementary periodic point. This can be easily 

done using 3.  2a and the fact that l inear  transformations with no eigenva- 

lue of absolute value 1 a r e  dense in all  l inear  transformations. This fini- 

shes the proof of 5. 2. 

Remark 

If T 6 @ , then given an integer N,  there exists only a finite 

number of points of period _C N of T. This follows $om 5. 3. Hence 



T has only a countable number of periodic points. 

6. Normalintersection 

Two submanifolds W1, W2 of a manifold M have normal inter- 

section i f  for each a a W1 fl W2, the tangent space of W1 and W2 

at x span the tangent space of M at x. A diffeomorphisrn 

T : M .3 M has the normal intersection property i f  when , P 
a re  generic periodic points of T,  the stable manifold of 17 and the 

unstable manifold of P 2 have normal intersection (this definition is 

clear even though the stable manifold is not strictly a submanifold). 

Let 0 and be a s  in the previous section and let be the 

subspaoe of of diffeomorphisms with the normal intersection property. 

6. 1 Theorem 

t) is the countable intersection of open dense subsets of & . 
(The f irst  theorem of this kind seems to  be [13] ). 

Let our basic rnanifpld M have some fixed metric and let Nt (x), 

for f r o, x M, denote the open 2 neighbourhood of x in M. 
%* 

Let R+ be the set  of positive rea l  numbers. 

6. l a  Lemma 

For  each p C z+,  there exists a continuous function 

2 : (Y -3 R+ with the following property. If T € @ P ' x E M  

is a periodic point of T of period C p, then CL [ N ~  (T) (x) 0 ~ l x $  CW(x), 

where W (x) is either the stable or unstable manifold, wS(x) 
u 

Qr W (x) respectively, of x with respect to T. 

Proof 

It is clear  that on an open neighbourhood % of each T .  'A 6 6)p 
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that onecanf indacons tan t  function Ed withtheproperty of 2 of 

6. la.  Let iA , Nd be a countable covering of @ of this type, 
I 

P 
d = 1, 2, - - -  . Thenlet  z ' =  2 1 on N1, 2 = m i n (  2 1, 5 2 )  

on NZ - N1, min ( 2 1, 2 2. 2 3 )  on NCJ - N1 - N2 e t c . .  Then 
1 

is  lower semicontinuous on F ~ .  
Finally, for example by Kelly, 

General Topology, New York 1955 p. 172 one can obtain the 2 of 6. la .  

Now if x is a periodic point of T 6 Fp of period 5 p, let 
<I. 2- - r h 2 

L ~ ( ~ ) = L  ( X , T ) = C L  L N  2 ( T ) ( ~ ) n  w , = s  o r  l = u. 
k 

Define 5 p, t Zt, to be the subspace of f of diffeomorphisms 

with the following property. If x, y 6 M a re  periodic points of period 
k 

& p of T C pP, then at  each point of T (LU (x)) 1? T - - ~  ( L ' ( ~ ) ) ,  
u S 

W (x) and W (y) have normal intersection. 

6. 2 Theorem 
k 

2 ,  is open and dense in D. 

Note that ( 6 .  1) follows from (6. 2 )  because = 0 E~ 
~ , E G  z+ 

For  6. 2 we f irst  remark that 2 kp is clearly open in 

Hence in view of 5. 2 it is sufficient to show that 2 P 
is dense ik 

0 u P. 
Let T G  @ p. Denoteby ply - -  pe the periodic points 

n 
L 2 

of T of period < p with stable and unstable manifolds Wi = W ( p i ) ,  
cL 
I = s ,  u. 

1 

We will consider only approximations T '  of T which agree 

with T on some neighbourhood Vo of the P i, and so that P i ,  

j. = 1, , . . , k a r e  precisely the periodic points of T '  of period f- p. 
S 

Let the corresponding stable manifolds of such a T '  be noted by Wi , 
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i = 1 . . . k etc. 
Zc z, 

With T' asabove,  t he re i s acanon ica l rnap  q : W i  -> Wi , 
S 

' = s u i = 1, . . . , k defined a s  follows. If x Wi , m = periodf i, 

there is a positive integer No such that Tmn(x) t Vo for all N p No. 
n Let 7 x = T -mnO Tmnox. For  x 6 Wi one takes n - c no L 0.  

Then 9 is a well defined 1-1 immersion. 

Now fix i ,  j, 1 5 i, j 5 kn. It Is sufficient for 6. 2 to approxi- - 
k u' 

mate T by T '  asabovesuchtha ton the in te rsec t ionof  T (Li ) 
' -k s t  

and T (L j  ) w?' and wjsl have normal intersection where 
I 

Liu = q L ~ ~ ,  L~~ = L ~ (  p i ,  T )  etc. 
- 

The first  stage of this argument i s  to replace T~ (L:) and 
-k 

T (L .") by submanifoldp of MJ Y1 and Y2 respectively with the 
J 

following properties : 

(6. 3)  The Yi a r e  diffeomorphic to disks, 

wiU 3 T ~ '  (yl ) )) y1 T~ ( L ~ ~ )  

Here M 1  is the least period of P iJ r n 2  that of p and ))* 
I t  is interpreted a s  to mean contains an open set containing". Such Yi 

clearly exist f r o m  3.  1, 3 .  2 and 4. 1. 

If T I  is an approximation of T agreeing with T on a neigh- 
/ 

bourQood Vo of the  )?i let t J Y i  = Y i ,  i = 1, 2. Then without 

loss of generality we can assume 



Hence it is sufficient to  find such a TI with Y1' and Y2' having nor-  

mal intersection. 

The compact subset C L  (TOm1yl - Y1) is s o  to speak a fundamen 
u 

- 
ta l  domain of Tml r e s t r i c t ed  to Wi . Thus one may find without diffi- 

culty connected open se t s  z l ,  ff 2 in Wi u with compact c losures  

which a r e  each disjoint f r o m  their  images under T~~ and in addition 

z1 Z 2 3 C L  ( T ~ ~ Y ,  - Y1). 

The following is easi ly  checked. 

6 . 4  Lemma 

P n T - ~  ( n y2) = 4 
Q R  T - ~  ( Z 1 I ? Y 2 )  = 

Let  Up, Uq, V be open s e t s  such that 
- - 

U p >  P, U q 3  Q, V > T - ~ ( ~ ~ O  Y2) and U p 0 V  = jd, 
U q n  v = 6. 

d- 

By the Thom t ransversa l i ty  theorem 1163 and a suitable patching 
P by a C function (s imi lar  to  3. 2a) one can find an  approximation T'  

of T with the following propert ies:  

(a )  T '  = T on a neighbourhood Vo of the 1' i and the 

complement of V in M. 

(b) T c T ( ) and Y2 have normal  intersection (i. e. 
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s 
Wj  

and T t  [ 'Tvl(Z 1J havenormalintersectionon 

TI [ T - ~  ( Z1q I? Y2). 
f 

Suppose now that x E Yt l  /I Y f Z ,  and T ' ~ ~  Z for some 
i 

integer m where = q ( Z 1 ) .  Wewi l l showtha t a t  x, Y1 

and Y; have normal intersection. This is a consequence of the follow- 

ing statements. 
1 

(a)  m, 0 and ~~~x & Y2 

(c )  there exists a neighbourhood of T~~ x in Y L  which is 

It can be shown without difficulty that (a) ,  (b),  and (c)  a r e  conse- 

quences of the choice of V. 

Now one car r ies  out exactly the same procedure with < = q( Z 2 )  
replacing 1 in the argument. This gives us an approximation TIt 

of T'  with the desired properties of 6. 2. \P*l 

7. Elementary Singularities of a vector field. 

We now pass from the diffeomorphism problem to the case of a dy- 

namical system. 

Let M be a compact cr manifold 1 L r 6 and P the 

space of all cr vector fields on M with the cr topology. One may 

put a Banach space structure on P i f  r 4 W . In any.cases P 
is a complete metric space, 

A singular= p of X on M is a point at which X vanishes. 

Let p be a singularity of X on M. Then using some local product 
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structure of the tangent bundle, in a neighbourhood U of p, X is a . 

differentiable map, X : U --+ Mp, whose derivate h at p is a li- 

near transformation of Mp. 

We will say that p is an elementary singularity of X on M 

if  the derivat ive A .  of X at p has no eigenvalue of rea l  par t  one, and 

transversal i f  A is an automorphism. 

Let C) be the subset of p such that i f  X E  C , X has on- 

ly elementary singularities. 

7. 2 Theorem 

C is Bn open dense se t  of /3 . 

To see  tha t ,  one f i r s t  checks the following lemma. 

7 . 3  Lemma 

Let X be a vector field on M. Then x 6 M is ;z tr,linsversal 

singular point of X i f  and only i f  X, a s  a cross-section in the tangent 

bundle meets the zero cross-section over M transversally. 

F rom this and the transversality theorem of Thorn [163 one hq- 

cludes. 

7 . 4  Lemma 

Let C f  be the subset of p of vector fields on M which have 

only transversal  singular points. Then C i s  an open dense subset of . 
n p . N o w .  7. 2 follows from 7. 4 a8 in the proof of 5. 2 w h e r e  - 0/ 

P 
was shovirn to be dense in 0' P' 

Note that i f  X t: C , or  even C I ,  by 7. 3 ,  the singular points 

of X a r e  isolated and hence finite in number. 
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8. Elementary .closed orbits 

Let 4 be a closed orbit of a vector field X on a manifold with - 
associated local diffeomorphism T : U 2 about p b ( f l  2 . 

Then ( will be called an elementary (transversal) closed orbit of X 

if  T has p a s  an elementary (transversal) fixed point. 

8. 1 Theorem 

Let C o be the subspace of C (of section 7) of vector 

fields X on ~ u c h  that every closed orbit of X is elementary. Then 

C is the countable intersection of open dense se ts  of P . L. Marcus 

Ll81 has a theorem in this direction. Also R. Abraham has an indipendent 

proofof 8 . 1  [lq . 
If d/ is a closed orbit of X on M, then one can assign a posi- 

tive rea l  number, the period of 8 as  follows. Let x C: , (rt (x) = x 
0 

where to 7 0, (pt (x) # x, 0 d t 4 to. Then to  is an invariant 

of , the period of d . 

For  a positive real  number L, let C L C' consistpf x 
3 

on M such that, i f  f is a closed orbit of length < L, then [ is ele- 

mentary, 

Since + C L, with 7. 2,  8. 1 is a consequen- 

ce of the following, 

8. 2 Theorem 

For  every positive L, C is open and dense in C .  
The proof i s  somewhat similar to the proof of 5. 2. 

F i r s t  that C is open in C follows from a similar argument 

to that of 5. 2 used in showing that @ i s  open in P f . We leave this 
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for the reader .  

It remains  to  show: C is dense in C . Let X C C . The 

f i rs t  s tep is to construct a finite number of open ce l l s  Ud of M of 

codimension 1, t r ansve r sa l  to  X such that Uj 3 Wd where V& 

is a closed sub-disk of Ud such that every  t ra jec tory  of X passes  

through some  Wd . It i s  a straightforward matter  to  show that such a se t  

of ( U  , W ) exists.  

Fixing & now, the next s tep is to  approximate X by XI, a 

vector field on M equal to  X outside a neighbourhood of WA s o  that 

i f  4 is a closed orbit of XI of length - 4 L, intersecting some fixed 

neighbourhood of in Ud , then d /  is elementary.  The existence 

of such an  approximation is sufficient for  the proof of 8. 2. 

The construction of the approximation XI of the preceeding pa ra -  

graph is based on the methods of Section 2 and 5. We outline how this 

is done. Let V' be a compact neighbourhood of W, in . Then 

let  Db C UA be the se t  of points x of Ud such that f) t (x)  g & 
'k 

f o r  some t ,  0 < t 2L, and T : DA -) V the associated Zfffeo- 
.( 

morphism, s a y  rea l ly  defined on some neighbourhood of D, in % . 
Now apply the methods of 5. 2 to  approximate T by T '  such that TI 

is defined in a neighbourhood of Dd and that T '  has only generic pe- 

riodic points. Now using the construction of Section 2 and 3. 2a one 

defines the above X' using TI. 

9. Stable manifolds for  a differential equation 

The following is the global s table  manifold theorem for  singulari-  

t i es  of a vector  field. 
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9. 1 Theorem 
m Czr, 

Let X be a C vector field on a C manifold generating a 

1 -parameter  group 7') t ,  with an elementary singularity at  xo E M. 

Let EICMxo be the subspace of the tangent space of M at xo co r  - 

responding to  the eigenvalues with r e a l  par t  negative. Then the re  is a 

1-1 c'O immers ion  (ti : E l  --$ M with the following propert ies:  

(a )  X is everywhere tangent to  Lt/ ( E l )  and a s  t -> fl , 
(Pt(x) -> o for a l l  Z C ~ ( E ~ ) .  

(b)  y / ( O )  = x o  and the derivative of (y at xo is the in-  

clusion of E l  into Mxo. 

Proof 

It can be checked that the map R of 4. 1 sat isf ies  9. 1 using 

(PI for T o f 4 . 1 .  

Of course  there  is  a local vers ion  of this theorem which can be found 

for example in C 2 7  . One may a lso  derive 9. 1 directly f r o m  this.  The 
% map of 9. 1 o r  i t s  image is called the stable manifold of xor3 

One has a stable manifold associated to  an elementary closed orbit 

of a differential equation by the following theorem. 

9. 2 Theorem 

Let  [ be an elementary closed orbit  of a differential equation 

X on M generating a 1-parameter  group t. Let xC /" , 
d 

T : 2 5 be an associated local diffeomorphism of d/ at x whith 

derivative L at X,  and E l  the l inear  subspace of Mx tangent to  

Z corresponding to  the eigenvalues of L with absolute value L' 1. Then 

there  exis ts  a contraction T1 * :  E l  --> E l  with the following t rue.  
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The construction preceeding 2. 1 applied to  T1 defines a manifold Mo 

with a vector field Xo on Mo. Then the re  is a 1-1 immers ion  

v: Mo -> M mapping Xo into X up to  a sca la r  factor and Y / ( p ) =  

= x where p is the point of Mo corresponding to  (0; 0) of 331 x R 

(in the definition of Mo). ' 

F o r  the proof we only need to  note that 3/ i s  defined in  a neigh- 

bourhood of 0 x R and then extended to  Mo by the device used in the 

proof of 4. 1 

Then \t/ o r  i t s  image is called the stable manifold of 6/ . The 

unstable manifold of a singularity o r  closed orbit of X on M is the 

respective s table  manifold with respec t  to  -X. 

In general Mo is either S f  x E ,  o r  the twisted product. 

If X is a dynamical sys t em 0n.a  manifold M, we s a y  that X 
* 

has the normal  intersection property if the stable and unstable manifolds 

of X have normal  intersection with each other. Fixing compact M, 

le t  , p be a s  in the previous section and Ino ' be the se t  of 
'% 

X in Co with the normal  intersect ion property.  

9. 3 Theorem - 

0 is the countable intersect ion of open and densq se t s  of 3 , I 
This theorem and i t s  proof a r e  somewhat analagous to  (6 .  1). 

F o r  the proof of 9. 3 ,  le t  E : C R' be defined in a com - 

pletely analagous fashion to  the E of (6. l a )  where C) L is defined 

insec t ion  8. Let X 6 eL and x b e a s i n g u l a r p o i n t o f  X o r a  
't 

closed orbit  of period 4 L of X. Let  W (x),  7 = u, s be the unsta- 

ble manifold, s table  manifold respect ively of x and L~ (x) = 

L' (x) 0 W ' (x)  ) s imi l a r  to  the proof of 6. 1. Next let  
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CLr be the subspace pf X of C with the following property: 

If x, y a r e  singular points o r  periodic orbits of X of p e r i o d k  L,  

then at  each point of yr (LU (x)  ) n (p -, (LS (y)  ), (x)  and 
s 

W (y) have normal  intersection. Here  Yt  is generated by X and 

r '7 0, Then 9. 3 is implied by the following. 

9. 4 Theorem 

is open and dense in . 

As in sect ior  6, for  the proof of 9. 4, it is sufficient t o  approxi- 

mate a given X CL by a vector field in C L r .  

Also just a s  , in  section 6, one defines maps $ and submanifolds 

Yi of M. The only difference in  the proof f rom that of 6. 1 is in the de - - 

ta i ls  of the construction of the approximation 'itself. One uses  here  exac- 
- 

t ly  the approximation in 1137 page 202. We will not repeat  it here ,  but 

only r e m a r k  that one can do it a l i t t le  s impler  than in 11 31 by changing X 

on a finite sequence of Euclidean ce l l s  one at  a time. ' 

This completes the proof of 9. 3. 

We conclude by remarking  that if one takes for M, the 2 -&ere, 

then 02 is open a s  well a s  dense in  p that each X & 01, has 

only a finite number of closed orbi ts ,  and by a theorem f i r s t  stated essen-  

tially by Andronov and Pontrjagin, X is s tructural ly  stable. In this case ,  
2 

i. e. , M = S , density of 01, in f was f i r s t  proved by M. Pe i -  

xoto [ 8 ]  , 
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