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INVARIANTS DES PAIRES D'ESPACES.

APPLICATIONS A LA TOPOLOGIE DIFFERENTIELLE.

J. Cerf (Nancy)

' In’croduct‘ion.T Soit V une variété compacte de classe C‘b; le grou-

pe de tous les difféomorphismes de V est muni naturellement de deux to-
pologies: la topologie Cm, ou tbpologie de la convergence uniforme des dé-
rivées de tout ordre 7 0 (muni de cette topologie, on note ce groupe G);
et la topologie c® , ou topologie de la convergen.ce uﬁiforme (muni de cet-
te topologie, qui est moins fine que la précédente, on note ce groupe G').
Lorsque G a unbord, le groupe qu'on considére est celui des difféomorphi
smes qui sont tangents d'ordre infini & 1'application identique le long du bord.
Prenons l'exemple V = p" (disque fermé de dimeﬁsion n). La

classique rétraction d'Alexander montre que G .est contractile; donc

-ﬂ; (G") = 0 pour tout i} 0. Par contre, on sait depuis Milnor qu'en

général ’Tl'a (G) n'est pas nul; toutefois la rétraction d'Alexander montre

que .tout i-lacet de G est homotope & un i-lacet arbitrairement petit au sens
de G'; dans ce cas les groupes | /\ ; (""'groupes d’homotopie 1ocaux”'): qu'on
définira, sont canoniquement isomorphes aux grdupes ‘ﬂ’i (G). Ceci est di
évidemment au fait que D" est contractile; en général, on obtient une suite
exacte reliant les groupes )\ ; les groupes Tl'l (G), et certains groupes '
)\Ai. qu'on définit: dans certains cas, ces groupes J\#i " s'identifient aux

groupes 'ﬂ-i (G").

Dans une premiére partie (n. s 1, 2 et 3), on fait uné étude, d'un ca
racteére général, des groupes /\ i et [w . on établit notamment le théore

- me d'isomorphisme entre les groupes ‘\“i et les groupes d'homotopie fai-

bles pour les espaces ''presque localement connexes en toute dimension''.
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Dans une second partie (n, 4), on applique ces résultats & certains
espaces de difféomorphismes; on cherche d'une part & obtenir des renseigne-
ments sur leurs groupes ,Wi’ et d'autre part & montrer que cgs espaces
sont ''presque localement connexes'', de sorte que, d'aprés la premieére par-
tie, leurs groupes I\Ai s'identifient & leurs groupes d’hofnotopie faibles.
1. Définition et premieéres propriétés de groupes A i et )Wi .
On appellera espace bitopologique (E', E) un espace muni de deux

topologies telles que celle de E (dite ''topologie forte') soit plus fine que
celle de E' (dite ''topologie faible''). | |

On appellera paire topologique un couple (A, B) d'espaces topologi—

ques, tel que B s'identifie a ﬁne partie de A, munie d'une topologie plus
@g; que celle induite par A. A la paire (A, B,) est canoniquement asso-
cié un espace bitopologique, qu'on note (B', B). (B' s'identified B com
me énsemble et sa topologie est celle induite par A). |

Soit (BT, E)' un espace bitopologique; un chemin presque contli'nu

dans (E', E) est une application X: [O, 1] —> E, faiblemént conti-
nue sur [0, 1] , fortementv_continu,e sur ]0, 1] . On note %.-ITEL E)
(ou, loquu’il n'y a pas de confusion possible, i (E), ou m€me % ) T'e
space des chemins‘presque continus dans (E', E), muni de la topologie sui-

vante: la topologié borné supérieure de la topologie de la convergence unifor-

me des applicafions LO, 1] —> E', et de la topologie de la convergence uni
forme sur tout compact des applications ]0, 1] —> E.

Soient x et y . deux points de E; on utilisera les sous-espaces

3

suivants de 2

—~

S, (chemins d'origine x)
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R
2 xy (chemins d'origine x et d'extrémité y)
P x sera noté {2 < (espace des lacets presque continus

d'origine x)

" On convient de noter encore x. le chemin constant en x.

Définitions. 1) On pose:

1) Pourtout 13> 0 : 'Ti"i( 'ZX(E',E);X) = /\ i(E’, E;x)

(i-éme groupe d'homotopie local de (E', E) au point x).

N

2) Pourtout i =21 : "—[T—i—l o ,[,2 X (E', 'E);x) = /"‘"i (E', E;x)
(i-éme groupe d'homotopie mixte de (E', E) au point x).
Propriétées - A’( (BE', E) désigne un espace bitopolbgique et x un
point de E)

1) Caractére local des )\ i Soit (V', V) wun voisinage faible de x;

N

v

par homothétie, tout compact K de‘ Zx (E', E) se rétracte dans

Zx (V', V), de facon que K N Zx (V', V) reste dans Sx’ (v, V);
donc 1'application canonique: m i { Z N (V', V);x) —> Tri ( Z < (B', B);x)
est un isomorphisme; d'ol 1'isomorphisme: -

) LR SNy S T)

Donc plus généralement: soit (U', U) un autre voisinage faible de x;

A (V', V; x) et )\i (U', U; x) sont canoniquement isomorphes.

- i
2) Soit F une partie ouverte et fermée de E (autrement dit, fortement

ouverte et fermée), et soit x & F. Alors, pour tout i > 1, >\i(F', F; x)

(resp. }\A. i (F', F; x)) s'identifie canoniquement a )\ ; (BE', BE; x).

1 . g
)Je dois & M. B. Morin de m'avoir signalé que les définitions données en
{_2] pouvaient ©tre mises sous cette forme tres maniable.
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(resp. ,“i (E', E);x)).
(En effet, pour i3 1, un '"i-lacet local" et un "i-lacet mixte'' ont
des images fortement connexes). |

3 ) La suite exacte et la suite exacte complétée.

Le lemme suivant se démontre exactement comme un lemme (bien connu)

de Serre:
Ve’

Lemme. L'application canonique 2‘x (B', E; x) —> E {(qui & tout che-

min presque contenu d'origine x associe son extrémité) est une fibration

el

de Serre, de fibre -.O.X (E', E; x). (On notera que cette fibration n'est pas ’ ‘

surjective en général.)

La suite exacte d'homotopie de ce fibré donne immédiatement la suite

o L e e

exacte: ; )
v, .. o= A ELER) DT (Ex) | (B Ex) =
R A 1 v ‘ﬁ_ —_ 1 . — 1 . — | . :
DA ELEX) —> > (B Ex D M(ELEx) —> T (Ex) |
Définition de [VL» (E',E;x). La relation "il existe un chemin pre-
. s PERETE ..l PR L
sque continu d'origine y et d'extrémité y' ' n'est pas en général uhe re

lation d'équivalence entre points y et y' de E; lorsque c'est une rela-
tion d'équivalence, on peut définir /V'o (E',E;x): c'est l'ensemble pointé quo
tient de E (pointé en ' x) par cette relation d'équivalence. Alors la sui-

te exacte (1) se prolonge naturellement comme suit:

... T p (B E) . AR Ex) —> T, (B —
—SM(E, E;x) —> 0 /
Exe‘mpl‘e. La condition ci-dessus est remplie dans le cas d'un grou-

pe bitopologique (G',G). En effet, si J est un chemin presque continu

d*origihe y' et d'extrémité ‘y', alors y'. d/_ .y est un chemin pre-
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sque continu d'origine y' } et d'extrémité y. Et si X' est un chemin
presque continu d'origine y' et d'extrémité . y'', alors (- y'ﬁl. X
est un chemin presque continu d'origine y et d'extrémité v

Un autre exemple sera donné plus loin \(2‘} du théoréme 3).

4 ) Chemins presque continus dans les espaces de lacets mixtes.

Outre la topologie dont on a. muni j).x, considérons sur le meme espace
la topologie faible _Q‘X (celle de la convergence uniforme des applica-
tions [O, 1] ~> [', qui, par définition de J)— < « est moins fine que

~

LY ).

X

s

Soit A& _.Q_X supposons qu'il existe un chemin presque continu
dans ( ﬂ 'x’ ’()‘x)’ d'origine x, d'extrémité oA ; autrerment dit,

2
qu'il existe une application X : I —> E, faiblement continue, fortement

continue pour t > 0, telle que:

Yeaxdoby U (dix p)=qx
)

d/(t, 1) = d (t pour tout t ¢ I

Soit ' 1'application 12 —> 1% 4efini par:
(1 -~ 2u (1-1),1) pour 0 £ u g é
(f(t,u) = ,. _
(t, 2t (1-u) + 2u - 1) pour % <u <£1

Alors o (J  définit un chemin continu dans SL_, dorigine x,
d'extrémité A . Comme, pour i > 1, un i-lacet mixte s'identifie &
un 1-lacet dans un espace de (i-1)-lacets, on peut énoncer:

Soit i » 1; soit A un i-lacet mixte d'origine x dans (E', E).
Pour que ol soit homotope & 0, il suffit qu'il existe un chemin presque

continu d'origine x, d'extrémité A . Soit en plus (Y un tel chemin;
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il existe une homotopie de X & x ayant m€me image dans E que Y

Ap lication: roupes . des espaces presque contractiles.
p g i P :

Définition. Soit (E',E) un espace bitopologique; soit x € E. -

On dit que (E',E) est presque contractile sur x s'il existe une applica-

tion h : E X I —> E, faiblement continue (i.e.,continuede E' x I

dans E'), fortement continue sur E % JO,l_z , et telle que:
h(y, 0) = y et h(y, 1) = x pour tout y.é E.

Il est immédiat, compte tenu de ce qui précéde, que si (E',E) est

presque contractile sur x, alors ]‘Ai (E',E;x) = 0 pourtout i > 1
T P |

(et m&@me pouttout i 2 0, si Mo existe).

Exemples.

lavd

1.‘ L'espace zx (E',E) est presque contractile sur le chemin
_ constant x. » |

2. Le groupe (G',G) relatif 4 1a boule (cf. Introductio‘n) est pre-
sque contractile sur son élément neutre (donc sur chacun de ses pointgﬁ)\.

3. Soit 63 la demi-boule fermée nord de Dn; soit (P, P) i"e-
space bitopologique des plongements C vo de 6‘ dans D" qui sont
CDO—‘ tangents & 1'identité en tout point de 6) N vSn—l; (P',P) estpresque
contractile sur chacun de ses points; dont tous ses }’b ; sont nuls; mais
tous les Tl-i (P) sont nuls aussi (cf. [1] , 1I, 4.2.2); donc, d'aprés la
suite exacte (1'), ses groupes d'homotopie locaux sont tous nuls. ‘

4, = Sila topologie de E' est grossiére, alors (E',E) estpre-
sque contractile sur chacun des ses points. Les composantes connexes for-
tes des espacés de jets des espaces des plongements, munis de la topologie

quotient de la bitopologie (c?,c*), sont de ce type; (ceci est une généra-
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lisation de [11 , appendice au chapitre III).

5) Lacets forts qui sont homotopes & zero en tant que 1ac‘ets mixtes,

Par un procédé trés analogue & celui utilisé ci-dessus (propriété 4° ) on
montre: Soit i >2 1: soit A" un i-lacet d'origine x dans E (autre-
ment dit, un i-lacet fort). Si ( est homotope a 0 en tant que lacet
mixte de (E',E), alors o(_ est extrémité d'un chemin presque continu
d'origine x dans l'espace des i-lacets de E. Soit en plus (j/ une ho-
motopie de (7< a 0 (en tant que lacet mixte) alors il existe un tel che-
min presque continu ayant méme image dans E que (r .

2. Le théoréme d'isomorphisme pour les paires presque n-localement

connexes.

Préliminaires: paires‘ n-localement connexes: théoréme d'isomor-

‘ phisme. \

Notations. Soit A un espace topologique; on notera Zn (A)
l'espace des n-cube€s'singuliers A valeurs dans A, et .32:n (A) l'espace
des applications continues du bord D In de In dans A. ' -

¥

Définition - 1. Soit (f,g) : (A,B) —> (C,D) un morphisme dé

paires topologiques. Soit x &€ A; on dit que (f,g) est faiblement ouverte
en X sipour touf voisinage U de x dans A il existe un voisinage
V de f(x) dans C telque g(UN B)D V] D

Définition 2, Soit f : A —> C une application continue. On

appelle relevée de f et on note S’l (f) (ou simplement g (f) ) 1'appli-

cation (canoniquement definie par f):
Zl (A) —> Z; (C), on Zi} (C) estle sous-espace de

il (C) x A x A formé des triples ( 3/ ,%,y) tels que &‘, = f (x)
et 5/1 = f (y).
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Pour un morphisme (f,g) de paires topologiques, le relevé Sl(f, g)
est par définition ( § 1 (), ¢ ! (g) )
On note S’z (f) 1le relevé de . S’l (f), etc.

Définition 3. Soit (f,g) : (A,B) — (C,D) un morphisme de

paires topologiques. Soit x & A; sile n-éme relevé S’n (f,g) estfai-

blement ouvert en x, on dit que (f,g) est n-localement connexe (n-1.c.)

en  X.
| Exemples. Soit (f,g) le morphisme (A,B) — (0, 0), ou O
est un espace ayént un seul point (évidemment, (f, g) est bien déterminé
par la donnée de (A,B) et de 0). Sdit x € A; dire que (f,g) est fai-
blement ouverte<en x, c'est dire que Bb est dense dans A en X, au-
trement dit que x € B. ‘
Le relevé S’l (f,g) estle morphisme ( > l(A), 'Z_I(B)) -
—> ( i l(A), i 1(B)) canoniquement défini par f; et pius généralement
gn (f,g) estle morphisme ( s™a), ="B) — ( ‘E_n(A), é-n(B))
canoniquement défini par f. La n-locale connexionde (f,g) en x équi
vaut donc bien & la n-locale connexion de (A,B) en X, ausens oﬂ‘e}le a
¢té définie en [1] , p. 344,
Lemme. Soit (f,g) : (A,B) — (C,D) un morphisme de paires
( - métrisables. Si (f,g) et gl (f,g) sont ouve‘r‘te_‘S en tout point de Af; Fi
¢ alors S’l (f,g) est ouverte en tout .point de Zl (A’). '
Ce lemme généralis'e dlafoisle 1) etle 2) dulemme 2 de l_ll R

p. 345; sa démonstration est trés analogue & celle du 1 ) de ce lemme.

Application, Soit comme plus haut le morphisme (f, g):(A, B)—>(0, 0)

défini par (A,B). Si B estdensedans A, etsi (A,B) est n-l.c.

n (f,g) est faiblement ouverte sur

pour tout n 7 0, cela signifie que g’
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A pour tout n> 0. On en déduit, par une suite d'applications dé/ lemme
ci-dessus, que ¢ 1rl(.f,‘ g) est faiblement ouverte sur 2. 1(A) pour tout

nz 1. Par récurrence sur l'entier n', on en déduit g’n(f, g) est faible-
. 1 i
ment ouverte sur Z‘n"(A), pour tout n' = 0 ‘et pour tout n > n'.

. +1
En particulier, pour tout n, S’n (f,g) et gn 1 (f, g) sont

\
faiblement ouvertes sur Zn (A). On en déduit facilement (la‘-"démonstra-

tion est analogue & celle du lemme 1 de [1] , P. 345) que tout élément A
— N 2

de 2.

chemin continu, au cours duquel le bord de K reste fixe, et qui aboutit

(A) dont le bord est un élément de Zn (B) est origine d'un

a un élément de Zn (B). On a donc le résultat suivant (plus fort que ce-
lui de la proposition 1 de [11 , P. 345, en ce que l'hypotheése 3 de cette
derniére est superflue): '

Théoréme 1. Soit (A,B) une paire métrisable; si B est dense

dans A, etsi (A,B) est n-l.c. pourtout n 2 0, alors, pour tout

x €& B, l'application canonique.

T (B:x) — T (A;x)
n n

est un isomorphisme pour tout: n > 0.. e

Paires presque n—locagement connexes. Théoréme d'isomorphi-

sme,

Définition. Soit (A,B) une paire topologique, et soit x € A, On

dit que (A, B) est presque localement connexe par arcs (p.l.c.a.) en x,

ou encore presque 0-localement connexe en x, si pour tout voisinage U

de x dans A, il existe un voisinage V de x dans A ‘tel que pour
tout couple (y,z) de points de (V /\ B) il existe dans U N B wun che-"
min presque continu d'origine y et d'extrémité z.

Pour n 77 1, on dit que (A,B) est preé'que n-localement conne-
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xe (p.n-1l.c.) en x  si pour tout voisinage U de x dans A, il exi-
ste un voisinage V - de x 'dans A tel que tout n-lacet mixte de V/1 B
soit homotope & 0 (avec.origine fixe) dans U [} B.

-Remarques. 1) Sauf pour lecas n = 0, 'le n-locale connexion

n'entraine pas la presque n-locale connexion. ~

2) Pour n 2 1, si (A,B) est p.n-l.c. en x, alors ﬂ X
‘est (n-1)-l.c.. en x. La réciproque n'est pas exacte en toute généralité;
mais elle est vraie en particulier lorsque (A,B) est un espace bitopologi-
que homogeéne.

3) Siun espace bitopologique (E',E) est presque contractile sur
un de ses points x, alors il est p.n-l.c. en x pourtout n 2 0. (C’best
une conséquehce de la propriété & du nf ‘1 ).

Lemme. Soit (A,B) une paire métrisable.

1) Soit §1 (f, g) l'application canonique:

( T'w, e - Zha), e

o

Si B estdenseet p.l.c.a. dans A, alors &’1 (f,g) est faiblement

ouverte.

~

2) Si (A,B) est p.n-l.c. et p.(n+l)-l.c., alors g’ 1 (f, g)
est n-l c. _

Corollaire. 1) Sous les hypothéses du 1), X 1 (B) est dense
dans Zl (A); pour tout X & B, ii (B) est dense dans Zx (A),
et jix (B) .est_ dense dans ﬁx (A).

2 ) Sous 1es’i1ypo.théses du 2), % 1(B) est n-1.c. dans 2. 1(A);
pour tout x & B, Zi(B) est n-l.c. dans ZX(A), et _5- (B)

X
est n-l.c. dans .D-X (A).
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Principe de la démonstration du lemme. 10) Soit & approcher un

élément ol de 1 (A) par un chemin presque continﬁ /f d'origine
x (proche de 0(0 ~au sens faible) et d'extrémité y (proche de A 1
au sens faible). On construit une suite finie x = x, Xl’ x2, ..... ,X = y,'

telle que deux consécutifs soient proches 1'un de 1'autre, et que, pour

tout i, X, soit proche de O(i/p (tout ceci au sens faible). On joint

X, a x par un petit chemin presque continu; sur ce chemin on choisit en-
suite x'l, arbitrairement voisin de xl;
un petit chemin presque continu, et ainsi de suite.

puis on joint x_, & x'

9 1 par

2°) La démonstration est analogue a celle du la); elle utilise la pro
priété 5° du n®1. |

Application. Soit (A,B) une paire métrisable; si B est dense

dans A, et si pour tout n 2 0, (A,B) ESt p.n-1l. ¢c., alors, d'aprés le
corollaire ci-dessus, pour tout x & B, ‘ﬂx (B) _est dense et n—‘l; c. dans
ﬂx (A) pour tout n 2 0. Donc d'aprés le théoréme 1, '—lTn( __QX(B);X)
est canoniquement isomorphe a Tn( 12 X(A);x) pour tout n = 0. «D'au-
tre part la relation (entre couple de points de B) ''tre joints par un che-
min presque continu'' s'identifie d'aprés le 10) du corollaire a la relation

"8tre joints par un chemin faiblement continu'. Donc:

Théoréme 2. Soit (A,B) une paire métrisable. Si B est den-

se dans A, et si, pour tout nz 0, (A,B) estpresque n-localement con

nexe en tout point de A, alors l'homomorphisme canonique:

[‘*n (B', B; x) —> Tn (A; x)

est un isomorphisme pour tout n 0, et pour tout x & B.

Corollaire. Sous les hypothéses du théoréme, 1'homomorphisme ca-
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nonique Tn (B"; x) —> 7Tn (A, x) est un isomorphisme pour tout n = 0.

3. Propriétés relatives aux fibrations.

On s'intéresse aux types suivants de fiﬁbrés bitopologiques :

a) les espaces homogenes bitopologiques: (B', B) = (G', G)/(H', H),

o H' estun sous- groupe fermé de G (et par conséquent, H un
sous-groupe fermé de G).

b) les paires d'espaces homogénes bitopologiques d'un mé€me grou-

pe: H' et  K' sont deux sous-groupes fermés de G' tels que
K'C H' C G', et on considére la fibration de (G',G)/(K',K) sur
(G',G)/(H',H) de fibre (H',H)/(K',K).

Pour les propriétés dont on aura besoin, le cas 'b) se rameéne sans
difficulté au cas a), .auquel on se bornera dans la suite;

Les fibrés qu'oﬁ considére sont "fortement de Serre'’; le plus sou-
“vent, il s'agit meme de fibrés ''fortement localement triviaux', (Cette der-
niére condition est remplie dans le cas des espaces de plongements, cf. [1_7 s
p. 294, corollaire 2). ' -

Si (B',B) estun eép~ace homogeéne bitopologique, fortement loéale-
ment trivial, alors Zn (G) est fibré localement trivial sur ‘Zn (B),
qui 's'identifie & 1'espace homogene > = @)/ Zn (H). Par contre, si on
note  T0(@) 1'espace S™a@) muni de la topologie faible, c'est-a-di-
re celle induite par > n (G'), alors Z'n (B) ne s'identifie pas on gé-
néral au quotient Z'n (G)/ Z'n (H); pour qu'il en soit ainsi, il faut et
il suffit évidemment que l'application canonique Z'n (G) — Z,n (B)

soit ouverte; on dit alors que la fibration ''releve les petits cubes'' (cf. El} s

p. 353). Une autre propriété qui nous intéresse ici est le "relévement des

chemins presque continus''. Or le critére donné en [1] , p. 355, prop. 2,
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pour le relévement des petits cubes, est aussi valable pour le r‘el'évement
des chemins presque continus (il suffit de compléter trés légérement la dé
monstration). De fagon précise, on a le:

Lemme. Soit (B',B) = (G", G)/(H',H) un espace homogeéne bitopo-
logique, métrisable, et tel que (H',H) soit presque localement connexe

par arcs. Alors:

1) Sicette fibration est fortement de Serre, elle reléve les chemins

presque continus.

2 ) Si elle est fortement localement triviale, elle reléve les petits

n-cubes pour tout n 7 0.
Corollaire. Soﬁs les hypothéses du 2%y, 'Z n (B), Zn (B))
s'identifie (péur tout. n 77 0) a l'espace h(-)mogénev
N 2’11 (G), =1 (G))/( :Z'nk (H), Y n (H) ); en plus, la fibration corre-
spondante est fortement localement triviale, de fibre presque localement

connexe par arcs, de sorte qu'elle reléve les chemins presque continus.

De ce lemme et de son corollaire on déduit le théoréme suivagt:

Théoréme 3. Soit (B',B) = (G',G)/(H'.,H) un espace homogéne bi-

topologique, métrisable, fortement localement trivial, et tel que (H',H)

soit p.l.c.a. en e,

¢ . . . .
1) Tl existe une suite exacte d'homomorphismes canoniques:

(2) -a))\ (H',H;e) —> >\ (G',G;e) — }\ (B',B;e) —
n n n

.—*‘>}\

n_I(H',H;e) - ... v-">)\v(G',G;e) _ }‘o (B',Bje) —>» 0

2) __/L‘.,(B', Bje) existe, et on a une suite exacte d'homomorphi-

smes canoniques:
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—_D ' H. —_ e) —> ' B:e) —
(3) ... [ @ e —> k(GG —> (B Bie) —
— [ HHe) = ... o MG Ge)—> [ (B, Bie) —> 0

(R

"3) Si (G, G) et (H',H) vérifient la condition '€tre presque

n-localement connexe pour tout n 2\0", il en est de méme de (B', B)."

Mé&me résultat en permutant les rbles de (G',G) et (B',B).

Démonstration. 1) Considérons la fibration canoniquef

(4) E__e(G',G) N ~2:3(13',13), de-fibre ZG(H',H).

Elle est surjeétive d'aprés‘ le .10 du lemme; elle est de Serre d'apreés le
corollaire; il suffit d'écrire sa suite exacte classique d'hemotopie.

2 ) Notons d'abord les deux propriétés suivantes du relévement des
chemins presque continui dans un espace homogéne bitopologique:

(a) Soit ‘o(é-:% (Bf,B); soient /3 et F * deux relévements
de DL ; leurs extrémités .Fl' et” /3 sont presque homotopes dans
(H',H). (Il suffit en effet de poser ( . ]3 [3 -1

(b) Soit o éiﬁe (B', B); soit ﬁ un relévement de o( ; 88 l'ex-
trémité [31 de est presque homotope a e dans (H',H), alors
il existe un relévement }3 e L tel que /3: = e. (Soit en effet (j/
un chemin presque continu dans (H',H), d'origine e et d'extrémité
}3.,; on pose h/-l. P = -‘P% |
(leci dit, considéx;gn"é la fibration canoniqusz
(5) L _c,6) —>I2 (B,B), de fibre  /L_ (}',H).

Cette fibration n'est pas sur;]ectlve en général soit _Q son image.& Soit |
02 un n-cube fort dans ..0. (B' B); A s'identifie & un élérﬁent ol de
_Qe( > 'n(B), S (B) ); o( se reléve en un élément [3 de
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H o — . .
( 2= Y@, S May, qui s'identifie & un n-cube fort [  dans

NV
[

2 e(G', G). Supposons maintenant que G soit & valeurs dans 50 ;
alors o (0) (image par A de l'origine de 1) peut se relever en un
élément de @ (G',G). Donc, d'apreés la propriété (a) ci-dessus,
TB(O)_' aboutit é un élément de H qu1 est presque homotope a e dans
(H',H). Il en résulte facﬂement que /3 aboutlt 4 un élément de S ™m)
qui est presque homotope & e dans ( 2__ ), Z (H)), Donc, d'apres
la propriété (b), il existe un relévemep‘i ]3* de J qui aboutit & e;
rﬁk s'identifie -é un n-cube fort dans _-Q- e(G', G), qui est un relévement

de A . Ainsila fibration (5) est de Serre; si on écrit sa suite exacte

d'hombtopie, on obtient la suite (3), mais seulement jusqu'a:

—->/‘41(G',q;e> —> ;AI(B',B;g)

On la compléte & droite sans difficulté a 1'aide du lemme, et des proprié-
tés (a) et (b) ci-dessus. ~ ‘ v
. 3) Tout élément  de _Qe(B", B) qui est petit au sens fai-
ble se reléve en un élément /3 de ie(G', G) qui est petit au sens 'fé_i
ble; 1'extrémité de ]3 peut donc Stre jointe & e par un petit chemin
presque continu; 1'argument utilisé pour défnontrer la propriété (b) ci-
deswsus prouve alors que /5’ peﬁt se relever en un petit élémerﬂz de
--Qe(G’,G). L'application (5) est donc ouverte; sa fibre _.Qe(H',H
est presque localement connexe; elle vérifie donc le relévement des petits
cubes. On est donc ramené & un probléme analogue, relatif & la n-conne-
xion locale au lieu de la presque n-connexion locale; ';ri peut al’ors appli-
quer le lemme de [1] , p. 357. (Comme au 2°), on montre a part, sans

difficulté,-la presque n-locale connexionpour n = 0 et 1),
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4, Application aux groupes de difféomorphismes et aux espaces de pwlon-

gements.

On se place dans une dimension n pour laquelle on suppose rem-

plies les conditions suivantes:

1) Les groupes de difféomorphismes des variétés compactes de
dimension n sont presque localement connexes par arcs.

2 ) Les fibrations de ces groupes définies par restriction aux sous-

N N N . &
variétés de codimenrsion 1 sont ouvertes au sens C

Ces conditions sont certainement remplies pour n = 3, et il semble ac-

tuellement raisonable de conjecturer qu'elles sont vraies pour n 2 8.
G,
)

LLemme. Si n esttel que les conditionsla) et 2°) ci-dessus

soient remplies; alors, pour tout Sp X Dql telque p+q = n, le groupe

bitopologique (G’p, Gp) des difféomorphismes tangents a 1'identité le long

du bord &P x ’Sq_l, est presque i-localement connexe pour tout i 2 0.

Démonstration. Soit E.p—l 1'image canonique de Gp dans 1l'e-

space des plongements de sP-1 x DY dans SP x D4 (Ep-1 egt défini

pour 1 £ p ¢ n). Doit Fp l'image canonique de Gp dans l'espéce
des plongements de SP x pd-1 dans SP 1 DY (Fp est défini pour

0 £ p € n-1). On a les fibrations suivantes:

—_ B ‘
: Gp p-1 , de fibre notée Hp (1 £ p < n)

G . F , de fibre notée K (0 « < n-1)
p > p A p P

H'p est le sous—groupé de Gp_ formé des difféomorphismes de sP x pY
qui induisent 1'identité sur Sp~1 x DY en fibrant Hp sur l'espace de

ses jets le long de Sp'1 x D% on voit (compte tenu de la’propriété,des



“17 -
J. Cerf

espaces de jets signalée plus haut, n’ 1, . propriété 4° ), exemple 4) que
HP

connexion; donc Hp est p.i-l.c. pour tout i. De maniére analogue,

a méme comportement que G, au po;int de vue de la presque locale

on voit que Kp a méme comportement (au point de vue de la presque

locale connexion) que Gp X Gp.

- Soit d'autre part Wp un voisinage tubulaire de sP x Dq-1 dans

+ - - .
sP 1 x DY 1;- ‘Wp est difféomorphe a sP x pd 1 X Dl;' identifions
. v -1
Fp a4 l'espace des plongements de sP x pY dans Wp qui se prolon-

gent en un difféomorphisme de Wp induisant 1'identité sur le bord. Soit

E; (resp. F;) 1'espace de tous les plongements de sP x Dq—l' dans

sp*tl x pg-1 (resp. Wp)» _qui sont tangents & 1'application identique

le long de Sp_1 X Dq—l. ‘Tout;élémen’c de E; qui est dans 1é composan

;; ‘donc la composan-
*

te connexe forte de l'application identique est dans E
coincide avec celle de Ep. De

te connexe forte de 1l'identité dans E

méme pour Fp et F; (Fp est rzgme exactement la composante con-
nexe de 1l'identité dans F;). Donc, en ce dqui concerne la presque \i-loca»
le connexion pour i 7 1, Ep et E; " d'une part, Fp et F; \'d'au_
tre part, ont méme comportement; en plus F; est faiblement ouvert
dans - E;, donc F; et Ep* ont m&me comportement;.donc finalement
E, et Fp ont m&me comportement.

En resumé, on a-en appliquant le 3° du théoréme 3 aux deux fibra-

tions ci-dessus, les implications suivantes:
.

Gp p.i-l.c.  pour tout i = Fp p.-i-1.C. pour tout i

',_;__;' Ep ‘p.i-l.c. pour tout i > Gpt+p P-i-loc.

pour tout i.
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D'oli le lemme, puisque G est presque i-localement connexe pour

tout 1.

Application au groupe des difféomorphismes de Sn, muni de la topolo-

gie C°,

Soit (E',E) 1l'espace des plongements de 1'hémisphére nord fermé de

Sn dans Sn qui conservent l'orientation; (E',E) est muni de la topo-
logie (CU ,C(‘0 ). Ecrivons la suite exacte relative & cette espace (cf,

n’ 1, propriété 30; le point de base est pris & l'application identique):

1 ... > AE.E — TE) -S> fEE—> A (BB

N T, (E) —=> /«o(E',E):————> 0.

On va donner succesivement une interprétation de chacun des termes de

cette suite.

1% Interprétation'de ’n—i (E).

Oﬁ fibre E en associant & chaque plongement son 1-jet au pSle
nord. Cette fibration est localement triviale (cf. [1} , p. 318). Sa fi-
bre est le sous-espace de E formé des plongements qui sont tan&c\an‘cs
4 1'application identique au pole nord; elle est acyclique en toute dimeh- ‘

sion (cf. Zl} , p. 336, prop.8). Sa base s'identifie a 1'espace des n-re-

péres d'orientation positive de S ; d'ol un isomorphisme canonique:

(2) m i(E) ~ i(S 0 (n+1)) - pour tout i P 0.

29 Interprétation de /“ i"(E', B).

Soit (G',G) le groupe des difféomorphismes de s” qui conser-

vent 1'orientation; soit (H',H) le groupe des difféomorphismes de D
qui sont tangents & 1'application identique le long de sl
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On a une fibration homogeéne:

(E'.E) & (G',G)/(H'H)

Or [l"i(H',H) = 0 pourtout i 2 0 (puisque (H',H) est pre-
squé contractile, cf. n°1, propriété 4%) ). Donc ‘/Ai(E',E) QE/“i(G',G)
pour tout i 2 0. D'apres le lemme ci-desgus, (G',G) est presque i-lo-
calement connexe poﬁr tout i 2 0. Donc finalemént: |

(3) /ui(E"E) X 'Tri(G') pour tout i 3 0.

3%) Interprétation de A (B E).

On utilise une cascade de fibrations dont le principe est di & Smale

(cf. par exemple Thom [4] ). Smale a appliqué sa methode au calcul des
groupes d'homotopie des espaces d'immersions; pour que cette meéthode de
vienne applicable aux espaceé de plongements, il est essentiel d'opérer en
homotopie locale.

On consideére la boule Dn, canoniquement plongée dans Rn, ol
n); ¢ est un nombre strictement>0,
assez petit pour que le cube [-2 s +2_7 " soit intérieur a D", g

les coordonnées sont (xl, X9, .., X

On appelle: 6>1 la partie de D"  définie par x; < ¢
Ql la partie de D" définie par lxllfz

Par récurrence, on définit comme suit 6> et Qj pour 1 <& j <& n:

J
O)j est la partie de Q j-1 définie par Xj £ b3
& j estla partie de Qj—l définie par \xJ | Z
On notera que §pn est le cube -S +E] "

Soit (P‘j, PJ-) l'espace de tous les plongements de 6) dans

J
, : ) n-1
D" qui sont tangents & 1'application identique le long de (r ] n s™ ;
une fois les angles arrondis, @j est difféomorphe 4 une demi-boule

}
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fermée, de sorte que, d'apres le n®1, propriété 4°), exemple 3,

)\i(P Pj) = 0 pourtout i Z 0.

',
J)
Soit (Q’j, Qj) 1'image canonique de (P'j, Pj) dans 1l'espace des

plongements de Qj dans Dn; on a une fibration canonique (du type b)

considéré au début du n® 3):

(P'.,, P,) —> (Q'., Q,) ; on note sa fibre . (F',, F).
J J J J J J
La suite exacte d'homotopie locale donne:

~

(4) >\i(F'J., Fj) ™ /\ 141 (Q'j, Qj) pour tout i 3 0.

Or F; s'identifie au groupe H.

D'autre part, Soit Q*. l'espace de tous les plongements de Q :

n J n-1 X¥ !
dans D" qui induisent l'identité sur &3 Ns"77; et soit Q** 1e

sous-espace de ”Qq; formé des plongements qui induisent 1'identité sur

G 1 En raison du caractére faiblement local des groupes >\ i, ona:
\ . ~ ) ! ¥ . o .
)\‘1 (F'j+1, Fj+1) £ >‘i (QJ- s Qj ) pour tout i » 0; puisque Qj *

s'identifie & la fibre de la fibration canonique Q’xj —_ Pj+1’ 6n &

| § N
>\i (Qj** Q;* ) ~ /\i (Q?' s Q¥-) pour tout ‘i > 0; enfin, comme

3 .] -

Q*~ est ouvert et fermé dans Q., il resulte de la propriété 2% dun®1
J j p
X\~
qu'on a: /\ (Q*' , QT A~ /\ (Q!, Q.) pour tout i = 1. D'olu finalement:
1 ] J 1 j ] -
] ~ ! 3 S
/\ ; (Fj"'l’ Fj+1) ~ }\1 (Qj, Qj) pour i = 1

)\O(Qj’", Q*J.) pour i = 0.
Donc compte tenu de (4) ci-dessus:

M@ Q) ® >‘1-1 @ 1, Q) pour i3> L
i §
>‘0(Q§f_1 , Qj*—l) pour i = O.
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On a donc les isomorphismes suivants:

n n
o) A& L
M) R A@ Q)
' o~ ! -~ * ! *
Ay @ Q)R A @ L@ ) R A@ ,, Q)
>‘n 1 (@ 0 Qn) ~ }\n 9 (Q n-1’ Qn~1)¢ .......... "’\o(Ql s Ql)
Ny @ QIF L , ;t)\l(Q-l,Ql)r»Ao(H',H)
Mooy QL QA /\Z(Ql,Ql)z (H', H)
Mty @ Q) e ¥ A Qe & A )
o

I T S T T T R T T T T T T T T S S O T S ST ST Y

Or, du point de vue C'-local, (@', Q,) s'identifie a (E', E).

D'autre part, on sait que /\i(H',H) A 7Ti(H) pour tout i > 0 (puisque
les I“ i(H',H) sont nuls); et il résulte de [1] , p. 341, proposition 11,

(H) & T ;(G, SO(n+1) ),

qu'on a pour tout 12 0: T ;

. . x
Enfin, on peut donner comme suit une interprétation de AO(Q'l, le).
' - .
Soit (& , A*) l'espace de tous les plongements de D" 1 dans D
qui sont tangents & 1'application identique le long de Sn_z. On a une fibra-

: X! . X! .
tion canonique: (Q 1’ Qg”l) —_D (A¥ , A‘x ); les )‘ i de la fibre sont
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1 3 1
nuls pour tout i > 0; on a donc: )&i(Q*l, Q*l) %)\i(A ; A* ) pour
X!
tout i 2 0. Comme (A A*) est presque contractile, ses A i
o 1
s'identifient 4 ses 7Ti; donc finalement: /\o (Q*l’ QAl) &177;('A*1 ).

*) s'identifie canoniquernent au groupe r‘

Or pour n # 4, T, (A
(Ceci est une conséquence facile du fait que pour ces dimensions,la "conjec -

ture de Schonflies différentiable' est vraie, autrement dit, pour tout plon-

+
gement différentiable de s" dans R" 1, 1'adhérence de la composante
+ +
connexe bornée de Rn 1 - f (Sn), est difféomorphe & Dn 1; ce résultat
a 6té démontré pour. n = 5 par Smale; cf. L[3] ).
On a donc, en résumé: .
)\i(E',E) & Tri n(G’ SO (n+1) ) pour i9 n
n
A ELE) AT
1 .
i(E ,E) o~ "(Qn—i’Qn-i) pour 0< i« n-1

/\O(E',E) =0

En reportant dans la suite exacte (1) les résultats de (2), (3) et ‘(‘5},

on obtient le:

Théoréme 4.(2) Soit n une dimension ol les conditions1 ) et

2 )} du début de ce n’ sont remplies; soit (G',G) le groupe des difféomor -

phismes de S qui conservent l'orientation; soient" Q*j les espaces

définis ci-dessus. On a une suite exacte:

A2 " . . .

( zNote rajoutée sur épreuves). Le théoréme 4 peut etre amelioré
comme suit: , : :

Sous les hypotheses du théoréme 4, on a des i@morphismes canoniques:

.
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—> (G, 50m+1)) > T(SOMm+1)) = T (6" —> 7 (G, 50m+1)-> ...

1-n

coo > T (G, S0(n+1)) —T (SO(n+1)) —_— 7Tn(G')——~‘> f’n_,> 771;1 1(SO(n+1)) -

— Mo 1(a -\ o(@] Q ) 2 Tsom) = T (a) ~>/\ L)
‘ 1 : n 1 n-1
= 0 —=>T(G)—> o0
'Si én plus (comme c'est le cas pour n = 3), le groupe G est dense

' . n n .
~dans le groupe:les homéomorphismes de S sur S conservant 1'orien
tation, on peut, dans la suite exacte ci-dessus, remplacer G' par ce grou

pe d'homéomorphismes (cf. [2} )

e

T (@', s0(m+1)) & (T, (G,50(n+1)) pour i pn + 1
ri .
pour i = n
< i &£ -
/\(in1 nll) pour 0 £ i €n 1

Démonstration. On remarque d'abord que, d'apres le 1emmg de
cing, pour tout espace bitopologique (E', E) tel que ’»1 (E',E) & T4 (E’)
_pour tout i Z 0, on a aussi, pour tout i 2 1, un isomorphisme cano-
nique )\i_l(E',E) X1 y(E',E), ou Tri(E',E) designe le i-éme grou-
pe d’homotopie de 1'application d'injection E — E'.
On conidére ensuite le diagramme commutatif canonique

- SO(n+l) —> G

J N
E — E'

Les fléches verticales induisent des isomorphismes sur les groupes d'ho-
motopie: c'est classique pour la fléche de gauche etgour la fleéche de droi-
te, cela reésulte du théoréme 2 et du 2° du»%hé&rt e-*3 Donc, d'aprés
le lemme de cing; on a un isomorphisme canonique T ;(E', E) ~

X TTi(G', SO(n+1)), ce qui, compte tenu de (5), achéve la démonstration.
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VARIETES FEUILLETEES
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par André Haefliger (Genéve)

Le but de cex huit lecons est d'exposer, sans prétendre étre complet,
les principaux résultats (i vrai dire fort peu nombreux) de la théorie des va-
riétés feuilletées créée par C. Ehresmann et G. Reeb. Sans viser a la gé-
néralitévla plus grande, nous nous efforcerons de bien dégagef, par des exem
ples et dans les démonstrations, les notions fondamentales, celle d'holono-
mie par exemple qui est due 4 C. Ehresmann et qui est & la base de toute ia
théorie.

Lies 3 références de base sont

G. Reeb, Sur certdines propriétés topologiques des variétés feuilletées, |

Act. Sc. et Ind., Hermann, Paris, 1952,
C. Ehresmann et Shih W.S., Sur les espacesfeuilletés:: théoréme de stabi-
lite, C7 R. Acad. Sc., Paris 243 (1956), 344-6.
A. Haefliger, Structures feuilletées et..., Comm, Math. Helv.
© 32, 1958, 248-329.

1. Définitions et exemples.,

Disons qu'une application d'un ouvert d'un espace numérique réel
dans un autre est de classe r, o r=o0, 1,2,..., n,...; 0 ou W ,
si elle est continue loréque r = 0, sielleest r fois continiment différen-
tiable lorsque r estun entier »0 ou o, sielle est analytique réelle
lorsque r estle symbole w )

Un homéomorphisme local de R" (c. & d. un homéomorphisme d'un
ouvert de l'espace numérique réei R" de dimension n sur un ouvert de

R ) est dit de classe r siil est de classe r ainsi que son inverse.
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Une variété de dimension n de classe r est un espace topologi-
que V, séparé sauf mention explicite du contraire, muni d'un ensemble de
- cartes qui sont des homéomorphismes d'ouverts de Rn sur ouverts de
V., les changements de cartes étant des homéomdrphisrnes de classe r
de R |
| Les notions d'applications de classe r ou d'homéomorphismes lo-
caux de clas‘se r ’ s'étendent naturellement au cas des variétés de classe r.,
Une‘ application f d'une espace topologiqué X dans un espace to-
pologique Y est localement un homéomorphisme si tout point de X posséde
un voisinage ouvert appliqué homéomorphiquement par f sur un ouvert de Y..

1.1, Définition d'un feuilletage a l'aide des cartes.

E-E S -3 A5 E R - L e e e

Identifions 1'espace numérique réel R" de dimension n au pro-
duit RP X Rn-p; désignons par x = (Xl’ ces ,xp) les p premieres coor-
données de R et par y = (yl, - ,yn_p) les n-p derniéres coordonnées.

L'exemple le plus simple d'une structure feuilletée de codimension
p sur Rn est celle dont les feuilles sont les (n-p) - plans paralléles au
sous-espace linéaire défini par x = 0. Un homéomorphisme local m,Qe clas-
se r - de cette structure ‘\;, o, estun homéomorphisme local de Rna qui
présérire localement les feuilles: au voisinage de tout point (x,y) ou h
est défini, l'homéomorphismé h (x,y) = (x',y') s'exprime par des équations

de la forme:

hy ()
1
(1) _
y' = By (%)
Remarquons que h, est un homéomorphisme local de R de clas-

se I,
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Sur une variété V de dimension n et de classe r, une structu-
re feuilletée (ou feuilletage) {}/ de classe r et de codimension p, ou
de dimension p, est définie par un ensemble maximal (atlas complet) de
cartes hi qui sont dés homéomorphismeg's de classe r d'ouverts Ui
de Rn sur des ouverts de V et qui vérifie les deux propriétés:

(i) les buts hi ('Ui) des cartes hI forment un recouvrement
de V,

(ii) 1rcles. changements de cartes hj_l hi sont des ho.méornorphisrnes
locaux de R de classe r qui s?nt localement de la forme (1).

On dira aussi que le'feuilletage 3// est topolagique, différentiable
ou -analytique suiv‘anfc que r=0, o< Tr € 0 Ou r= W -

En restreignant la forme des changements de cartes, on peut défihir
encore des structures plus précises. Par exemple une structure feuilletée

sera dite orientée (ou transversalement orientée) si les changements de

cartes sont de'la forme (1), avec la condition supplérhentaire que 1'homéo-

morphisme local Hl de RP conserve l'orientation. Elle sera dite tran-

sversalement analytique si ”Bl est analytique. -,

On a également la notion de feuilletage analytique complexe en rem-

placant dans la définition précédente Rn par l'espace numérique complexe
Cn‘, les changements de cartes étant supposés analytiques complexes.

Il est clair aussi que 1'on pourrait plus généralement remplacer dans
la définition précédente Rn - rP x r"P par le produit B X F de deux
espaces topologiques quelconques, les changements de cartes étant toujours .
de la forme (1). ‘

Toute structure feuilletée de classe r sur  V induit d'une manie-

re évidente une telle structure sur tout ouvert de V.
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1.2. Les_applications distinguées. Soit /3’/ une structure feuilletée de co-

prfionfhoncfiefbennes e exfiorgiion Junen A o gfum o ot fhasgihoriibugunflcfinn g .

dimension p sur V, définie par un atlas complet formé de cartes hi
et soit 77 la projection naturelle de Rn = Rp X Rn—p, sur le premier

facteur Rp. Lies applications continues f{ d'ouverts de V dans Rp

qui sont localement de la forme Whi_l sont appelées les applications

distinguées de

Les applications distinguées formént un ensemble d'applications
fi de classe r (etderang p si r » 0) d'ouverts Vi de V
dans Rp vérifiant les deux'propriétés:
a) les Vi forment un recouvrement de V o
b) une application f d'un ouvert U de V dans R est di-
stinguée si et seulement si, poﬁr toute autre applicatioﬁ distinguée
fi : Vi - Rp ettout point z &£ U /\ Vi’ il existe un homéomorphisme -

local de classe r de - Rp

| tel que
(1Y f = h fi au voisinage de . z.
Dans le cas d'une structure feuilletée orientée, l'hom‘éomorphisme' :
local h de (1') est astreint & conserver l'orientation de RP. - -

13

Remarquons que les applications distinguées caractérisent cornjilé—

tement la structure 31 et nous les utiliserons constamment dans la suite.

Soit f une application d'une variété V de classe r dans une
varieté V' de classe r qui est localement un homéomorphisme de clas-
se r. Soit J' unfeuilletage de classe r sur V'. Les applications
d'ouverts de V dans R obtenues en composant f avec les applica’-

tions distinguées de J' sont des applications distinguées d'un feuilletage

Y sur V appelé l'image réciproque par f de g2

Remarque. La considération des applications distinguées conduit a la géné-
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ralisation naturelle suivante,

Soit B un espace topologique auxiliaire muni d'un pseudogroupe

F de transformations. Une l/' -structure feuilletée sur un espace topo-

logique X est définie par une famille d'applications continues d'ouverts
'Vi de V dans B vvérifiant les deux conditions précédentes, 1'homéo-
morphisme local h .dans (1') devant etre un élément de [

L'avantage de cefte définition est de metirel'accent sur la struc‘ture
transverse aux feuilles (celle de B muni de F ) qui est, comme le
montre l'expérience, souvent plus importante que celle des feuilles.

1.3. Les feuilles. Soit T. la topologie de R"™ = RP X R® P qui est

——————————— ©
p

le produit de la topologie discréte de R par la topologie naturelle de
R"P, ‘Lies composantes connexés de R" suivant T, sont précisément
les feuilles de /3’; , c'est & dire les plans x = constante, munis de leur
topologié naturelle. Les automorphismes locaux h de /j\“: sont aussi
des homéomorphismes pour la topologie T, d'aprés (1). Il existe donc
une topologie T unique sur - V telle que chaque carte hi soit un ho-
méomorphisme de Ui sur hi (Ui) pour les topologies induites p@f T,
et T respectivement,

Par définition les feuilles de la structure Ff’/ sont les composantes

connexes de V relativement & cette topologie T (appelée la topologie

des feuilles). Les feuilles de /}’/ sont donc des sous-variétés de V de

dimension n-p qui sont de classe r \‘si ’y est de classe r.

La topblogie T des feuilles peut etre aussi définie par les appliéa—
tions distinguées: une base de T est formée par les images réciproques '
des points de 'Rp_ ~par les diverses applications distinguées.

L'espace quotient'de V par la relation d'équivalence 59 dont les
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. NS
classes sont le feuilles de /’}”/ est appellé l'espace des feuilles de F ,

Remarquons que  f est une relation d'équivalence ouverte (les feuilles
rencontrant un ouvert de V forment un ouvert de V); en effet, elle est
engendrée par les relations d'équivalence locales ouvertes Pi dont 1¢s
classes sont les feuilles des structures feuilletées induites par 4 sur les
buts des cartes hi' - I} en résulte que l'adherence d'un sous-ensémble de
V qui est réunion de feuilles est élle—méme réunion de feuilleé de /y .

Nous utiliserons souvent la notion de sous-variété transverse a un

feuilletage. Soit \,‘; un feuilletage de classe r et de codimension p
sur V. Une sous-variété W de classe r de V (ou une variété W
munie d'une application j de classe r dan‘s V) est dite transverse 2
/}Z si la restriction &8 ‘W (ou la composi‘;ion avec f) de toute application
distinguée de ’3’/ est localement un homéorphis-me de classe r dans Rp.
Ainsi pour r > 0, entout point z de V, llespace tangenta W en

z est complémentaire & l'espace tangent a la feuille passant par z.

Une feuille F est dite propre si la topologie induite sur F . par
la topologie de V est la meme qué la topologie induite sur F par la to-
pologie des feuilles T. A

. D'apres ce’ qui précéde, une feuille est propre si et seulement s'il
existe une pefite sous-variété transverse au feuilletage coupant F en un
seul boint. |

Une feuille F est fermée si c'est un sous-espace ferrné de V
(muni de sa topologie usuelle). Une feuille propre est fermée si et seulement

si tout compact situé dans une sous-variété transverse coupe F en un nom-

bre fini de points, et réciproquement.

Proposition., Toute feuille fermée d'un feuilletage défini sur une variété



André Haefliger

V a4 base dénombrable est aussi propre ([7]).

Un exemple montre que sur une variété a base non dénom_brable, une
feuille peut remplir toute la variété. _

Le lemme suivant est essentiellement démontré dans Chevalley [ 1]
(voir aussi [7] ; p. 4).

Lemme, Si V est i base dénombrable, toute feuille d'un feuilletage sur
1—-—'—————1 ——— ™

V est également 3 base dénombrable.

La propositioﬁ se démontre alors en rerharquant que si la feuille fer-
mée F n'était pas propre, elle couperait une sous-variété transverse sui-
vant un ensemble fermé parfait. Or uﬁ ensemble parfait n'est pas dénombra-
ble, ce qui contredit le fait qué F.  est & base dénombrable.

| “Pour plus de pro;;riétés relevant de la topologie générale des feuil-

letages, voir Reeb [11] Chapitre A et [12] .

1.4, Orientation d'un feu'illetag.g_. Soit ? un feuilletage de codimension

p défini sur V. Les applications distinguées de 37 définies au voisina-
ge d'un point z de V _ se répartissent en deux classes, ainsi définies:
deux applications distinguées f et g sontdansla meéme classe s‘hl“'ho—
méomorphisme local h de Rp telque g = hf au voisinage de rz,
est de degré 1 en f (z). Chacun de ces classes est appelée un germe d'o-
rientation de 3'/ au point z, |

Munissons l'ensemble V¥ des germes d'orientation de 3’/ d'une topologie

en décidant qu'un sous-ensemble UY de V * est un élément d'une base
de cette topologie si U¥ est 1'ensemble des germes d'orientation définis par |
une application distinguée éux différents point de sa source. - La projection-
de V¥ sur V associant & chaque germe d'orientation au point 1z, le

point z lui-meme, fait de V* un revetement & deux feuillets de V.
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.
Plus précisément, on a la

Proposition. L'espace V* des germes d'orientation d'un feuilletage F
g

sur V est un revetement a deux feuillets de V. Le feuilletage F* sur
*
A%

orienté, L.e feuilletage 37 est orientable si et seulement si ce revétement

, image réciproque de /37 ‘par la projection de ce revétement, est

est trivial.

Ainsi tout feuilletage d'une variété simplement connexe est orienta-

ble.

1.5. Feuilletages simples. Un feuilletage ¥ de classe r sur une

oSz ===z ===

variété V est dit simple s'il existe une application f de 'V sur une va-
riété W (séparée ou non) de classe r et de dimension p vérifiant

la condition suivante: pour tout homéomorphisme g de classe r d'un
ouvert de Rp sur un ouvert de W, l'application g-lf est une applica-
tion distinguée de- ,3’/ . Les feuilles de /?'/ sont alors les composantes con-
nexes des images réciproques par f des points de W. L'espace des feuil-
les de } (cf. 1.2) est une variété, en général non séparée, de cla?'se r,
muni d'une projection tf sur W qui est localement un homéomorphisme
de classe r. Réciproquement, si l'espace des feuilles est une variéte de
dimension p et de classe r, alors le feuilletage est simple. On pourra
prendre pour { l'application naturelle de V sur l'espace des feuilles

de ’\f’/ . Un feuilletage est simple si et seulement si, pour tout point =z

de V, il existe une application distinguée f définie dans un voisinage U
de 2z et qui applique l'intersection non vide de toute feuille aveec U sur
un seul point de RP.

Par exemple, en vertu du théoréme des fonctions implicites, une ap-
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plication f declasse r (r>0) etderang p de V sur une variété
de classe r et de dimension p définit sur V un feuilletage simple.

Toute structure feuilletée de classe 0 et de codimension 1 du
plan FL2 est simple (cf. [8] ).

Sur Rn, tout feuilletage de classe 0 et de codimension 1 dont
toutes les feuilles sont fermées est aussi simple (cf. 3.4 et [7] ).

Une fibration de classe r sur une variété V est aussi un exemple
d'un feuilletage simple; les feuilles sont les composantes connexes des fi -
bres. La structure iaduite sur tout ouvert d'un feuilletage simple est sim-
ple.

1.6. Champ de plans complétement intégrable. Soit V une variété de clas-

se .r + 1 22 etdedimension n. Soit 'ﬂ— un champ de q-plans de
classe r sur VJ. Autrement dit, en chaque point x de V on se don-
ne un sous-espace linéaire W(x) de dimension ¢ de l'espace des vec- -
teurs tangents & V | en Xx, ce sous-espace étant une fonction de classe r
de x. Le champ TT est dit completement i‘nfé'grable.s‘i, pour tout x de
V, il existe une sous-variété W de classe r de V de dimensjon q,
telle qu'en tout point y de W, l'espace tangenta W en y soit TT(y). ,
Si le champ ” est donné localement par q champs de vecteurs
1

ils sont définis, les q champs AXi engendrent W(x) ), la condition de
compléete intégrabilité est équivalente au fait que le crochet [Xi, Xj] de

linéairement indépendants X,,..., Xq (c.2 d. qu'en chaque point x ol

deux champs queiconques est une combinaison linéaire des Xk (cf. [1] ).
Dualement, si W est donné localement par l'annulation de n-q formes
(,ul, cens ("Un—q de degré 1, lé champ TT est completement intégrable si
et seulement si la différentielle extérieure du}i appartient & l'anneau en-

gendré par les formes a{.,*"\w.'j.
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Si ‘ 3’/ est une structure feuilletée sur V de c’lasée r+1 >1
et de di‘mensibn q, les plans tangents aux feuilles de 3"/ fofment un champ
completement intégrable de g-plans de classe r.

Réciproquement, un champ de classe r de g-plans éomplétement
intégrable sur = V définit une structure feuilletée 35 de classe r dont
les feuilles sont les variétés intégrales maximales de ce champ. Une appli-
cation distinguée de y est donnée par n-q intégrales prefniéres indépen-
dantes locales.

Signalons a ce propos deux problémes fondamentaux, mais sur 1esqué1s
rien n'est connu,

Probléme d'existence. Soit V une variété munie d'un champ continu T

de q-plans de classe r. A quelles conditions existe-t-il sur V un champ
de qg-plans compleéetement intégrable de classe r et homotope a W ?

Probleme d'approximation. Soit V une variété de classe oo munie d'un

champ IT de q-plans complétement intégrable de classe r. A quelles con-
ditions exist-t-il sur V‘ un champ compléetement intégrable de q-plans de

classe r' > r et approchant 17 2 _ “

v

e i e i o o o ol e e oot o

un sous-groupe analytique connexe de G. Les classes a gauche de G mo-
dulo H sont les feuilles d'une structure feuilletée analytique sur G (cf. ?1"‘ ).
Toutes les feuilles sont isomorphes entre elles, car elles se déduisent les unes
des autres par translation & gauche. Elles sont propres (cf. 1.2) si et seule-
ment si H est un sous-groupe fermé. L'exemple le plus simple d'un sous-
groupe non fermé s'obtient en prenant pour G le tore & 2 dimensions (quo-
tient du plan R? par le sous-groupe des points é‘coordonnées entiéres) et

pour H le sous-groupe & 1 parametre déterminé par une droite passant
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par (0,0) et:de pente irrationnelle.

1.8, Fibré a groupe structural discret. Soient X et B des variétés de

classe r, X étant connexe et B de dimension p. La variété X  s'i-
dentifie au quotient. de's‘ori révetement universel }’E par un groupe T1 d'ho-
méomorphismes de B de classe r, qui est d'ailleurs isomorphe au pre-
mier groupe d‘vhomqtvopie de B. .Soit @ une représentation de W dans
un groupe d'hpinéomorphismes de classe r de B. Soit V le quotient
du produit ’)\(,x B par la relation d";équivalence qui identifie les couples

(x',' y') et (x, y) s'il existe un élément g de TT tel que x' = g (xv) et
y' = @ (2)y. Lavariété 3(/ X B, munie de la projection naturelle sur V, est
un revétement de V.

La projection de 3(/ XB sur X donne par passage au quotient une
projection 7% de V sur X; munide cette projection, V estun espace
fibré de base X, fibre B et groupe structural discret TT (cf. 14) ou mu-
ni d'une connexion intégrablé (cf. [47). Inversement, toute structure fibrée
de fclasse r & groupe structural discret peut s'obtenir de cette manieére.

. D'autre part, V ést muni d'une structure feuilletée de clagge r

et de codimension p dont les feuilles sont transverses aux fibres. En effet,
la projection de }'\{J X B sur B définit une structure feuilletée simple de
classe r sur )%I x B. Le groupe /T agissant sur )/E/)( B par les
transformations de la forme (x, y) —> (g(x), %(g)y), od ge]] , est
un groupe d'automorphis'més de ce feuilletage. Par passage au quotient, on
obtient sur V -‘une stfucture feuilletée % | dont les feuilles sont les ima-
ges F (y), par la projection naturelle de X x B sur V, des sous-va-
riétés" X = Y, ou y' € B. La variété V, munie de la topologie des feuil-

les et dé la projection 4 sur X, estun revetement de X; en particu-
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lier chaque feuille est un revetement de X,

Voici un exemple spécifique d'un feuilletage de codimension 1. obte-
nu de cette maniére sur un variété de dimension 3, Soit X la bouteille |
de Klein, quotient du plan R2 par l'action du groupe i1 engendré par les

deux transformations

N—-
H
o]
-+
[y
N--
i

1
ol

&1 ¢t g

N—
i
M
N—-
]}
>
+
—

Ces deux générateurs sont liés par la seule relation glgz—lglg2 =

= Identité., Soit % la représentation de ﬂ dans le groupe des homég
morphismes du cercle S1 qui applique g1 sur une rotation non périodi-
que et g2 sur une symétrie axiale (renversant l'orientation). La construc ‘
tion précédente donne un feuilletage sur une variété V de dimension 3
orientable; les feuilles sont soit des rubans simples, soit des rubans de Mo-
bius. Chaque feuille est partout dense. _
Dv'une maniére générale, 1'étude des feuilletages A}Z/I obteillls de la
maniére précédente se rameéne essentiellement & celle des représentations
% du groupe fondamental TT de X dans le groupe des homéomorphi-
smes de classe r de B. \ | o |
Ainsi la feuille F (y) corréspond 4 l'orbite du point y .de B
selon le groupe (I) ( rl ); la feuille F (y) est partout dense dans V
si et seulement si l‘orb.ivte de y est partout dense dans B; la feuille
F (y) ~est propre (cf. 1.3) silatopologie de B induit sur l'orbite de y
la topologie discrete. L'espace des feuilles de rj\:f est le quotient de B
par l'action de qT) ( ﬁ ). Lorsque B est compaict, les propriétés de sta

NS
bilité de % et de

-

> se correspondent, etc.
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Signalons que G. Reeb a fait une étude détaillée du cas ot X est le to-
re, B le segment [O, 1] et ot r » 2 (cf. [13] ).

ms e e e e e s e s e s o e e e e S s

le plus classique qui est dii & Reeb. Soit D2 le disque formé des vecteurs x

& 1. Dans le cylindre D2>< R, considérons le

du plan dont l1a norme | x| est

feuilletage dont une feuille est le bord SIX R du cylindre et dont les autres
feuilles sont les surfaces définies par (x, _l'zl(;‘—lz + a), oll a est un parametre
réel et ou {x | 1.

Un tore plein T est le quotient du produit sz R par la relation
d'équivalence qui identifie (x,t) et (x,t+n), ol n est un entier quelconque;
il y a correspondence biunivoque entre feuilletage de T et feuilletage de
D2 x R invariant par la transl‘ation (x,t) —> (x,t+1). Le feuilletage précé-
dent définit donc dans ie tore plein T un feuilletage dont le bord est une feuil-
le.

En prenant deux tores pleins feuilletés comme plus haut et en les re-

collant le long de leur bord par un homéomorphisme qui applique les méridiens

de 1'un sur les paralléles de 1'autre, on obtient un feuilletage de S3. Toutes
les feuilles sont propres et une seule feuille est compacte, A savoir le\e\bord
commun des deux tores.

En remplacant la fonction |x! 2/(1- ‘;x{z) par une fonction convenable
on peut obtenir un feuilletage de classe <0 ; nous verrons plus loin qu'il n'e-
xiste pas de feuilletage sur 83 qui soit analytique.

En choisissant d'autres feuilletages du tore plein, le bord étant tou-
jours une feuille, on peut vvarier 4 1'infini 1'exemple de Reeb., On peut obtenir
autant de feuilles compactes que 1'on veut (ce sont toujours des tores d'aprés
un théoréme général d'Ehresmann (cf. |5 )); dans les exemples connus, les

feuilles non compactes sont homéomorphes a des plans privés
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d'un certain nombre de points; on peut aussi obtenir des feuilles denses dans
un ouvert.

Kneser a conjecturé que tout feuilletage de S3 de codimension 1
admet une feuille cc;mpacte. Parmi les problemes ouverts, signalons les
suivants: quels sont ies noeuds dans 83 dont le bord d'un voisinage tubulai_
re peut étre une feuille d'un feuilletage? On peut voir que c'est possible pour
les noeuds du tore. Existe-t-il un feuilletage de 83 avec\ des feuilles non
compactes qui ne sont pas homéomorphes & un plan troué?

On peut se demander aussi quelles sont les variétés compactes de di- ’
menéion 3 qui peuvent &tre feuilletées par des surfaces. Il est toujours
possible de construire un feuilletage de codimension 1 sur une variété de
dimension 3 qui est un espace fibré }par des cercles au sens de Seifert
(avec des fibres singuliérés).

Remarquons encore, qu'a part le cas de 83», on ne connait: aucun
- feuilletage de spheéres, en dehors des cas ol 1'on connait l'existence de fibra-
tions.

P’ 1e disque formé des vecteurs =z de R'  de norme ]zl £ 1. Dans
le produit ‘Sl x Dp_lx D"P  formé des triples (9, x,v y), nous allons
perturber le feuilletage de codimensioh p dont les feuilles sont les (n~-p)~-
disques {eyx{x} > D" P en le laissant fixe sur le bord.

En plongeant le tube s'x pPlx p"P dans une variété feuille-
tée donnée de sorte que S1 X Dp—1 P {y} soit transverse aux feuilles et
(8, x Dn—,p) soit contenu dans les feuilles pour tout &, x, y,‘ on pourra
perturber le feuilletage & l'intérieur du tube sans le changer a l'extérieur.

Soit = «(u,v) une fonction de classe o des deux variables u

et v, définiesurlecarré 0 < Ju] € 1 e 0 < |v| £ 1, paire
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en u et v, égalea 0 au voisinage du bord et infinie aux points
u=0 et |v] = 1/2.

Dans le . produit R < Dp‘1 n-p

x D" V7, formé des triples (t, x, y),
considérons le feuilletage de classe @ dont les feuilles sont les sous-va-

riétés définies par

X = X,
= ol (Ix]|. |y|) +t
etpar x = 0, ,y[ = 1/2.

oh x, et t, sont des constantes

Ce feuilletage étant invariant par la translation '(t, X, y) —>
(t+1, x, y), on en déduit par passage au quotient un feullletage sur

Slx Dp—l n- p

> D \
Les feuilles passant par des points ot x # 0 ‘sont des (n-p)-di-

sques. Celles qui passent par des points ot x = 0 et |y| # 1/2 sont
+ -p-1 -

homéomorphes & R > st 1 oua R'P suivant que |y | > 1/2 ou

| ¥] < 1/2. 1l existe une feuille homéomorphe a ’S'1 X Sn-p-l’ celle qui
. +

est définie par x = 0 et , yl = 1/2. R  désigne la demi-droite

[0 oo[ . .,

2. La not10n d'holonomie

2. 1. Introdutmn Soit 3’1 un feuilletage de classe r et de codimension

per= oo e s e e

p sur une variété V. Soit F une feuillg de 3// et soit Trl (F, z) le
groupe des classes d'homotopie des lacets de F au point z de F. L'ho-
lonomie de F est une repgcesentatlon (P ’r( (F, z) — G, o G

est le groupe des germes d' hornéomorph1smes locaux de classe r de Rp
a l'origine 0, qui laissent fixe 0 (cf. 2.2): Cette représentation est dé-

finie & un automorphisme intérieur prés de G. L'image de gﬁ est le grou-
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pe d'holonomie de F (défini & un conjugué pres).

Cette notion fondamentale a été introduite par C. Ehresmann (elle
était déja sous-jacente dans la thése de Reeb); elle donne & peu preés tous
les renseignements‘ connus sur le voisinage d'une feuille, Par exemple le
théoréme de stabilité affirme que si le groupe d'holonomie,d'une feuille com
pacte F est fini, alors il exist‘e un voisinage de F. qui esf réunion de
feuilles compactes. Dans le cas différentiable ou analytique, nous avons mon
tré ( [9]) que 'holonomie d'une feuille propre caractérise completement son -
voisinage feuilleté (c{. 2.7). .

La notion d'holonomie est bien connue dans le cas d'un systeme dyna-
mique donné sur une variété par un systéme d'équations différentielles ordi-
naires. Soit F une trajectoire fermée (un cercle) et soit Bp une peti-
te boule, centré en =z € F, transverse aux trajectoires. La trajectoire par
tant d'un point y de Bp va recouper Bp en un point (/(y), si y
est assez proche de z; l'application y —s c((y) est un homéomorphisme
d'un voisinage de z dans Bp sur un voisinage die z (cet homéomorphi-
sme est de classe r si le systéme donné est de classe r). L'holonq\lzr}ie de
F est dans ce cas la représentation qui fait correspondre au générateur de
W, (F, z) = Z le germe de (.(ﬂ en z, Les deux résultats cités ci-des-
sus sont évidents dans ce cas particulier.

2.2. Rappel sur les germes d'applications. Soient X et Y des espaces

e ot ey i o e s e e e e e — o — e - o e

topologiques. Deux applications continues f et f' de voisinages de
X € X dans Y ontle méme germe en x sileur restriction & un voisi-

nage convenable de x  coincident. Ainsi le germede f en x estl'en-

semble de toutes les applications f{' de voisinages de x dans Y qui
sont égales & f dans un voisinage de x  (ce voisinage dépendant de f').

Le point x est appelé la source du germede f en x, etle point
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y = f(x) son but.

Si g estune application continue d'un voisinage de f (x) dans un
espace topologique Z, le germe de gf au point x ne dépend que des
germesde f en x etde g en y etestappeléle cbmposé de ce‘s ger
mes. Ainsi les germes d'homéomorphismes locaux de classe r de rP
a l'origine 0 ef qui laissent fixe 0, forment un groupe.

184%
2.3. L'espace des germes distingués d'un feuilletage, Soit &F une

structure feuilletée de classe r sur une variété V. Considérons.l'ensem
ble ?/'/ de tous les germes d'applications distinguées de ?’j aux différents
points de V (nous dirons l'ensemble des germes distingués de F ); cet
ensemble ’\\/: est muni d'une projection sur V, celle qui fait correspon-
dre 4 chaque germe distingué au point x le point x luijm'éme. A toute
’ application distinguée f de 3'/ , définie sur un ouvert U de V, cor-
respond un relévement ?Jl de U dans /\\/'/ formé de tous les germes de

f aux points de U ; les sous-ensembles ?J/ de /\\f/ obtenus de cette ma-

niére forment la base d'une topologie sur V. La projectiono est localement

un homéomorphisme. .

Comme la topologie T des feuilles de 9‘1 sur V est plus fine
que la topologie de V, il existe une topologie %/ sur ,;/'/ unique (encore
appelée topologie des feuilles sur '\\//) telle que ¢ soit encore un homéo-
morphisme local lorsque r\7 et V .sont munis des tdpologies ”F et T.

En général, ,\\// muni de X n'est pas un revetement de V. Cepen-

dant, nous allons vérifier le fait remarquable suivant,

Proposition: L'espace V des germes distingués, muni de la projection
, . —~
source <X , est un revetement de ' V, lorsque V et V sont munis de

~
‘la topologie des feuilles T et T.
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Démonstration. Soit z € V et soit f une application distinguée définie
dans un voisinage ouvert U de 1z, Le sous-ensemble U= f‘1 (x) de

U, o x = f (z), estun ouvert pour la topologie T. Tout élément de

A -1 (U,) est le germe en un point z' ¢ U, d'une application distinguée
de la forme h.f, o h estun homéomorphisme local de Rp -de classe
r, défini au voisinage de x. Les germes de h.f aux points de U,

~S
forment un relévement Uh de U, dans V ‘et c'est un ouvert pour la
\ . e _

topologie ’TV La projection o applique homéomorphiquement Uh sur

U,

o

classe r, défini au voisinage de x, alors Uh et Uh' n'ont de points

communs que si h et h' ontle mieme germe en x, auquel cas ils coin-

. D'autre part, si h' est aussi un homéomorphisme local de . RP  de

cident, Ainsi & -1 (Up) est réunion disjointe d'ouverts de T appliqués
homéomor,phiquement par ol sur U,, ce qu'il fallait démontrer.

2.4. L'holonomie d'une feuille, Soit G le groupe des germes d'homéo-

morphismes locaux de RP de source et but l'origine (cf. 2.2). Etant don-

né une feuille F d'une structure feuilletée ? sur YV, nous allons

construire une représentation 9‘5 de 7Tl (F, z), z € F, danss G,

définie & un automorphisme intérieur prés de G, et appelé 1'holonomie

de F. Il serait plus correct de définir 1"holonomie de F comme un élément
de H1 (F; G), le premier groupe de cohomologie de F a coefficient G
(cf. [9]).

% sera déterminé sans ambiguité par la donnée du germe 7 en
z d'une application distinguée f telle que f(z) = 0. Soit c :[O, 1]—>F
un lacet de F en z dontla classe d'homotopie est un élément )/ de
‘)’\"‘1 (F, z); {ichemin ¢ se reléve suivant un chemin unique (cv, dans le
revetement V de V, d'origine Z. L'extrémité de T estle germe

7~

z' en =z d'une application distinguée f' telle que f' (z) = 0. Il existe

i
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ainsi un élément unique bg de G tel que ’; = g’; (composé des germes,
- cf. 2 2); g ne dépend que de X . La correspondance associant & X
1'élément g estun homomorphisme % de ™ (F, z) dans G (avec
la convention contraire a l'usage que si kl et YZ € T(’l (F, z), alors
yz {1 est la classe d'homotopie d'un lacet obtenu en parcourant d'abord

un lacet ¢

1 qui représente Yl et ensuite lin lacet c, qui représen-

te 6/2). . |

Si l'on était parti d'un germe distingué z' en =z, la représentation
éb' construite a partir de 2 se déduirait de celle construite a partir de

Z enla composant avec l'automorphisme intérieur déterminé par g, ol

g estl'élément de G défini par 7 = g;.

Le groupe d'holonomie de F est le sous-groupe de @G, défini a

un conjugué pres, image de ’h’l (F,z) par % .

Remarque. La notion d'holonomie peut s'étendre sans aucun change-
ment au cas de r -gtructures feuilletées (voir remarque de 1.2) qui vé-
rifient la condition de non dégénérescence suivante: étant donnés une appli-
cation destinguée f, un point 2z de sa source et deux éléments W , et
h' de F définis au point f (z), si hf et h'f ontle méme germe en
z, alors h et h' ontle meme germe en f (z).

Exemples, Dans les exemples 1.5 et 1.7, le groupe d'holonomie est tou-
jours l'identité. Dans l'exemple 1.8, le groupe d'holonomie d'une feuille

F (y) est isomorphe au groupe des germes en y des éléments de (f( TI')
qui laissent fixe y. Le groupe fondamental de F (y) est isomorphe au sous-
groupe TTy de T/— formé des éléments g tels que C‘ﬁ(g)y = y.
L'holonomie de F (y) est équivalente & la représentation qui associe a tout
élément g .‘ de Wy le germe de d')(g) en y. Dans l'exemple spéci-

fique de 1.8, le gf*oupe d'holonomie d'une feuille est 1'identité ou d'ordre 2
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selon que cette feuille est un ‘ruban simple ou un ruban de Mobius. .

D'une maniére générale, sile groupe d'holonomie d'une feuille F
‘d'un feuilletage de codimension 1 est fini, il est soit 1'identité, soit d'ordre
2 suivant que F est bilatére ou non.

Pour le feuilletage classique de SB, 1'holonomie de la feuille com-
pacte homéomorphe 4 un tore fait correspondre au générateur représenté par
un méridien (resp. un parallele) le germe & l'origine d'un homéomorphisme
de- R .qui est l'identité sur la demi-droite négative (resp. positive) et qui
n'est pas 1l'identité sur l'autre demi-droite. Ceci montre que le feuilletage
n'est pas analytique.

2.5. Interprétation géométrique de 1'holonomie, Les considérations qui

suivent doivent éclaircir la signification géométrique de 1'holonomie d'une
feuille,

Soit C un chemin dans une feunille F et soient T, et T1 des

sous-variétés transverses a ?} contenant z, = C (o) et z, = C (1).

Pour tout voisinage U de C _dans V, il existe un homéomorphisme

g_bc de classe r . d'un voisinage de z, dans T, sur un voisinage de
gec clasee Lan £

z. dans T1 vérifiant les propriétés:

1 - .
(i) Si @C est défini en z € T, , _alors @C (z) - appartient

a l'intersection de T et de la feuille passant par z dufeuilletage induit

14

par /j\f sur U..
(ii) - Le germe de @C en z, nedépendnide U niduchemin

C dans sa classe d'homotopie,

(iii) Suppose 1z, = z, et T, = Tl; soit la classe d'homo-

topie de lacet C dans F; soit T la restriction & T, d'une application

distinguée f telle que f (z,) = 0. Alors le germe de T@CT-I

en 0 estl'image de )5/ par la représentation d'holonomie
{
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P W (F, 20) —> G (cf. 2.9,
Pour construire §C’ considérons une suite d'applications distin-
guées fi’ i = 0,1,..., r, définies sur des ouverts Vi et une suite

croissante ti de points sur f(),.lj , to= 0 et tr = 1, telles qtii

C ([tk, tk+1]) C V,. Soient T' des sous-variétés transv.érses(é F

contenant C(ti) et telles que T = T et ™" - T

[~]

1 On peut suppo-
ser que fC(t) = 0 {vet que f. est de la forme T\’hi—l, o h, est
une carte locale de . (cf. 1.3). Pour chaque i £ r, il existe un ho-
»méomorphisme‘z. @i de classe r dfun voisinage de 'C (ti) dans Ti
sur un voisinage ’de C (ti+1) dans TlJr1 tel que, 'si Zigg F @i(zi),
Z 11 soit situé dans la feuille de Vi N\U passvant par z.. .Alors @C_
est le composé de tous les homéomorphismes @O @1. - r-1°
On peut aussi construire @ c en construisant une application con-
tinue \_{/ de B Xx I dans U, ol B estun'voisinage de z.,. dans
T, , telle que \f (b, 1) soit contenu dans la feuille paésant par b, que’
P (z,, 1) = C(t), que Wb, 0) = b etque Y(b, 1) € T,. Alors
B estdétinipar P ) = Yo, 1) ~
B La vérification des propriétés (ii) et (iii) ‘découle immédiatement
de 2.3 et 2.4.

Corollaire. Soit F une feuille dont le groupe d'holonomie contient un é1é-

" ment qui est le germe en 0 d'un homéomorphisme local h de RP tel

que, pour un point x # 0 de rP, n™ (x) soit défini pour tout entier
m

m positif et que h (x) ait 0 pour limite. Il existe alors une feuille,

distinéte de F si F est propre, dont 1'adhérence contient F, et réci-

proquement.

Le germe de h est l'image par l'holonomie qb de F d'un élé-

ment Yé ﬂ’l(F, z). Soit C un lacet dans F- en =z qui représente
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-et soit T, une sous-variété transverse au feuilletage et contenant
z. L'homéomorphisme local @C de T construit précédemment véri-
fie la meme condition que h, a savoir il existeun point y de T, tel
que ym = @cm (t) soit défini pou tout m positif, ym tendant vers
z. Alors d'aprés (i), les points ym appartiennent 4 une meme feuille
dont l'adhérence contient z, donc F d'aprés 1.2,

2.6. Le théoréme de stabilité

Théoréme. Toute fruille compacte F dont le groupe d'holonomie est fi-

ni posséde un sysfé'me fondamental de voisinages (ouverts ou compacts)‘

qui sont réunion de feuilles compactes ( [11] ) [6] ).

Remarquons que le groupe d'holonomie de. F est toujours fini si

le premier groupe d'homotopie de F est fini.
) o ~ Nt
Démonstration. Soit & le feuilletage sur V, image réciproque de F
e NS
par oL : V —> V. Bien que V__soit une variété non séparée (sauf dans

le cas analytique), le feuilletage fo‘*v est particulierement simple, En effet
l'aaplication (3 de V sur Rp associant 3 tout germe distingué,&s'on
but, est une application distinguée globale de F (de sorte que T est
simple au sens de 1.4 ). _
Lia topologie des feuilles de T est la topologie /'I: ;}Eéfinie‘dans
2.3. D'apres la proposition de 2.3, chaque feuille F, de f;’ est un re-
vétement de la feuille X (F,) de {3‘\‘4, rﬁunie de sa topologie (ie, feuille.
Si le groupe d'holonomie de F est fini, toute feuille ¥, de (}J se pro-
jetant sur F  est un revetement & un nombre fini de feuillets de F; donc
si F est compacte, F, l'est aussi. On est doné ramené a montrer que
F, posséde un systéme fondamental de voisinages dans /{/\’J qui Sont satu-

rés par les feuilles compactes; les images par © de ces voisinages for-
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meront le systéme fondamental cherché.

Soit .(2.0 un voisinage ouvert de F, dans V. Soit b, = 3 (F).
Soit© W une réunion finie de compacts de V tel que W soit un voisina-
ge de I, contenu dans _ﬂa et que W M ‘6_1. (by) = F_,. Soit W ¢
l'intérieur de W, le sous-ensemble D - W - W° est une réunion finie
de compacts, donc /5 (D) est un compact qui ne contient pas b, . Soit
U un voisinage de b, ne rencontrant pas {(J, (D) et posons

@0 = 56—1 w N wWe. ; ‘
(ﬁ, est un _\}oisinage deﬁ‘ £, contenu dans _(2_0 . Il est saturé

par des feuilles compactes de ,d\f . En effet, pour tout z € ‘%o , ona
WO(\(;')"I (b) = 1VV(\ (5 -1 (b), ot b = ?‘) (z), puisque b ¢ ,,/3 (W - W).

Donc W% M :%_ (b) est un ouvert pour la topologie T qui est aussi com’
, ‘ -~

pact et fermsé, puisqu'il est réunion de compacts et que T est séparée; il
est ainsi réunion de composantes connexes compactes de 3 -1 (b), donc

N
de feuilles compactes de I

Le cas différentiable. Toute feuille propre F d'un feuilletage ¥ dif -

férentiable de classe r > 0 sur V admet un voisinage tubulairey U
jouissant des propriétés'suivantes: U est' muni d'une projection ¢ jsur

F de class'e r telleque q(x) = x si x € F et que chaque fibre

q- (x) soit une spus-variété transverse a 7)7 . D'aprés le théoréme de
stabilité, si le groupe d‘l}olonomie de la feuille compacte F est fini, on
peut choisir U comme réunion de feuilles compactes. Nous sommes alors
exactement dans la situation de l'exemple 1.8, Le théoréme de stabilité

peut donc s'énoncer sous une forme plus précise:

~

Soit F une feuille compacte & groupe d'holonomie fini d"un feuille-

tage différentiable. Alors F admet un systéme fondamental de voisin‘ages

qui sont réunions de feuilles compactes, ces feuilles étant toutes difféomor—




- 24 -
André Haefliger

phes a des revetements de F - et leurs groupes d'holonomie étant isomor-

phes & des sous-groupes du groupe d'holonomie de F.

Remarque. Il résulte des démonstrations de Reeb (cf. [11_] , p. 121-4)
que dans le cas topologique, les feuilles voisines de F ont des groupés
fondamentaux qui sont isomorphes & des sous-groupes du groupe fondamen-
tal de F et ont aussi des groupes d'holonomie isomorphes a des sous-
groupes du groupe d'holonomie de ¥.

2.7. L'holonomie caractérise le voisinage feuilleté d'une feuille.

Plagons-nous dans la catégorie des feuilletages différentiables de
classe r > 0 et de codimension p définis sur des variétés paracom-
pactes. G désigne le groupe des germes a l'origine 0 des homéomor-

phismes de classe r de ‘Rp laissant 0 fixe.

Théoréme. a) Existence. Soit F une variété paracompacte connexe

de classe r et soit @ une représentation de Trl (F, z) dans G.

Il existe alors une variété V munie d'un feuilletage de classe r et de

codimension p, possédant une feuille propre isomorphe 8 F et dont 1'ho-
, LY

*

lonomie eSt i‘ .
b) Unicité. Soient 971(1 = 1,2) deux feuilletages de classe

r et de codimension p sur des variétés paracompactes Vi' Supposons

qu'il existe un homéomorphisme lf de classe r d'une feuille propre

F1 de ?’1 sur une feuille propre F2 de - l@—/z de sorte que le dia-

gramme

soit commutatif, ol gz:l est 1'holonomie de Fi’ z, = L} (zl), Il existe
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alors un homéomorphisme H] de classe r d'un voisinage U1 de F1

sur un voisinage U, de F, prolongeant y/ et qui est un isomorphisme

des feuilletages induits sur Ui par Gj\lfi,

La démonstration de ce théoréme est élémentaire et consiste essen-
tiellement a recoller convenablement des morceaux (cf. [9_7 p. 298-301
et 303-304).
Ce théoréme est vrai dans le ¢as différentiable. Il 1'est aussi dans le cas
analytique (comme conséquence du théoréme de Grauert et Morrey selon le-
quel toute variété analytique p'eut. etre plongée analytiquement dans un RN).
En revanche, on ne sait si b) est vrai dans le cas topologique.

Des théorémes a) et b), on peut déduire, en utilisant le lemme
élémentaire suivant, le théoréme de stabilité dans le cas différentiable sous
sa forme la plus forte (& savoit que F posseéde un voisinage feuilleté de-
terminé comme dans 1.8, par une représentation de 71’1 (F, x) dans un
groupe d'homéomorphismes de classe r d'une boule B, la correspon-

dance associant & un élément de H son germe en 0 étant bijective).

Lemme., Soit H, un sous-groupe fini du groupe des germes d'homgéomor-

phismes d'un espace topologique V au point z. Il existe alors un voisi-

nage arbitrairement petit W de 2z etun groupe H d'homéomorphismes

de W tel que la correspondance associant & tout élément de H son ger- . .

me en z so0it un isomorphisme de H sur H,.

2.8. L'holonomie infinitésimale. Soit Gr le groupe des jets d'ordre

r a 1'origin'e des homéomorphismes de classe r de RP laissant fixe
0;  le groupe Gr est le quotient de G par le sous-groupe formé des élé-
ments de G qui sont tangents & 1'identité en 0 & l'ordre r.

Ve
Si % estun feuilletage d'ordre r' = r > 0, l'holonomie infini-
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tésimale d'ordre r d'une feuille F est le composé (i'r: W F,z)v----e.Gr

(
de yl'holonomi'e (ﬁ avec l'homomorphisme naturel de G su]?r' Gr' Le
groupe d'holonomie infinitésimal d'ordre r de F est l'image de Q_)r

_ La considération de ce groupe permet de décider dans certains cas
particuliers si le groupe d'holonomie est fini, ce qui permet alors d'appli-
quer le théoréme de stabilité (cf. G. Reeb, Remarques sur les structures
feuilletées, Bull. Soc. Math. France, 87 (1959), p..445-450).

Le théoréme suivant est di1 a C. Ehresmann,

Théoréme. Soit F une sous-variété fermée de classe r > o d'une va-

riété V de classe r. Pour que F admette un voisinage muni d'un feuil-

letage de classe r dont F  est une feuille, il faut et il suffit que le fi-

bré normalde F dans V admette un groupe structural discret.

Démonstration. La condition est nécessaire. Soit fi (i € I) une famille

d'applications distinguées telles que les fiﬂl_ 0) = U"i forment un recou-
p p

a

vrement de F. Soit E l'espace des vectures tangents & R en O,

La différentielle de chaque fi définit une application fibrée f; de l'espa-

. Y s o .
ce fibré des vecteurs normaux & F, restreint & Ui’ sur EP., Ddgpres

la condition liant les applications distinguées, en z € Uf M Utj’ on passe

de f.y
i

a ff) en compbsant f’; avec un automorphisme linéaire de Ep
qui est une fonction localement constante de z. Donc les applications f‘1

définissent sur le fibré des vecteurs normaux & F une structure d'espace

fibré 4 groupe structural discret qui est justement celle qui est donnée par

l'holonomie infinitésimale ¢ T (F.z)—> G, dlordre 1 de F.

Lia condition est suffisante, Si le fibré normal N de F . admet

une restriction de son groupe structural & un groupe discret determinée par

un homomorphisme /fl : 7(1(1?, Z) e G1, on peut appliquer la construc-

tion de 1.8. On obtient ainsi sur N un feuilletage dont F, identifié
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avec la section nulle, est une feuille. On peut identifier un voisinage de F
dans N avec un voisinage de F dans V et obtenir ainsi un feuilletage
au voisinage de F tel que l'holonomie infinitésimale d'ordre 1 de F
soit donnée par @1 | '

; Par exemple, une droite projective complexe d dans le plan pro-
jectif complexe ne peut etre une feuille d'un feuilletage différentiable défini

au voisinage de d,

32 - Feuilletages topologiques et différentiables de codimension 1.

i sl o gpas i fineibaniiaien il egeibovefniafivesfinmfie s b esdiefiisghun o fbanfiamipeimnieinaiieaiinalies g R g LY L

Dans t'out ce paragraphe, v dé51gn'e une variété a base dénombra- |
ble dont le premier nombre de Betti rationnel est fini. D'apreés 1.3, toute
feuille fermée est propre.

Va4
3.1. Proposition. Soit F un feuilletage topologique sur V de codi-

mension 1 et orientable. Par tout point z de V passe une courbe tran-

sversale a 9: coupant chaque feuille fermée en un point au plus.

La démonstration s'appuye sur deux lemmes ( [7] ).

Lemme 1, Le premief nombre de Betti rationnel de V connexe étant
N

égal & p, il existe m feuilles fermées Fiooeos F . OO 0< mcg 'p,’

telles que le complémentaire V de L/j F. soit connexe et que,. si
~ ) m — ji= 1 1 m+1
Fm+1 est une autre feuille fermée, le complémentaire Vm+1 de | U F'i

o ait deux composanties connexes.

Démonstration. Soient Fl’ v F , q feuilles distinctes telles que le

complémentaire Vq de la réunion @q des i" O‘s i < q, soit

connexe. La suite exacte de cohomologie & supports compacts de V rela-

tivement au sous-espace  fermé (};q donne:

1 vy e 5 @q) (v, )2 BN V) — 1Y Y,
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les coefficients étant les systémes locaux d'entiers tordus par les orienta-
tions_de Vv, ‘Vq* et @—Dq ,

Par la dualité de Poincaré, Hn(Vq) et Hn(V) sont isomorphes
respectivement a HO(Vq) et H,(V), a coefficients entiers c'est a dire
a4 Z. Les groupes Hn—1 (V) et Hn~1 ( Sjl_gq) sont isomorphes a Hlf(V)
eta H/( @q) resp. ; ils sont donc de rang p et q resp. Comme =¢
est un isomorphisme, i est surjectif, donc q < p. Il existe donc un
entiér mg<£p et m feuilles F_,..., Fm vérifiant 1'énoncé du lemme‘.

1
Lemme 2. Sile sous-espace complémentaire & toute feuille fermée a deux

composantes connexes, une transversale ne peut couper une feuille fermée

en plus d'un point.

Démonstration, Remarquons tout d'abord que toute feuille fermée F est

alors bilatére et que si une transversale T coupe F en 2z, les points
de T  situés de part et d'autre de 2z et assez proches de z, sont situés
dans des composantes connexes distinctes du complémentairede F. Si T

recoupait F ailleurs, il existerait un point z) € FONT tel quele

segment T (z, zl) d'extrémités z et =z sur T, ne rencontyre pas

1

F en dehorsde z et Zg Tout point Zg de T proche de zl"‘ et

non situé sur T (z, zyl) est situé dans une autre composante connexe du
complémentaire de F qu'un point z, situé a l'intérieur de T (z, Z’l)"
Or comme F est bilatére, toute feuille coupant T (2, Zl) en un point |

z, assez proche de z, va recouper T en un point Zg situé en dehors
de T (z, Zl) et proche de Zl’ ce qui contredit le fait que z, et z1
sont dans des cdmpbs'antes connexes distinctes. )

Démonstration de la proposition. Soient F Fm des feuillés fermées

EEERE
vérifiant 1'énoncé du lemme 1. D'aprés le lemme 2, la condition du théo-
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réme est vérifiée en tout point du complémentaire des" Fi' Seit maintenant
T une courbe transversale coupant Fi en z seulement et ne coupant
pas les autres Fj’ j # i. Si T coupe une autre feuille fermée F en
deux points z, et zZg d'apres le lemme 2, ces points sont situés de
part et d'autre de =z sur . T et T ne peut recouper F ailleurs. Le
complémentaire de F dans Vi (= complémeritdire dans V des F))

a deux composantes connexes Vr; _et Vr;x et le feuilletage 3‘) est tran-.
sversalement orientable. Donc deux points situés a l'intérieur T, du seg-
ment T (z, Zl) et situéi\de part et d'autre de 2z sont contenus dans des
composantes connexes Vm et Vrh distinctes. Donc Tg; ne peut ren-
contrer une feuille en plus de deux points et vérifie ainsi la condition du théo-
réeme, |

3. 2 L'ensemble des feuilles fermées,

Théoréme. Dans un feuilletage de codimension 1 sur V, l'adhérence

d'une réunion de feuilles fermées est aussi une réunion de feuilles fermées.

Il suffit de le démontrer dans le cas ou le feuilletage est orientable,
sinon l'on passerait & un revétement a deux feuillets de V (cf. 1. 4*‘\ Soit
F une feuille adhérente a la féunion des feuilles fermées, Pouf mor'xfrer
que F est fermée, il suffit de montrer que, par tout z € V | passe une
transversale coupant F en un seul point; par lé théoreme 3.1, noussa-
vons déja que, par z, passe une transversale coupant toute feuiile fermée
en un point au plus; si cette transversale. coupait F en gl-eux points, elle
couperait également une feuille fermée suffisamment proche de F en deux
points, ce qui contredit notre hypothése.

Voici encore une conséquence de 3. 2.

Théoréme. Soit V une variété compacte connexe munie d'une structure

feuilletée de codimension 1 et transversalement analytique (cf. 1.1).
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Alors, ou toutes les feuilles sont compactes, ou il existe au plus un nombre

fini de feujlles compactes ([ 97 ).

D'apres 3.2, l'ensemble de toutes les feuilles compactes est un
compact K; les feuilles compactes donf le groupe d'holonomie est fini est
 un ouvert d'aprés le théoreme de stabilité. C'est aussi un fermé,. car les
feuilles compactes dont le groupe d'holonomie est infini sont isolées dans
K (cf. lemme 2, p. 328 de { 9_} ; c'est ici que 1l'analyticité intervient).

Donc siune feuiile compacte a son groupe d'holonomie fini, il en est
de mé€me de toutes les feuilles. Dans le cas contraire, il existe au plus un
nombre fini de feuilles compactes.

3.3.  Cas ol toutes les feuilles sont fermées.

~
Théoreme. Soit # un feuilletage de codimension 1 qui est orientable

et dont toutes les feuilles sont fermées. Alors l'espace des feuilles est une

variéyté de dimension 1, en général non sgparée, et orientable,

D'aprés 3.1, par tout point de V passe une transversale coupant

chaque feuille en un point au plus. Cela signifie que l'espace des feuilles est
.~

¥

localement homéomorphe & une variété de dimension 1 .
Lorsque 3:/ est non orientable, alors l'espace des feuilles est une

variété de dimension 1 avec un nombre fini de bords.

Lorsque toutes les feuilles sont corhpactes, alors 1'espace des feuil-
les est une variété séparée de dimension 1 , en effet toute feuille a un grou-
pe d'holonomie fini (cf. corollaire 2. 5); d'apres le théoreme de stabilité,
deux feuilles distihctes possedent des voisinages sans point commun qui sont
réunion de feuilles. Si gj est orientable, alors l"espace des féuilles est
homéomorphe 4 un cercle ou & une droite suivant q\ie V est .éorhpact ou non.

. N\ :
Si de plus F estde classe r > 0, les feuilles sont les fibres
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oS
d'une fibration de classe r de V (cf. 2.6). Si J° estnon orientable,
l'espace des feuilles est homéomorphe a un segment fermé ou semi-fermé
suivant que V est compact ou non. \

3.4. Existence d'une intégrale premiére, Soit [5’5 un feuilletage de co-

P e e e i e Rl Pgmgier g Do e s gt
i il monfimr il cafens e css G i oo Qoo oot il oo}

dimension 1 et de classe r sur une variété V. Une intégrale premiére
f declasse r' < r de (57 est une application distinguée globale du
feuilletage de classe r' sous-jacent a (Jt/ Autrement dit, f ést une
application de classe r' de V dans R, constante sur les feuilles de

{d\j , et telle que sa restriction a toute courbe transversale de classe r
est un homéomorphisme de classe r' dans R.

L'esistence d'une intégrale premiére f implique que l'espace des
feuilles V, de 3‘/ est une variété, en général non séparée, de dimension
1 et orientable (en particulier que toutes les feuilles sont fermées); de plus
il existe une application f, de V, dans R définie par la condi’cion
f, Y= f, oit W estlaprojection naturellede V sur V,; f, estloca-

lement un homéomorphisme de classe r' de V, dans R.

Réciproquement, si l'espace des feuilles est une variété V, de di-
mension 1 etsi f, estunefonction sur YV, qui est localement un homéo-
morphisme de classe r', alors f = f.77 est une intégrale premiere de
classe ', - | _
‘ Le probléme de la construction de f est dohc ramené a celui de la
construction de f! . '

Théoréme. Soit V  une variété (a base dénombrable) et dont le premier
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. N Ve
nombre de Betti rationnel est nul. Soit % un feuilletage de codimension

1 sur V, orientable, de classe r « (u et dont toutes les feuilles sont

fermées. Alors ? admet une intégrale premiére continue, La struc-

ture feuilletée induite sur un ouvert relativement compact V' admet une

intégrale premiére de classe r.

Dans cet énoncé, r # U (voir remarque de 4.4). Ce théorémé '
est une généralisation d'un théoréme de Kamke ( [8] et (7]).

D'aprés 3.3, l'espace des feuilles est une variété V, non séparée
de dimension 1 et & pase dénombrable; de plus (cf. 3.1, lemme 1), le
complémentaire de tout point de V, a deux composantes connexes. Il en
résulte (cf. {8:} , p. 113-114) qu'il existe une application f_, de V,
dans R qui est localement un homéomorphisme. |

Si ? est de clz;xsse r > 0, il n'existe en général pas d'intégrale
premiere globale de classe r, comme le montrent déja les structures feuil
letées les plus simples du plan (cf. [ 8] ). Ceci provient du fait que V,
ne vérifie pas en général la condition suivante,

_ Disons qu'une varété V, de dimension 1, non séparée, est mwpie
d'une structure différentiable de classe r | réguliére, si pour toute fonétion
f de classe r définie sur un voisinage de x € V,, il existe une fonction
f' de classe r définie sur 'V, telleque f et f' coincident sur un
voisinage de x. | | i

Dans [8] , p. 117-8, il est démontré que si une variété Voiy véri-
fie la condition précédente, le complémentaire de tout point de Ve ayant
deux composantes connexes, alors il existe une fonction f, de V., dans
R qui est localement un homéomorphisme de classe r. Le théoréme se-

ra donc une conséquence du lemme suivant.
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Lemme, Sil'espace des feuilles V, d'un feuilletage # de classe T

et de codimension 1 sur V est une variété (éventuellement non séparée),

alors l'espace des feuilles V' de la structure feuilletée ‘F"' induite sur

un ouvert relativement compact V' de V est une variété munie d'une

structure différentiable de classe r réguliére.

Soient 9T et #' les projections naturellesde V et V' sur
V, et V) respectivement., L'injection i de V' dans V induit par
passage aux quotients une application y/ de V) dans YV, telleque
B! 'y) 77" et qui est localement un homéomorphisme de classe r.

Soit x' un pointde V! etsoit U un voisinage ouvert separé de
X = \,y (x'); soit F la feuille 7‘.‘—1 (x). On peut construire dans 'rr-l(U)
un voisinage compact K de l'intersection de F avec l'adhérence V'
de V'. L'image par 7 de l'intersection de la frontidre K de K
avec V' estun compact contenu dans U et ne contenant pas x. Soit
donc L un voisinage compact, homéomorphe & un intervalle, de x con-
tenu dans W(K) et ne rencontrant pas (DK N V'). Alors W =
= (L) N K M V' estun sous-ensemble fermé de V' qui est réu-
nion de feuilles de 7 '. En effet, pour tout y € L, ’ﬂ' (y) M K MV
‘est & la fois ouvert et fermé dans ¥ - (y) N\ V.

Soit f une fonction de classe r définie au voisinage de x'; on
peut construire une fonction g ', de classe r suf L., s'annulant au voi-
sinage du bord de L, et telle que g\,v soit égale & f au voisinage de
x', Alors la fonction sur V' égaled 0 endehorsde W eta g
sur W 'est de classe r; comme elle est constante sur les feuilles de ¥,
elle définit par passage au Quotient une foncti'on f' de classe | r sur V)

qui coincide avec f au voisinage de x'.
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3.5.  Le théoréme de stabilité globale de Reeb. Nous ne saurions terminer

o fn g ogepada g el frBalis Rl R B G ooy oot dhelo il

ce paragraphe sans citer l'une des plus remarquébles propriétés des feuilie-
tages de codimension 1 démontrée par Reeb ( [1 1:} , p. 134-140).

Théoréme. Seit V une variété compacte connexe munie d'un feuilletage

de cadimension 1., Si une feuille est compacte et a un groupe fondamenta-l

fini, alors toutes les feuilles sont compactes et ont un groupe fondamental

On peut se reporter & 3.3 pour des conséqu'ences plus précises.
L'exemple 1.10 moutre que le théoreéme n'est plus vrai en codimension su-
périeur a 1. | | .

Nous nous bornerons & esquisser une démonstfation dans le cas dif-
férentiable,

D'apres le théoréme de stabilité 2.6, les feuilles compactes & grou-
pe fondamental fini forment un ouvert U dans V. Comme V est con-
nexe, il suffit de montrer qu'un composante connexe ﬁo de U est aussi
fermée., Toute feuiile F adhérente & U, est aussi compacte d'apreés
3.2 (pour un raisonnement plus direct, cf. Reeb [11] , p. 136). Il wuffi-
ra donc de vérifier que son groupe fondamental est aussi fini. J

Sans nuir & la généralité, nous pouvons supposer le feuilletage orien-
table (cf. 1.4). Soit W wun voisinage tubulaire de F muni de sa projec~
tion q : W—— F et assez petit pour que les fibres soient transverses

aux feuilles (cf. 2.6). Toute feuille de U, assez pro\che de F sera con-

e
temue dans W et coupera chaque fibre de W en un seul point; elle sera
dene difféomorpherré F. Donc le groupe fondamental de F sera aussi fi-
' ni. ' .

Voici une application intéressante de ce théoréme due également a

Reeb (non publié),.
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Théoréme. Soit V une variété simg_lemen;c connexe compacte possédant

un bord non vide connexe et simplement connexe. Il ne peut exister sur V

un feuilletage de codimension 1 dont le bord de V est une feuille.

S'il existait un tel feuilletage, toutes les feuilles seraient compactes
et simplement connexes. L'espace des feuilles serait une variété de dimen-
sion 1 compacte ayant un bord réduit & un point (correspondaht au bord de
V), ce qui est impossible. ;

Par exerhple, la variété V = sP = Dn-p, produit d'une sphere de
dimension p par un disque de dimension n-p, est simplement connexe
ainsi que son bord pour p > 1 et n-p-1 > 1. Bien qu'il n'existe pas de
feuilletage de codimension 1 sur V dontle bord est une feuille, le champ
des - (n-1)-plans tangehts au bord peut se prolonger a l'intérieur de V si
la caraétéristique d'Euler de V est zéro, donc Si p est ’impair.

- Pour d'autres applications du théoréme de sfabilité;‘globale, voir
Reeb [11) , p. 147. | |

4, - Feuilletage analytique de codimension 1 .

b reiiaciemelie e ool ool cing il i o il R e eSS

4.1, Soit V unevariété munie d'un feuilletage analytique (9}'/ decodi-
mension 1, Une courbe transversale a 97 fermée est une applicatic;n con-
tinue ’Z/ du cercle S1 dans V telle que, pour toute application distin-
guée fi de }/, 1'application fi’l“ soit localement un homéomorphisme
de S1 dans R.

Lemme fondamental. Une courbe transversale fermée a un feuilletage ana-

lytique de codimension 1 sur V représente un élément d'ordre infini du

groupe fondamental de V.

Refnarquonssqu'une courbe transversale fermée prourrait etre homo-

logue'a zéro.
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Ce lemme découle immédiatement de la propriété suivante des feuil-

letages différentiables.

~ ’ '
4.2. Proposition, _Soit f, un feuilletage de codimension 1 et de clas-

. p . I3 ~ /’\’J
se 2 sur une variété V. Supposons qu'il existe une transversale &

fermée et homotope & une application constante.. Il existe alors un lacet sur

une feuille F telle que le germe d'homéomorphisme de. R en 0 qui

lui correspond par 1'holonomie de F n'est pas celui de 1'application iden-

tique, mais qui est le germe d'un homéomorphisme qui est l'identité sur

]-oo, (ﬂ ou sur [0, oo[.

Démonstration. La transversale fermée est une application ¢  de S1

dans V que l'on peut supposer différentiable de classe 2 et telle que, pour
chaque application distinguée fi, l'application fi'Z“ soit localement un ho-
méomorphisme de classe 2 de Sl dans R. Comme ‘¢ est homotope &
une application constante, il est possible de l'étendre suivant une application
!f/ : D-—» V declasse 2 dudisque D bordé par S1 dans le plan.

En appliquant un théoreme de Morse bien connu (cf. [9] » p. 316-17),
il est possible de choisir (/ de sorte que, pour toute application\iiistin-
guée fi’ fi(f' soit une fonction ngmérique non dégénérée; cela signifie qu'en
chacun de ses points singuliers (points ol les dérivées partielles premieres
s‘annulent), la matrice des dérivées parﬁelle_s secondes est non singuliéere,
On a donc sur D. un nombre‘ fini de points singuliérs pour les applications
fi<{ﬂ qui sont soit du type maximum ou minimum, soit du type point selle,
On peut suppbser de plus (cf. [9',, , P. 318) que les images par (7,;’ de
deux points singuliers distincts ne sont pas situés sur une méme feuille dans
un voisinage de L/’ (D).

On peut remarquer que les applications fi {?f sont des applications

distinguées d'une ) '-structure feuilletée sur D, ot [ est le pseudo-
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groupe des homéomorphismes locaux analytiques de R (cf. 1.2). Les feuil- 2
les de cette structure sont des courbes (pouvant contenir un point singulier) !
qui sont les composantes connexes des intersections de D avec les feuil- |
les de /j:/ . Nous allons les considérer comme trajectoires (ou réunion de :‘
trajectoires si elles c*on‘tieﬁne‘nt un point singulier) d'un champ de vecteurs i
sur D,

| i On peut construire en effet un champ de vecteurs X sur D de
classe 1, quine s'annule qu'aux points singuliers des applications distin- ‘
guées ({i = fic,ﬁ , la différentielle de chaque (/i appliquanf X sur
le champ nul de R. Ceci est possible car la structure feuilletée sur D
est orientable (en effet, en tout point on a exactement deux germes d'orien-
tatign, transverse, et D est simplement connexe). Nous pdurrons donc uti-
liger les résultats de la théorie classique des courbes définies par des équa-
tions différentielles. Dans la terminologie de Poincaré [10] , les points
singuliers X, que présente le champ X sont d’e’s centres (si une appli-
cation distinguée présente en X, un maximum ou un minimum) ou des cols
(point ’selle); il y a au plus 4 trajectoires qui aboutissent & un col; de plus,
deux cols distincts ne sont pas reliés par une trajectoire, Onn'a pas&de
foyers ou de noeuds. Le cercle S1 est un cycle sans contact, c'est & dire
une courbe fermée transverse aux trajectoires.

Soit L. l'ensemble des cycles limites de X sur D. Plus préci-

sément, un élément de 1. est une courbe fermée 6 dans D qui est,
ou bien une trajectoire fermée de X, ou bien la réunion d'une trajectoire de
X et d'un point selle si cette trajectoire est issue et aboutit & ce point; de
plus l'image par de ‘g doit étre un lacet situé sur une feuille F
tel que 1'élément du groupe d'holonomie qui lui correspnd soit non trivial.

Remarquons tout d'abord que 1. n'est i:)as vide. En effet, iln'y a
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qu'un nombre fini de trajectoires qui aboutissent & un point singulier (point
selle); en général donc, d'apres le théoréme de Poincaré-Bendixon (cf. LZ] ),
une trajectoire qui coupe le bord de D a pour ensemble limite soit une
trajectoire fermée C qui est uncyclelimite, soit un polycycle limite qui
est la réunion C1 v C2 d'un point selle ét de deux trajectoires issues de
ce point et y aboutissant., 1.,'élément du groupe d'holonomie correspondant

a (C) ou au lacet obtenu en parcourant sﬂ(Cl) et ensuite §/~"(C2)
n'est pas trivial (cf. 2.5); donc au moins 1'un de .ceux qui correspond aux
lacets LF(CI) ou %(C2) est non trivial.

L'ensemble ' I, est partiellement ordonné: si il, 62- € 1,
est inférieur a {f/ si ff est situé a l'intérieur du domaine limi-

1 2
De plus cet ensemble ordonné est inductif. Soit en effet L,

by o
té par ‘61.
un sous-ensemble infini de L totalement ordonné, Les éléments de L,
ont pour limite soit une trajectoire fermé C, soit la réunion C1 v/ C2

de deux trajectoires et d'un point selle d'ol elles sont issues et olt elles abou-
tissent. L'élémen’c du groupe d'holonomie correspondant a (f (C) . est non

trivial, puisque c'est le germe en 0 d'un homéomorphisme local de\R

v

qui n'est pas 1'identité au voisinage d'une suite de points tendant vers 0’

(ces pointé correspondent aux cycles limites qui tendent vers C, cf. 2.5).

Le méme raisonnement montre que 1'élément du groupe d'holonomie corre-

spondant au lacet obtenu en parcourant y (C ) puis ')D C ) n'est pas trivial;

ilenest donc de méme pour 1'élément correspondant 4 1'un des lacets \JO(C 1) oubO(C 2).
Soit donc é un élément minimal de L (un tel élément existe d'a-

prés le théoréme de Zorn). Toutes les trajectoires situées a l'intérieur du

domaine Dy 1imité par I/ - sont fermé;es; 8i ce n'était pas le cas, le théo-

réme de Poincaré-Bendixon impliquerait comme tout & 1'heure 1'esistence

d'un cycle limite dans Dy , ce qui contredirait le fait que ﬁ« est minimal.
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L'élément du groupe d'holonomie correspondant & Cf( if ) est donc le ger-
me en 0 d'un homéomorphisme local de R qui est l'identité sur 1'une
_ des demi-droites |- o, @ ou [O, o] (cf. 2.5).

4,3. Non existence de feuilletage analytique.

Théorédme, Une variété analytique compacte dont le premier groupe d'ho-

motopie ne contient que des éléments d'ordre fini ne peut etre munie d'un .

feuilletage analytique de codimension 1.

Pour tout feuilletage de codimension 1 sur une variété compacte
V, il existe une transversalé fermée (pour plus de détails, cf. [9] p. 324,
corollaire). D'apreés le lemme 4.1, cette transversale représente un élé-

ment d'ordre infini de ™, (V).

Pour d'autres conséquences du lemme fondamental (existence d'une
feuille compacte, ...), cf. [9] , p. 324, propos. 2 et p. 326-7, théoréme 3.

4.4, Existence d'une intégrale premiére globale,

probeclin bt B S Ho f N o Fro s B sgon o gl Yool ool

Théoréme. Soit V une variété analytique & base dénombrable dont le pre-

mier groupe d'homotopie ne contient que des éléments d'ordre fini. Si r}
~

est un feuilletage analytique de codimension 1 sur V, toute feuille est fer-

mée'.‘ Si 'Sf est orientable, ?F admet une intégrale premiére globale

continue; la restriction de 4 & un ouvert relativement compact admet une

intégrale premiére de classe oo.

Pour montrer que toute feuille est fermée, on peut supposer que ?
est orientable en passant au besoin a un revetement & deux feuillets de V.
Or pour tout feuilletage orientable et de codimension 1 sur V, l'existen-
ce d'une courbe transversale rencontrant une feuille en deux points entra’i\ne,
l'existence d'une transversale fermée (pour plus de détails, cf. [9] p. 322;

dernier é ).
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D'aprés le lemme fondamental, une courbe transversale ne peut donc
rencontrer une feuille en plus d'un point, puisque T(l (V) n'a que des é1é-
ments d'ordre fini, On peut donc appliquer les considérations de 3. 4.
Remarque. En général, il n'existe pas d'intégrale premiere analytique. Il
est facile de construire un 'éxemple de feuilletage de RI1 tel que l'espace
Ve des feuilles du feuilletage induit sur une boule soit une variété obtenue.
de la maniére suivante: on prend deux droites et bn les recolle le long de leur
partie négative a 1'aide de 1'homéom6rphisrne h(ty = t- t2, t <0, 11
n'existe aucune fonction analytique globale sur . VO‘; dont la derivée soit par-

tout # 0.

4.5. Feuilletage analytique avec singularités. Soit V une variété ana-

lytique réelle. Un feuilletage anafytique ’? de codimension 1 sur V,

avec singularités, est défini comme précédemment par un enserhble maximal
de fonctions analytiques fi (les app'lications distinguées de /:ft) ) définies
sur des ouverts Ui formant un recouvrement de V et vérifiant la condi-
tion: pour tout x € Ui M Uj , il existe un homéomorphisme analytique lo-

cal h> de R telque f. = h?i fi aux voisinage de x. On ne s%pose

plus cg’zte fois que les applications fi sont de-rang 1.

La proposition suivante permet d'étendre aux feuilletages analytiques
de codimension 1 avec singularités la plupart des propriétés des structures
non singuliéres, |

Proposition. Soit ‘F un feuilletage analitique de codimension 1 avec

singularités sur une variété paracompacte V. Il existe alors une variété

analytique V' paracompacte, munie d'un fe\iilletage analytique F' de

codimension 1 sans singularité, et un plongement analytique (;/ de V

dans V' qui est une homotopie équivalence et tel que 'F  soit l'image

réciproque de  ¥' par (F
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' Ceci signifie que les appiications obte;?nues en composant gﬂ avec
les applications distinguées de @"' sont des applications distinguées de

3‘ . Cette proposition est un cas particulier de la proposition 1, p. 314
de [9] . ‘

Démonstration. Si h est un homéomorphisme analytique d'un ouvert con-

nexe U de R sur un ouvertde R, on désignerapar h l1'homéomor-
“phis/me (unique) qui peut etre défini sur le plus grand intervalle contenant
U etqui coincide avec h sur U.

Si V est connexe et si une application distinguée est constante,
alors toutes le sont; on peut prendre pour V' le produitde V par R.
Suppdsons donc les applications distinguées non constantes.

Soit (fi)- ie 1 une famille d'applications distinguées définies sur
des ouverts Ui for»mant un recouvrement de V. Dans la réunion disjointe
E des Ui X R, 1 €& I, larelation (xi, ti) o (X’j’ tj) si et seulement

si x, = X, = x et t, = h}.{. t.,' est une relation d'équivalence, Elle est

i j : j i _

en effet réflexive et symétrique car h}i(i = identité de R et E}i{j = (H;{i)-l.

Elle est aussi transitive; on a en effet B f, (x) = hE hYf, (x), etla
ki'i ki “jii N

X =X . . . " .
source de hkj hji est connexe comme intersection de deux intervalles; ain

si cet homéomorphisme est une restriction de H}lii'
Soit donc V' 1'espace quotient de E par cette relation d'équiva-
lence. La projection canonique g, de Ifi < R dans V" estun homéo-
morphisme sur un ouvert et les applicatiqns gj—1 gi sont analytiques, car
gJ,—lbgi (x, t) = (x, H.)j{i (t) ) et h}.(i ne dépend que de la composante conne-
xe de Ui A\ U. contenant x.. Donc V' est muni d'une structure de variété -

analytiqie réelle, mais V' n'est pas séparée. Les applications f'i' = composé
-1 . . L . :

de g, avec la projection naturelle de U; X R sur R, sont les applications di-

stinguées d'un feuilletage analytique ?)*J” de codimension 1 sans singularité

sur V'.
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Les graphes (x,fi(x)) des applications distinguées fi de 5 donnent
un plongement 50 de V dans V' défini par Ky (x) = gi(x, fi(x)), si x & Ui'
Remarquons que 50 fi = f;:' , donc 7% est l'image réciproque de X " par

de [9_] ) un voisinage V' ouvert séparé de )0 (V) dans V'" qui puisse se ré-

Enfin on peut construire (pour plus de détails, voir remarque p. 315

tracter par déformation sur (V); ' sera alors les feuilletage induit par
, g :

;// " sur V!,

Corollaire : Le lemme fondamental 4. 1 ainsi que le théoréme 4. 4 sont aussi

valables pour les feuilletages anélytiques de codimension 1 avec singularités..

Le théoréme 4. 3 implique que tout feuilletage analytique de codimen-
sion 1 sur une variété V dont le premier groupe d'homotopie est fini admet
des singularités. Remarquons qu'il existe toujours de tel feuilletage, par exem-
ple celui qui est déterminé par une seule application distinguée, qui serait u-
ne fonction analytique non constante sur V.

4. 6. Application aux formes de Pfaff analytiques complétement intégrables.

Sur une variété analytique V, soit o une forme de Pfaff (1-forme) awalytique
et complétement intégrable, c'est-a-dire telle que dt Ao = 0. Dans un ouvert

U de V , une intégrale premiére de classe r > 0 de <o est une fonction f

de classe r dans U telle que df = got , oli g est une fonction de classe r

différente de zéro dans U (appelée un facteur intégrant de classe r).

Au voisinage d'un point x qui n'est pas un point singulier de o,
(c'est-a-dire un point ol @ ne s'annulé pas), il existe toujours une intégrale
premieére analy’cique; de plus, si f et f' sont deux intégréles premiéres ana-
lytiques définies au voisinage de x , elles sont liées par une relation analyti-
que inversible : il existe une fonction analytique h sur un ouvert U de

R dont la dérivée est partout # 0, c'est-a-dire un homéo-
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morphisme analytique h, telle que {f' = hf au voisinage de Xx.

D'une maniére générale, nous dirons qu'une famille d'intégrales pre-

mieres fi de X , définies sur des ouverts Ui’ forment un systéme
cohérent, si les Ui forment un recouvrement de V et si, pour tout

x € Ui /M Uj’ il existe un homéomorphiéine local analytique h?j{i de R

H

tel que fj h)'{i fi- au voisinage de x. Autrement dit, les intégrales pre-
mieres fi sont les applications distinguées d'un feuilletage analytique
de codimension 1 sur V (avec singularités, en général). On remarquera

que /SD/ est orientalLle.
Réciproquement, les applications distinguées fi d'un feuilletage

analytique /35 de codimension 1 orienté forment un systéme cohérent
X

d'integrales premiéres d'une 1-forme &< . En effet, si fj = hji fi ,
soit g la dérivée de h;.{i par rapport au parametre naturel de R et
prise au point fi (x); c'est une fonction analytique strictement positive dé-
g gkj gji sur Ui (} Uj /\+Uk s
{gji} est un 1-cocycle qui détermine un élément de H™ (V, O '), ob

N :

QO est le faisceau des‘germes de fonctions analytiques positives sur
AN

finie sur Ui M Uj' Corﬁme

V. Or H1 (v, @+) est toujours nul (cf. H. Cartan, Bull. Soc. Math.
France, 85 (1957), p. 77—99). Il existe donc des fonctions analytiques stric-
tement positives gi définies sur un recouvremernt Ui plus fin que Ui
telles que gji = gj/gi sur U; N\ U."i' Alors la 1-forme (X sera éga-
le & dfi/gi sur Ui .

En résumé, il y a correspondance biunivoque entre feuilletage analy-
tique transversalement orientable de codimension 1 et systéme cohérent
(maximal) d'intégrales premiéres des formes de Pfaff.

D'aprés ce que nous avons rappelé tout & 1'heure, une forme de

Pfaff complétémen’c intégrable et sans point singulier admet un sy-
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steéme cohérent - (et un seul maximal) d'intégrales premieres analytiques.
G. Reeb a montré ([11], p. 148-154) qu'il en était de méme si dim V >2
et si la forme <X complétement intégrable ne présente que des points ‘sin-
‘ guliers ol le déterminant des dérivées partielles premieéres des coefficients
de “X est #VO.A |

D'apres 4.5, une forme de Pfaff X sur V admet un systéme
cohérent d'intégrales premiéres analytiques si et seulement s'il existe un
plongement analytique (75 de V dans une variété analytique V' ét une
forme de Pfaff (' analytique sur V' complétement intégrable et sans

point singulier telle que X = (]l’*a'._ |

4.4 donne le

Théoréme. Soit V une variété analytique réelle connexe dont le premier

groupe d'homotopie n'admet que des éléments d'ordre fini. Une forme de

Pfaff sur V qui admet un systéme cohérent d'intégrales premiéres analy-

tiques, admet une intégrale premiére indéfiniment différentiable sur tout

ouvert relativement compact de V.

En utilisant la remarque de 4.4, on peut construire une forme de
Pfaff sur la sphere 82 avec 4 points singuliers, qui admet un syst‘éjrne
cohérent d'intégrales premiéres analytiques, mais qui n'admet pas d'inté-

grale premiere analytique globale.
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LA METHODE DE PONTRYAGIN POUR LA

CLASSIFICATION . DES APPLICATIONS SUR UNE SPHERE.

Par Michel Kervaire (New York).

Soit f: X —> Sri une application d'une espace X sur la spheére
de dimension n. La classe d'homotopie de f est complétement caracté-
risée par la donnée de f{ sur l'image inverse f_l(V) d'une voisinage ar-
bitrairement petit V ¢ Sn. Plus précisément, si f,g sont deux appli-
cations f,g: X —> Sn et si f‘U = ggU avec U = ful(V) = ghl(V),

alors f et g sont homotopes.

Démonstration. (Cf. Alexandroff-Hopf, Topologie)

On peut supposer que V est un disque (ouvert) plongé dans Sn. Soit
alors r: st —> s" une application de degré 1 qui est homéomorphe
sur V et envoie le complémentaire de V sur un point a#é Snu
Comme r est homotope a l'identité, ona r o f~ f e r o g =~ g.
Lies hypothéses impliquent r ¢ f=r o g Q.E.D.

. La méthode de Pontryagin (Cf. Smooth manifolds and their applica-

tions in homotopy theory, Trudy Mat. Inst. im. Steklov 45, 1955) du ti-
tre est basée sur la version 'infinitesimale' de la remarque ci-dessus. ’
Dans la suite X sera une variété différentiable (c.a.d. C °°) com-
pacte (avec ou sans bord). Il est commode de supposer que X est munie
d'une métrique Riemannienne. Toute classe d'homotopie d'applications
X —» Sn contient des applications différentiables. On peut donc se limiter
a considérer ces derniéres. Dans le cas o dim X« n, iln'y a qu'une
seule calsse d'homotopie., Dans toute la suite on supposera que dim X =
=n+k> n. ‘

+ .
Soit f:X"®__5 s" une application différentiable. L'idée de
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Pontryagin est de caractériser la classe d'homotopie de f par l'image
inverse f-l(a) d'un point a g s et ia dérivée df de f le long de
f—l(a). C'est effectivement possible pourvu que df soit ''non dégénérée’
sur f_l(a).

D,éfinitibn. On appelle point régulier x & X de l'application différentia~

ble f: X —> s° un point ol1 la derivée df de f envoie le plan tan-
gentd X en x sur le plan tangent a s en f(x).

Définition. On abpelle valeur réguliére de f:X —> s" un point

aeé Sn tel que fﬂl(a) soit vide ou ne contienne que des points réguliers.

La qlésse d'homotopie d'une application différentiable f : XnE—-—> s

est caractérisée par la donnée de l'image inverse f—'l(a) d'une valeur

régulicre ac S° de f etde ladérivéede f lelongde f \(a).

~"""On remarque tout d'abord que si a € S est valeur réguliére de

+k' - < +k
£.x" k~———> Sn, alors f 1(a) = Mk est une sous-variété de X k.
n+k

k
Si X a un bord, M est (en général) une vari€té a bord, dont le

bord est’ alors contenu dans le bord de X,
Si de plus, on suppose que fll, bX (restriction de f au bord 5?—33

: k ,
X) admet également a comme valeur réguliere, M  rencontre le bord

de X transversalement, i.e. lefibré normala bM dans bX estla

restriction &4 bM du fibré normalde M dans X. On remarque égale- \
ment que la donnée de la dérivée de f sur Mk, équivaut & la donnée |
d'une trivialisation (Pn du fibré normal de M dans X. (En particulier
l'image inverse d'une valeur régulidre d.’ime application a toujours un {ibré
normal trivial. )

Pour obtenir (PW on prend un n-repére fixe du plan tangent

E=S en a. On observe que Mx’ le plan tangenta M en x € M,
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est exactement le noyau de df : T_ 3 (TX = plan tangent & X en
x). Il s'ensuit que df se restreint & un isomorphisme de Nx (le com-
plément orthogonal de M;( dans Tx) sur E. L'image inverse.par df
dans Nx du repere fixe choisi dans E fournit un champ de n-repéres
normaux & M dans X, ‘

Pour voir que M et dff, M caracterise la classe d'homotopie
de f, on reconstruit une application f:X —> Sn a partir de la donnée
de MC X et 3.

L.a construction de Pontryagin-Thom.

. k aax n+k \
Soit M  une sous-variété de X avec champ de n-reperes
n
normaux

Le champ lfn fournit un difféomorphisme
n
h: U —> Mx D

d'ung voisinage tubulaire (fermé) U de M sur M =x D", Soit

r : D" —> 5" une application telle que r l int D' soit un homéomor -
phisme sur s - &t et r(Sn*l) =a* etsoit M: M X DR i ia
projection sur le deuxiéme facteur, , .,
On définira

f @ X ey s
par le formules

f ‘ U=r7h

f(X - U) = a¥

Comme f(bU) = a, l'application f est continue, (On peut la rendre

différentiable par un choix convenable de r : DV Sn,)
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L'ambiguité dans la définition de f n'affecte pas sa classe d'homotopie.
On notera p(M, (,ﬂ )  toute application X - Sn obtenue par le procé-
dé ci-dessus, a partirde M( X - avec champ ¢ .
Définition. Deux sous-varietés fermées (M , %) et (Ml’ C'ﬁl) avec
champ de n-repéres normaux dans X seront dites iP -cobordantes si,
plongées respectivement dans X « o et ‘X x 1, elles cobordent dans
X x I une varieté VkJr:l qui rencontre X X bl orthogonalement et
qui est munie d'un champ (P " de n-repéres normau}q dont la restriction
¥ Mi est \Pi (i-=0,1).

La variété X étant donnée, le 'T/f"--cobordisme dans X est une
relation d'équivalence entre les (Mk, klﬂn).

Theoréme. La construction de Pontryagin-Thom fournit une correspondan-

ce biunivoque entre les classes de ¥ -cobordisme de k-variétés dans la

+
variété fermée X k et les classes d'homotopie d'applications -
Xn+k iy Sn.
1) si (M, Yy et (M,

struction de Pontryagin-Thom ﬁ‘ppliquée a (v

(//1) sont (¥ -cobordantes, la con-
k+1

. P lq) fournit une appli-

cation X x I ——> s, Clest l'homotopie cherchée entre p(M, , % )
‘ W f
et p(M;, ¢, _ |

2) Si f: X xI —% s"  est une homotopie entre f,= p(M, 7, ) |

et f1 = p(Ml, '(Pl), on peut rendre cette homotopie différentiable (sans
changer fG R fl); D'apres le théoréme de Sard (Bull, Amer, _M"ath. Soc. ,
48 (1942), 883-890), l'ensemble des valeurs réguliéeres de f est partout
dense dans S (X est supposée compacte), Sans restreindre la générali-
té, on peqt donc supposer que & = fo(M,) = £ (Ml) e S est valeur

1
+
‘Vk 1

-3 i
réguliere de f,. La varié¢té f (a) = ¢ X x I munie du champ
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de n-repérés normaux évident, fournit le ¢ -cobordisme entre (M, <. )
et (M. 901).
3) Si ac¢ s est valeur régulierede f : X ——> st et si
f_l(a) = Mk avec le champ Lfn obtenu plus haut, on a 2 p(M, ¢ ).
L'étude des classes d'homotopie d'applications X > Sn, of1
X _est-variété différentiable de dimension n +k se ramene donc al'étu-
de du (f ~cobordisme de k-sous-variétés de X muni de champs de
n+k

n-repéres normaux. Dans la suite X = S , et k=1et 2.

Lecas k=1 et n > 3.

Dans le cas d'une application f : SnJrl " Sn, l'image inver-
se d'une valeur régﬁliére est une variété fermée Ml, de dimension 1,
donc une réunion dsjointe de cercles plongés dans Sn+;,
Comme on l'a vu au paragraphe précédént, : M1 est munie d'un

g .
champ Y de n-repéres normaux.
n+1 0L

On peut regarder M1 comme plongée dans R , et dé-

finit une application

@ i Mo V=80

On désignera également par 2 € Z2 le reste mod 2 qui corre-
spond & la classe d'homotopie de 1'application 7 : M1 e SOnH'

Soit v le nombre de composantes connexes de M, On pose
h(f)y = &2+ 3y € Zz.

Lemme. Le nombre h (f) ne dépeénd que de la classe d'homotopie de 1,

En effect si (Mgf , (ﬂ,) et (M1 (F ) sont ¥ -cobordantes
d 1 1 1

il existe une surface V & bord, plongée dans R X I avec champ
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n . . n+l .
q/‘ de n-reperes normaux, et qui rencontre R » (i) orthogonale-

‘ o . R o) } n
ment en Mi (i 0,1). De plus ¢ ’Ml_ (Pi.

Si l'on adjoint-a (fi la normale & Mi dans V (intérieure pour

1

i = 0, extérieure pour i 1) on obtient des champs gﬂ'i qui four-

nissent des applications

~ 1 o M g =
W P My =2 Ve ok T SOnse

Les restes modulo 2 représentant . &O'i sont w3, et & i

D'autre part, comme LP? est étendu sur V par hypothese, on a

Lrﬂ@ oS ;- E (V)

ot E (V) estla caractéristique d'Euler de V., Comme 7V est une

surface orientable avec ‘_;)0 oY) 1 trous, on a
E(V) = ), + '\)1 mod 2.
Donc \ “
W + N, = W , W, mod 2
c.q.f.d.

h . ” (S ) "B Z
’ ) n- 1 g 2

que l'on vient de définir est un homomorphisme.

h est surjectif.

, +1
Soit S1 < R2 ¢ R" ! le plongement standard du cercle, muni

11 N » 11 : .
de son champ (‘fé«, de n-repéres normaux ( Lf’/o est formé de la norma-

1
lea S dans R2 suivie d'une base du complémentaire orthogonal de

2
R
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+
dans R ! ). En tordant (Pon par une application of : S11 > SOn

qui représente le générateur de “TH’“? (S()p) , on obtient un nouveau champ

¢
n

¢ () = Nz Y, (2) .

Comme l'application st s SO, donnée par %n est 1'é1é-

+1

) = Z.,, ona

ment non-nul de 'TT}1 (Son 1 o

nh N 2w ey

h est injectif.
. 1 n+
Soit M~ C R

n . : , 1 bl
champ CP de n-repéres normaux, et suppesons gue h (M, ¢ ) =0,

une réunion disjointe de cercles plongé avec

Soient Ml’ ceees M» les compogantes de Ml, On peut plonger une sphé-
re & ) trous V2 dans Rn+2 dont le bord sera 1\/[l . Rnﬂ, qui ren-
cbntre Rn+1 orthogonalement, et située d'un seul coté, de RnﬂL dans
Rn+2. : . .,

, Démontrer que (Ml, (fn) fournit une application homotope & une
application constante par la construction de Pentryagin-Thom c'est démon-

n - . o ;

trer que LP peut-8tre étendu sur V° (comme champ de n-repéres nor-
. 2 P ) n+2

maux). On compleéete V en une sphére S plongée dans R en col-

lant les 2-disques plongés Di dont le bord est Mi’ situés de l'autre cO-

, n+1 : ntl ‘ 2
té de R que V et encontrant R orthogonalement, S a dans

n+2 o o . . . . .
R un fibré normal trivial. Donc la seule obstruction (en dimension 2)

¢

. n 2 . - , N
pour étendre sur V  est égale & la somme (sur i) des cbstruc-
tions X , pour étendre (%"i = LHM comme champ de n-rep&res nor-
1 .

maux sur Di'
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Un calcul immediat montre que Xi = (/Qi + 1 on t«)i repré -

sente LOIMi, L'hypothese h (M, ) = 0 entrathe > Y. = 0, d'ou
la conclusion,

L.ecas k = 2,

. 2 . .
Soit M~ une surface fermée orientable (non nécessairement con-

+
nexe), plongée dans Rn 2; avec un champ (f 7 de repéres normaux.

On va associer a (Mz,‘ (fn) une forme quadratique

. 2, s
Q: H (M5 2z,) — z,.

Soit X & H1 (Mz;‘ Zz) et C une courbe (pas nécessairement con
nexe) représentant x.

C est une immersion réguliere de VY cercles disjoints Sl’ cees S\) g
dans Mz. Si, pour tout x € Si’ i =1,...,Y , onadjoint & (Pn(Cx)

la normale & CSi en X, on obtient une application

Ww: S8, +... +8, —>V = 50O

1 y n+2,n+1 n+2
\‘!
qui détermine un élément de H1 (SOn+2) = Zz. |
On notera également (2 le reste mod 2 représentant ceét élément.

On definit
Q(C) = W + ™+ VY
ot 0" est le nombre de points de self-intersection de C.
Si C et C sont deux courbes sur Mz, on a immeédiatement

1 2

(%) Q(C; + C) = Q(C) *+ Q(C,) *+ Cpv Cy,
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ol C1 + C2 a l'interpretation évidente, et Cl . Cz_ est l'intersection

des classes d'homotopie mod 2 representées par C1 et C'Z.

Lemme: Si C ~'C mod 2, alors

1 2
Q(C) = Q(Cy

2

Autrement dit,f' Q@ est bien une fonction sur HI(M . Z a valeurs dans

2

Z2, satisfaisant

QEx +*y = QX + Q) * xy,

oli x.y estllintersection des classes x et y.

Démonstration : On remarque tout d'abord qu'il est suffisant de démontrer

le lemme sous l'hypothése C1 ~ C2 (en tant que cycles a coefficients en-
tiers). " '

En effet, si C1 r~ C2 mod 2, il existe une courbe C telle que
(32 ~ C1 + 2C. L'équation (% ) ci~dessus implique

Q(C; +20) = Q(C)) mod 2, «
. et par suite, Q (Cz) = Q@ (C1 + 2C) entrainera la conclusion.

Si C1 ~ Cz, on a C1 . C2 = 0. En vertude la formule (# ),

il est donc suffisant de demontrer que C ~ 0 implique Q (C) = 0.

Si C e~ 0, on peut, par un nombre fini d'opérations de la forme

~
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remplacer C par C'~ C telleque C' n'aplus de point double. On
remarque que le passage de C A ¢ ‘ne change pas «v et change ¢~

et V d'une unité. L'expression (>+ (7 + V  reste donc inchangée.
Finalement, il suffit de démontrer que si C est un systéme de courbes
simples sur la surface Mz, etsi C ~0, alors Q(C) = w + \)' = 0.
Or, dans ce cas, C borde une surface a bord V2 (rég-ion de Mz) et
V2 est munie d'un champ de repéres normaux (Pn dans Rn+1. D'autre
part Q (C) est précisément la valeur de -h (C, ‘f ducas k = 1.
En vertu des résultats pour k = 1 ona Q (C) = 0.

L'invariant d'Arf d'une forme quadratique.

Soit H un espace vectoriel sur Z2 et Q : H —> Z2 une
forme quadratique (relative a une forme alternée bilinéaire non-dégénérée

H® H —> Z2 notée x.y). L'application Q satisfait donc a

Q(xty) = Q(x) + Q(y) + x.y

On sait que 1'éxistence de la forme alternée bilinéaire non-dégénérée
implique la parité de dim H. |

Définition, On appelle base symplectique de H une base vectorielle

u s U, Vv ey V telleque u. . u, = v, . v, = 0 et
m m i

1 8 1’ , j i
u, . Vj = ij pour tout. i, j = 1, e m.
On convient que 1a base vide est symplectique.

Lemme. H admet toujours une base symplect1que

(L.a démonstration est élementalre)

Définition, Soit u unjlg, v Vm une base symplectique.

1)' 1,"‘)

L'expression

C@ - 2 Q@) Q)
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est appelée invariant d'Arf de Q.

Lemme, C(Q) ne dépend que de Q (et en particulier ne dépend pas de la base

symplectique choisie pour le calculer),

(LLa démonstration est dans Bourbaki).

+
Définition. Soit (M2, Lpn) dans R™™2 et Q - H, (M2, Z,) ———> Z,

la forme quadratique associée. La signature de (Mz, &P n) est par défini-
tion 1l'invariant de Q.

2
Lemme. La signature de (M, \{) n) est un invariant de la classe de kF -

cobordisme.

11 est suffisant de démontrer que si (Mz, kP;l) est le bord. de
V3 C Rn+3 avec champ K}On, alors la signature de (M2, "P:) est nui!,le,
(IV[2 C Rn+2, la variété V3 située d'une coté de Rn+2 dans Rn+3 et ren-
contrant Rn+1 orthogoﬁalemen’c suivént IVIZ).

On prend sur V3 une fonction A dont ]l\/I2 est surface de niveau,
et dont les points critiques sont non-dégénérés, Si a € R est valeur régu-
ligre de o , l'image inverse X —1(a) est une surface 1\/[a plongeé dans
V3. On adjoint a }0 n ‘ Ma la normale & Ma dans V3 (correspondant par
exemple A la direction positive sur R). Pour chaque variéte Ma" l}ﬁigna»

ture est définie, Il est évident que Ma et M, ont méme signature si l'inter-

b
valle (a, b) ne contient que des valeurs réguliéres de la fonction < . Pour
démontrer que (Mz, 39 n’) a une signature nulle, il suffit de voir que la ksiM
gnature de Ma ne change pas quand on traverse une valeur critique (non ré-
guliere) de oL . On peut supposer qu'il n'y a qu'un point critique de =i pour
chaque valeur critique.

Cas.1. Si ¢ est valeur critique correspondant & un point critique

d'index 0 ou 3, M_ = et Mc+” différent par une sphere disjoin-
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te. Leurs signaturefs sont donc égales,

Cas 2. Si ¢ estvaleur critique pour un point critique d'index
1 on 2, l'une des variétés Mc .y oom MC +E est obtenue a partir de
1'autre en collant un tube. Si le tube est ceollé & deux composanteés distinctes,
les signatures des deux variétés sont encore trivialement égales,

Si le tube est collé & une seule composantes, il faut ajouter deux élé-
ments u, v & la base symplectique. u est représenté par un paralléle
du tube qui se ferme en une courbe sur la variété. v est représenté par
un méridien du tube. On ignore Q (u), mais @ (v) estnécessairement
nul car le représentant de v est isotope & une courbe homologue & zero de
la variété originale.

Dans tous les cas la signature de la variété reste inchangée a la tra-
versée d'une valeur critique. |

On obtient donc une application

o -
Trn+2(S) ~> 2y

qui est évidemment un homomorphisme. , -,

. _n+
Surjectivité. On construit une surface M2 - Rn 2 avec champ (P "

de repéres normaux dont la signature est 1 # Z_ de la fagon suivante:

2
‘ +
On prend Mz = S1 X S1 C R3 ¢ RY 2 et 1'on munit M2 -du n-champ
normal canonique Lpon-' ( Cf‘an consiste en la normale & S1 X S1 dans
+ :
R3 suivi d'une base de R 2/ R3)‘ . Soit o S1 3 SOn un repré-
1 1

sentant du générateur de Wl (SOln). On definit 3 : S" x S —> S0,
par "i (x, v) = A (x); A(y) oile point désigne la multiplication dans
SOn. Le champ iﬁf? " est obtenu 2 partir de (&n en 'tordant' par l'ap-

plication {3 :



- 13 -

Michel Kervaire

¢" @ = @ ¢, @

Les cycles { = Sl X (%) et /1{ = (%) X S1 forment une base sym -
plectique de H, (Mz; Zz) et Q(f ) = Q (4() = 1, Donc

c, ¢ -1

Pour l'injectivité, Pontryagin fait appel & un argument simple de
théorie de 1'homotopie d'apreés lequel ‘TT'n +2 (Sn) ne peut avoir plus de
2 éléments:

n+2

Comme la suspension Tr4 (Sz) —> T (") est surjective,
'1Tn+2 (Sn) n'a pas plus d'élément que 'Tr4 (Sz). D'autre part

W2 3. .
TI—4(S)_»T|'4(S)« 2
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1. Preliminaries

A (first order) differential equation (''autonomous') may be consi-
dered as a ‘Cw vector field X on a ¢ manifoléi M (for simplici-
ty, for the moment we take the c” point of view; manifolds are assumed
not to have a boundary, unless so stated). From the fundamental theorem

C%® solutions of X through

of differential equations, there exist unique
each point of M, That is, if xe¢ M, there is a curve L{)t (x), |tlce
such that, "f)o (%) = x, _ij.;;@ti(_}fl l t=to = X { L{)to (%)) if } to[<2 ,
and Lft (x) is C(Q on (t,x) (in a suitable domain).

Moreover if M is compact then (-Ft (x) 1is defined for all
t€& R (R the real numbers) and X defines a l-parameter group of

transformations of M.

More precisely, a l-parameter group of transformations of a mani
o >
fold M isa C” map F:RxM-M suchthatif ¢ (x)=F (t;x),
then ' . '

(a) ‘FO (x) = x
(b) \?tfs (x) = ‘Pt °‘PS (x)

Then for each t, LPt : M —= M is a diffeomorphism (a differen-

tiable hbmeomorphism with differentiable inverse). A differential equation

1)

The author was a Sloan fellow during part of this work.
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on a compact manifold defines or generates a l-parameter group of trans

formations of M. We shall say more generally that a dynamical system
on a manifold M is .é l-parameter group of transformations of M.

If L{% is a dynamical system on WM, _.at___t_(ii)_ ‘ t=0 = X (%)
defines a C % vector field on M which in turn generates (Pt. We
also speak of - X as the dynamicl system. :

Let X,Y be dynamical systems on manif_oldS' My, Mo respec-
tively generating l-parameter groups th, \{/t. Then X and Y -
(or L?t, \'i/t) “are said to be (topologically equivalent if there is a .-
homeomorphism h : My~—> My with the property that h maps orbits

of X into orbits of © Y preserving orientation.

. The homeomorphism h: M1~—-> M, will be called an equivalence.
Often M; = Mo,.

The qualitative study of (1st order) differential equations is the

study of properties invariant under this notion of equivalence, and ultima-

tely finding the equivalence classes of dynamical systems on a given ma-
) : | .

nifold, 2 ;
In this paper we are concerned with the problem of topoldgical equi
valence. An especially fruitfull concept in this direction is that of struc-

tural stability due to Andronov and Pontrjagin, see [5] . The definition

in our context is as follows.
Assume a fixed manifold M, say compact fo:b simplicity, has so-
me fixed metric on it. An equivalence h: M-—> M ’ (betWeen two'.dynami—

cal systems on M) will be called an & -equivalence if it is pointwise wi-

2
) For a survey of this problem see talk in the Proceedings of the Interna-
tional Congress of Mathematicians, Stockholm 1962.
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thin £ of the identity. One may speak of two vector fields ‘X and Y
on M as being C' close (or dC' (X, Y)« 5 ) if they are pointwise
close and in addition, in some fixed finite covering of coordinate systems
of M, the maximim of the difference of their 1st derivatives over all the
se coordinate systems is smali. (Similérly one can define a ct topolo-

gy, 1 £ rg oo, see {:7] ). Then X . is structurally stable 'if given

€ >0, there exists 0> 0 such that if a vector field Y on M sa-
tisfies deo (X, Y)dé , then X and Y are ¢ -equivalent.
The problem of structural stability is:
given M compact, 'are the structurally stable vector fields on M, 1in
the above C' topology, dense in all vector fields. If the dimension of
M is less than 3, the answer is yes by a theorem of Peixoto [9] ; in
higher dimensions it remains a fundamental and difficult problem.
Although in this paper we are not concerned explicity with structu-
ral stability, this concept lies behind the scenes. Attempts at solving the
problem of structural stability, guide one toward the study of the generic

*

or general dynamical systems in contrast to the exceptional ones.

There seems to be no general reduction of the qualitative problems |

of differential equations. However, there is a problem which has some

aspects of a reduction. This is the topological conjugacy problem for dif -

feomorphisms wich we proceed to describe.

Two diffeomorphisms T,T': M; — M, ‘are topologically (diffe-
rentiably) conjugate if there exists a homeomorphism (diffeomorphism)
h: M;—> Ms. suchthat T'h=hT. Often M; = Mjy. This topological

conjugacy problem is to obtain information on the topological equivalence
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, 3)
classes of diffeomorphisms of a single given manifold.

When dim M = 1, the problem is solved according to results of Poincaré,
Denjoy and others, see [2] . For dim M> 1, there are very few general

theorems. We now explain the relevance of this problem to differential

equations.

2. Cross-sections

Suppose X, or LPt, is a dynamical system on a manifold M.
A cross-section for X is a submanifold 2  of codimension 1 of M,

closed in M, suchthat (a) 2 is transversal to X,
(b) if x& = , thereisa t > 0
(¢) if xeé> , thereisa t< 0 ,

with ({)t (x)évz , and

(d) Every solution curve passes

through 2

If X admits a cross-section 2> , one can define a map
T: 22 by T (x)= LPto (x) where tg is the first t greater
‘than zero with (‘Pt (x) & 2. . Tt is not difficult to prove that T :Z2->2

is a diffeomorphism, called the associated diffeomorphism of 2.

One can also easily prove that,r if M is compact and connected,

then conditions (c) and (d) in the definition of cross-section ar.e conse-

quences of (a) and (b).

3)

See footnote 2.
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is a point p e & such that there is an integer m # 0 with ™ (p)=p
) th .
(Tm denotes the m power of T ag‘'a transformation). The following

is clear.

2.5 Lemma

Let (10‘5 be a dynamical system on M with cross-section 2.
and associated diffeomorphism T. Then p € 2 is a periodic point of
T if and only if the orbit of the ‘dynafnical system through p is closed.

A local diffecmorphism about p & M is a diffeomorphism

T : U~>M, U aneighbourhoodof p and T (p)=p. Two local dif-
feomorphisms about py; & My, py € M,, ' T, @ Uy = My, Ty :Uy—>My

are topologically (differentiably) equivalent if there exists a neighbourhood

U of p; in U; anda homeomorphism (diffeomorphism) h:U - U,y
such that h (pqy) = py and Tgh (x) =h Ty (x) for xé€ Tlhl (uyn u.

The following is easily proved.

2.6 Lemma A

If X 1is a vector field on a manifold M, X (p) # O, forb some
p € M, there exists a submanifold Z of codimehsion 1 of M c;n-
taining p and transversal to X. A

Let (¥ be a closed orbit of a dynamical system (‘Pt genera-
tedby X on M, pé (r . Let 2. be given by 2. 6 ‘¢containing p’, -
with (CL 57) £ X = p'.> One defines a local diffeomorphism T of P
about p by T(x) = ‘70;5‘('x) € 2. where x is in some neighbouhrood’ U
of p in 2 and t is the first t > 0 ‘with (ff(x) & . Call

T + U —» §. -, the local diffeomorphism
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associated to the closed orbit 2{ s 2. alocal cross-section.

2,7 Lemma

The differentiable equivalence class of T depends only on X
and the vector field X. It is independent of p and Z

Proof. Let P1, P2 e’:& with local cross-sections 2—. 1> Z 2
respectively, Assume first pj # Po- Thgn we can assume

Zl N > 9 = ﬂ . Define h : U—> 2 9, for U ~a sufficiently .small
neighbourhood of p in Zl’ by h (x) = (Ft (x) - for x € U by tak-
ing t > 0 the first t such that C,ﬁt (x) € > 9. Then h acts as
a.differentiable equivalence. If Py = Py, take pg€ J/ , distinct from py,
and with local cross-section > 3. | Then appiy the preceeding to show °
that the local diffeomorphism of > 1 1is differentiably equivalent to th\at
of > 3 and that of > 9 is differentiably equivalent to that of > 3.
Transitivity fineshes the proof. v B

Now given a local diffeomorphism about pé& = , T U - Z,
one c"an construct a manifeld Mg, with a vector field X, containin‘g'a
closed orbit X with Z as a local cross-section. The construction is
the same as in the global case. Moreover, arid this is a useful fact‘, the lo-

cal analogues of 2.2 - 2.4 are valid.

3. Local Diffeomorphisms.

3. 1 Theorem

Let A : E'—> E"” be a linear transformation with eigenvalues
satisfying 0 < ’/\ il < 1. Then there exists a Banach space structure
on E" such that hay = )\ < 1,

The proof follows from the fact that every real linear transformation
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is equivalent to a direct product of the following real canonical forms

[ & B
N |
(S | a
. and '
e !

- . o o~

§ o & F
o ( -Bd

- - e ot

Here X can be taken arbitrarily small, and 0( -+ iﬁ , d » i [3’

are the eigenvalues, These canonical forms may be deduced from the usual

Jordan canonical form, and the following two easy lemmas.

3.1a Lemma
The linear transformations given by the following two matrices are

equivalent, where A, F are real,

A B A+ep , O
~f o 0 A=t
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3.1b Lemma
The linear transformations given by the following two matrices are

equivalent where X is non-zero, but otherwise arbitrary.

I .
'i\\\\\ ; \6\ ‘\\\\‘
O 4x/ L O7ya

{

The equivalence is given by

A linear transformation satisfying the conditions of 3.1 will be cal -

led a linear contraction.

.,
3.2 Theorem } } o

Let T be alocal diffegmorphism about the origin 0 | of En ]
whose derivate L at 0 is a linear contraction. Theh there is an equi-
valence R between T and L which is c” except at 0. In fact
there is a global diffeomorphism’ T' :. E® —> E® which agrees with T
in some neighbourhood of 0 and a (global) equivalenée R between

T' and L, c® except at 0,

Proof

By 3.1 we can assume [[L] < & < 1, andthat T (x) =
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- ry “ f_(x)“ .
= Lx +f (x) where B -> 0 as x| —» 0. Choose r > o

sothat || ¥ (x)[j< (1 -9y jlxll for |Jxll < r. The following is well

known.

3. 2a Lemma
G 2

: I
Given r > o, there exists areal C function Lﬁ on En

which is one on a neighbourhood of 0, “ (p (x)” £ 1 forall xé& En,

and Cp(x)=0 for all || xlf 2 r.
Let f (%)= (F(x) f (x) where (-,p(x) is given by 3. 2a. Then

it is sufficient to prove 3.2 for To and L where TO (x) = Lx + f(x),

and T_ is definedonall of E . Observe thatfor [xIl > r, T, (x)=
- Lx. Define R : E'—> E" by R(0)=0 and Rx=TyN LN,
where N is large enough so that N x I > r. 1tis easy to check
that | R is well-defined, has the equivalence property, and is a c? dif-
feomorphism except at 0. It remains to check that R is continuos at the
origin, or that " Rx)] — 0 as |xll —> 0. First note that there
exists k & 1, so that for all x é—En, “TO x“ £ kx. Also Ryx) =
= TON L-N x = ToN y where y = LN ¥  and we can assume Il y” < M.
Then continuity follows from the fact that as || x|/ —> 0, the N of defi-
nition of R (x) must go to infinity.

A local diffeomorphism satisfying the condition of 3.2 is called a

local contraction. A contraction of Eq is a diffeomorphism T of Eq

on to itself such that there is a differentiably inbedded disk D C E T witn
. £ .

T Dc interior D, 1;,, T!D = originof E U v ,TD - Nl

Thus using 3.1, the T constructedin 3.2 is a contraction. If all the

eigenvalues of a linear transformation L have absolute value greater

that one, then L 1is called a linear expansion.
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If the derivative at p of a local diffeomorphism T about p is a linear

expansion then T is called a local expansion. The inverse of a linear

(local) expansion is a linear (local) contraction. In this way 3.1 and
3. 2 give information about linear and local expansions.

The following theorem was known to Poincaré for dim E = 2. One
can find n dimensional versions in Petrovsky [1‘0:( , ‘D. C. Lewis [6] Y
Coddington and Levinson [21 , Sternberg [14} apd Hartman ):4] . Some
of these authors were concerned mainly with the éimilar theorem for diffe-

rential equations.

3.3 Theorem
Let T : U -—>E be alocal diffeomorphism about 0 of ELICli;
de>an space whose derivative L. : E —>E at 0 is a product of
Ly : By >E{, Ly : Ey~>Ey, E=8E;xEy where HLgll ,
”L”lf/ < 1. Then there is a submanifold V of U with the following

properties: : ‘ \

(a) 0 € V, the tangent space of V at 0 is By,

(b) TV ¢V, and |

(c) there exists a diffgrén’tiable‘ equivalence R between a local diffeo-

morphism T' about 0 of E whose derivative at 0 is L.

and T restrictedto V,
(0]

(d) - V= njzo Bj where B, = U/VTU and Bj is defined inducti-

vely by Bj = T~ (Bj.1. NB).

Due to the previous discussion in this section, the hypothesis of
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3.3 is mild, merely that no eigenvalue of L has absolute value 1. One
may apply 3.2 tothe restriction of T to V. Note by applying 3.3 to
T} . one can obtain a submanifold Vo of U containing 0 . whose tan-
gent space at 0 is Eg and T restrictedto V5 1is alocal expansion.
We call V the locai stable manifold, Vg, the local unstable manifold

of T at O " - | |

Use (x,y) for coordinates of E = Eq x E9, so that.one can write,

using Taylor's expansion,
T (x,y) = (L, x +g (x,3), Ly y’+ g, (x,9))
The proof of 3 3 is based on the followmg lemma.

3.4 Lemma
‘There ex1stsaun1que C(b map ¢ Ul —> Ez, U, a neigh-

bourhood of .0 in’ Ey, ¢ (o) = ¢ (o) satlsfymg
3.5 pLyx+g (x, P& =L ¢ )+ g (x, B ).
Furthermore (x, ¢ (x)) & rg‘yq j=d Bj' Bj as in. (d) of 3\'3

To see how 3.3 follows from 3.4, let V be the graph of )5
ie V=(x, ‘¢(x)_) & E;y xEg for all x in Uy, where by 3.2 we
assume T'U; C U;. Thenletting R:U; —=> V be defined by R(x) =
= (ﬁ, ¢ (x)), T! :'Ul - Ey by T'(x) = Ly x + g1 (x, ¢(x))‘ and
using the equation of 3.4, it.is easily verified that V, R, T' satisfy 3.3
Thus it remains to prove | 3. 4. ‘

This we do not do here, but remark that one ‘sblve‘s the functional

equation 3.5 by the method of successive approximations.

4, Stable manifolds of a periodic orbit
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The global stable and unstable Vmanifolds we construct in this section
were considered by Poincaré and Birk|hoff" CIJ in dimension 1 for a sur-
face diffeomorphism. The analagous stable manifolds for'a dynamical sy-
stem (see section :8) have been considered by Elsgoltz L3] , Thom [15:1,
Reeb [11] andin [12]. _ : e |

Suppose T:M >M isa diffedmorphis’m and p 5 M -is a pe-
riodic point of T sothat T  (p) =p. The derivative L. of T™ at
p will be a linear automorphism of the tangent space Mp of M at p.
The point p  will be called an elementary perlodlc pointof T if L
has no eigenvalue of absolute value 1 and transversal if no eigenvalue of

Y

L; is equal to 1.

4.1 Theorem o
h Let p be an elementary fixed point of a dlffeomorphlsm

"T: M —> M, and E, the subspace of M, corresponding to the eigen-

p
values of the derivative of T at p of absolute value less than 1. Then
there is a C o map R: Ey—M wﬁich is an immersion (i. e: b}r‘jank=
= Qim E;, everywhere), 1-1, and has the property TR = RT' where
T““: E; — Eq, is a contraction of Ej. Also R (p) =p and the derivative
offy, R at p isthe inclusien of E; into Mp. | |

Proof. One apphes 3.3. Themap R of 3.3, say R,
, defmed in a neighbourhood U. of 0 in E; into M. We now extend
it to all of Ey to obtain the map R of 4.1. By 3.2 we can assume,
T" of 3.3 is a (global) contraction of El If x_é Eq, let Rx-=
= 7-N ROT'Nx where N 1is large enough so that TNx € U. 1t may be
Verified with little effort that R is well-difined and satisfies the condi-

tions of 4, 1.
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The map R :Ej-—-> M, or sometimes the image of R, is called
the stable manifold of p or T at p. The unstable manifold of p

or T at p is the stable manifold of A p. These objects seem
to be fundamental in the study of the topological conjugacy problem for dif-

feomorphisms. An (elementary) periodic orbit is the finite set

‘\{52 ’I‘ip where p is an (elementary) periodic point. The defini-
tion of the etabie manifold for an elementary priodic orbit (or sometimes
elementafy periodic point) is as follows. Let if E1—> M be the sta-
‘ble manifold of ™ at p where m is the least periodof p, p
in our periodic orbit. Then R : E11---> M is definedby R = '_I’i ¢

‘where 0 £i< m and Eli is a copy of E;. Thus the stable manifold

=3

of a periodic orbit is the 1-1 immersion R of the disjoint union of m
copies of a Euclidean space. The stable manifold of a periodic point B

is defined to be the eomponent of the stable manifold of the associated pe-

riodic orbit in which B 1lies. The unstable manifold of a periodic orbit

(periodic poiﬁt) is the steble manifeld of the bpeiodic orbit (periodic point)

relative to -T'l. ' : ; ‘ .,

5. Elementary periodic points

Let 40 be the set of all diffeomorphisms of class c’ ofa
fixed compact ¢’ manifold M ontoitself, oz r > 0, Endowz/:) ‘
with the C' topology (see [7] ). It may be proved that L ie a com-
plete metric space. We recall that -in' a complete metric space the coun-

table union of open dense sets must be dense.

5.1 Theorem

‘Let M be a compact Cr manifold, r > 0, and D the spa-
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ce of CF diffeomorphiéms of M endowed with the C* topology. Let
JJC oD be the set of T with the property that every periodic point of

T is elementary. Then 09 is a countable union of open dense sets.
We prove the following s’cr;onger theorem which implies 5.1 (since

O’ - OD s n |
= O R Z denotes:the positive integers)."
pezt T ,
5.2 Theorem |
v Let D beasin 5 1 and ij be the set of diffeomorphisms
T wi’th the property that every periodic point of T ~of period’ ’é p is

4>
elementary. Then J p is open and dense in D.

Proof

We first show that fp is open OO . Let T, €& 0; ,

Ty => T, in D, T; € D. It must be shown that T; € fp for lar-
ge enough i.. Suppose nof. The‘n there exist Py i=1,2,...., '\pi\g P,

such that Tipi <Xi) = x5 and X; 1is not an elementary periodic point of

T.

; of period p;. By choosing subsequences, we can assume Xj—> %€ M

and the p; are constant say p, Then TPo (x5) = %, Phus
Xo 1s a periodic point of T of period p, < p and elementary since

has no eigenvalue of absolu-
Po

P
T & 6>p. So the derivative of T © at x

te value 1. On the other hand the derivative of T,

O .
at Xi for all i

has an eigenvalueof absolute value 1. This is a contradiction since

Ty —>T inthe C° topology, r > o, and x; - x,.

We next show that p 1s dense in p-1> P = 1, o = D.
This will finish the proof of 5. 2. Let \/P p be the 'analogu‘e of g)p‘

with elementary replaced by transversal. Then it is sufficient to prove:

(1) 6>p N @p—l is dense in - Pp-l’ rand (2) fp is dense in
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g

G)p. We first do the main step, (1).

For p =1, we use the following easily proved lemma.
5.3 Lemma

Let T:M-—> M be a diffeomorphism.” Then x & M is a trans-
versal periodic point of T of period’ bp "if and only if the graph F of
'fp and the diagonal AN in M x M intersect transversally at " (p, p)
(i. e, the tangent space of A  and F at (p,p) span the tangent space
of MxM at (p,p)). 7 ‘

Then a_general position theorem of diff'erential topology applies to
yield that 6)1 is dense in )3 (see Thom [16] ).

Let T € @p—l and ﬁl’ cees /jk be all the periodic points
of T of periodic £ p-1. Then one can find neighbourhoods N; .of

/31 so that any periodic point of T in N = u‘i]:l N; of period€ p

is one of the 3, and elementary. | |

Now let 0 =ming o cp, (o) d (. T'x) where [il & p-i.
Then % > 0. By possibly choosing 5 smaller we can assume ¥at
any set U of diameter < 2 8 is contained in a coordinate neiéilbour
hood of M and hence that T (U), has the same property. Next for

X &€ M, let U (x), V (x), W (x) be neighbourhoods of radius 5 ,

1/25 , 1/35 respectively. Let (U, ,V, , W, ) for L=1,...,q
be a finite set of these such that U.Vﬁ& =M, for each o choose a coor-
dinate neighbourhood. E, D CLTU,.
' 1 Dy — E, isa
—lx ¢ E, }

Then using the linear structure of E,, T-S

well defined map where S = ™1 and Dy = ‘f x € U | S

By Sard's theorem, see e. g. [16] , choose amap g : D —> E, ) small
A
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with its first r derivatives so that T-S—lll g: U > E has 0 as

a regular value,. Star’ging with ol = 1, let Tl =T outside Uy, Ty =
=T /gy on V; using 3.2a. Then Ty restrictedto V; has trans-
versal periodic points“of period p as can be seen as follbws:

(p-1)

If x € Vy and 'T’lp (x) = x,- then lep (x) =T Tix

and Tyx = S*"lx.- So  (Tq- S_l)x =0 andsince T; - NSr—1 has a re-
gular value at 0,,. the derivative of Tl‘p—vl at x- is non-singular and
x is a transversal ~ingular point of T, of period p.

One makes the same construction for « =2, ..., g, making sure

that is so small with respect to the "bump function' that the diffeo-

g
A
mbrphism retains its desirable qualities on N .and Wy, ..., W;_ ;.

This proves that F is dense in F -1 , : -
. P P Ve,
We finally show that p 1is dense in U o Let Tg € p
Then by 5.3 the periodic points of - T - of period « p. are isolated, "
hence finite in number, say ]31, . }3 k- Let Ny, ..., Nkf be

disjoint Euclidean neighbourhoods of the B i- Then it issufficient%pj
show that given ’i, 1< i& k, there exists a diffeémorphism

T: M >M suchthat T = To outside of Ni, T . approximates TO,
“and T has }?i as an elementary periodic point. This can be easily
done using 3. 2a_and the fact that linear transformations with no eigenva-
lue of absolute value 1 are dense in all linear transformations. This fini-

shes the proof of 5. 2.

If Té G) , then given an integer N, there exists only a finite

number of points of period‘ £ N of T, This follows from b5.3. Hence
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T has only a countable number of periodic points.

6. Normal intersection

Two submanifolds W;, Wy of a manifold M have normal inter-
section if for each x & Wy y1 W,, the tangent space of W; and Wy
at x span the tangent space of M at x. A diffeomorphism

T:M ~» M has the normal intersection property if when fgl, 3 9

are generic periodic points of T, the stable manifold of [(3 ‘1 and the

unstable manifold of P 5 have normal intersection (this definition is

clear even though the stable manifold is not strictly a submanifold). _
Let p and @ be as in the previous section and let CC» be the

subspace of 6> of diffeomorphisms with the normal intersection property.

6.1 Theorem

8 is the countable intersection of open dense subsets of A
(The first the.‘orem of this kind seems to be [1 3_7

Let our basic manifpld M have some fixed metric and let 'NE (x),
for § >0, x €& M, denote the open & ‘neighbourhood of x in M.

Let mY iti

be the set of positive real numbers.

6.1a Lemma y
For each pé& Z', there exists a continuous function
Z 0>p — gt with the following property. If T & @p’ x € M
is a periodic point of T of period £ p, then CL [NS (T) (x)nW1x)] CW(x),
where W (x) is either the stable or unstable manifold, Ws(x)

or W'u(x) respectively, of x with respectto T.

Proof

It is clear that on an open neighbourhood N, ofeach T & P
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that one can find a constant function. £, with the property of & of

6. la. Let Z‘,k - NOL be a countable covering of f ofi this type,

& =1, 2, -—-. Then let gl = & 1 on Nl:v 3 = min ( ¢ 1s ¢ 9)
on Ny - Ny, min ( ¢ q, e 2, 3 3) on N3 - Nl - N2 etcy.". Then

1 : L
)4 is lower semicontinuous on F Fmally, for example by Kelly,

b , ,
General Topology, New Yorkvl955 p.. 172 ~ one can obtain the 4 S of 6.1a.

Now if x  is a periodic point of T € Fy of period < p, let

o
¢ N 2\,

LS =L (x,1)=cCL [N )()/)VV ()], =5 or T=u
Define ka, «Zc—' Z+, to be the subspace of f 6f diffeo}norphisms
~ with the following property. If x,y ¢ M are perlodlc points of period
£€p of TE 6)13’ then at each point of Tk (Lu (x)) N ka “(Ls(y)),

w' (x) and w® () have normal intersection.

6.2 Theorem
g"k is open and dense 1n D.
P <
Note that (6.1) fellows from (6. 2) because g - ﬂr‘ ke.—Z* P
For 6.2 we first remark that Ekp "is clearly open in oQ

Hence in view of ' 5 2° 1t 1s suff1c1ent to show that e kp is dense in
(- .
Let Te P Denote by /371, -, }3/2 the peri/?dic points

T
of T of period € p with stable and unstable manifolds W; =W ( ﬁ i),

T=su
' We will consider d‘nly approximations T | of T which agree

with T on some neighbourhood YV, of the f3 i» and so that [31,
=1, ...,k are preciséiy the periodic points of T' of period < p.

' be noted by Wis

o
Liet the corresponding stable manifolds of sucha T
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i=1, ...,k etc.

oJ
'l
With T' = as above, there is a canonical map §:W; — W

2

4
i

T =s, u, i= 1, ..., kg defined as follows. If x & Wis, m = period/fi,

there is a positive integer N, suchthat T  (x) € V, forall N 2 N

Let gx-= 7~ MBo Mo,

o
For x € Win one takes n « ny < 0.
Then ci is a well defined 1-1  immersion.

Now fix 1,4, 1 <1, j € k. It is sufficient for 6.2 to approxi-

' ’
mate T by T! as above such that on the intersection of T k (Liu )
. / u/ ]
and T k (LjS Y, Wiu and st have normal intersection where
{ . . : « '
u u u u : o
Lo = 4Ly, Ly =L (fy T ete |
The first stage of this argument is to replace Tk (Liu) and
T_k (Ljs) by submanifolds of M, Yy and Yy respectivelylwith the
following properties: .
(6.3) The Yi are diffeomorphic to disks,
.u mj k u
Wi 2T (Y{) ) Yy ) T (Lj) ..
.S . -m ' -k, s ’
Wi D T U2(Yy) D) Yy DT ()

Here M1 is the leagt period of g {; My that of ﬁj and ‘))OO
is interpreted as to mean ''contains an open set containing''. ‘Such Y,
cléarly exist from- 3.1, 3.2 and 4.1, |

It T 1isan approximation of T agreeing with T on a neigh-
‘bourhood V, ofthe  K; let  §Y¥; = Yi, i = 1,2 Then without
loss of generality we can assume '

(6.37) wi% > ! vy ) ) Yll )] le(Liu/) |

st') T‘,_mz (sz) )) Yz' D T’-—k(Ljs').
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Hence it is sufficient to find sucha T' with Y;' and Yo' having nor-

rhal intersection.

The compact subset CL (Tolel - Yy) 1is so to speak a fundamen
tal domaiﬁ of T™! restricted to Wiu. Thus one may find without diffi-
‘culty connected open sets Zl: > 9 in Wiu " with compact closures

which are each disjoint from their images under T™!  and in addition

ZL LU Zy DL (rt™lyy - vy

Let P

\"4

CL {.Té\'(ilﬂ v, | ?
CL{ T“'?(?l):( €>1}

The following is easily checked.

J

i

Q

6.4 Lemma :
pnTt (2, Nyy
QN 1! ‘(Z’lﬂYz)

g
¢

Let Up, Uy V' be open sets such that

1

i1

U,> P, UqD'Q, VDT'I(Ziﬂ Yz) and ?Jp/\V =)@/,
Ug 1 v =@,

By the Thom transversality theorem Ll 6] and a suitable patching

bya C function (similar to 3. 2a) one can find an approximation T'

of T with the following properties:

(a) T' =T on a neighbourhood V4 of the /? i and the

complement of V in M.~

) T' C T_1 ( Z 1) and Y, have normal intersection (i.e.

sk
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st and T (:T*lf ( 2 IJ have normal intersection on
T [T'l ( Zl)] N Y, .

Suppose now that x & ‘AY'l N Y’2, and T'mx € Zl for some
integer m  where | Z'l = q(Zl). We will show that at  x, Yi
and Y'z have normal intersection. This is a consequence of‘the follow -
ing statements.

(a) my o and T'"™ x & Yé
) P |
(b) Zl‘ ‘s T LT 1 (.Zl)] and so T x & T

[T' (2],

(c) there exists a neighbourhood of ™ x in Y’2 which is
in Y2. |
It can be shown without difficulty that (a), (b), and (c) are conse-

quences of the choice of V. ‘

Now one carries out exactly the same procedure with - Zz‘ =q( Zz)

replacing 2 1 in the argument. This gives us an'approximation T"

of T' with the desired properties of 6. 2. : ~

)

7. Elementary Singularities of a vector field.

We now pass from the diffeomorphism problem to the case of a dy-
namical system. ’ ; ; :

Let M be a compact ¢’ manifold 1 £ r¢ 00 and . /3 the
space of all c’ vector fields on M with the C° topology. One may
put a Banach space structure on ]3 if r£ & . Inany cases [3
is a complete metric space,

A singularity p ‘of X on M is apoint at which X vanishes.

Let p be a singularity of X on M. Then using some local product
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structure of the tangent bundle, in a neighbourhood U of p, X isa .
differentiable map, X : U — Mp, whose derivate A at p 1is a 1i,—‘
* near tranéform’atioh of M.

‘ We will say that. p is an elementary éingularity of X on M

- if the derivative-A-of X at p has no eigenvalue of real part one, and
transversal if A is an automorphism.

' o : )
Let (  be the subset of [5 . such that if X¢€ C ', X has on-

ly elementary singularities.

7.2 Theorem
7 ;
( is‘an open dense set of /3 -

To see that, one first checks the following lemma.

7.3 Lemma .

Let X be avector fieldon M. Then x € M is a transversal
singular point of X if and only if - X, as a cross-section in the tangent
bundle meets the zero cross-section over - M transversally. |

From this and the transversality theorem of Thom [1 63 oneé’ng»

cludes.

7.4 Lemma
Let C! be the subset of jS of vector fields on- M . which have
'only transversal singular points. - Then C{ is an open dense subset of |
‘ /3‘ « Now’ 7.2 follows froin 7.4 as'in the proof of 5.2 where } p
was shown to be dense in @ p-
Note that if X € C , oreven (', by 7.3, the singular points

of X are isolated and hence finite in number.
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8. Elementary.closed orbits

Let d/ be a closed orbit of a vector field X on a manifold with
associated local diffeomorphism T : U—? 2. about p € (fﬂ 2
Then J/ will be called an elementary (transversal) closed orbit of X

if T has p as an elementary (transversal) fixed point.

8.1 Theorem
C " ' '

Let o be the subspace of C (of section 7) of vector

fields X on M -~uch that every closed orbit of X is elementary. Then
) . ‘

C o 1is the countable intersection of open dense sets of ﬁ . L. Marcus
[18] has a theorem in this directioﬁ. Also R. Abraham has an indipendent
proof of 8.1 [17] .

If (}/ is a closed arbit of X on M, then one can assign a posi-
tive real number, the period of * as follows. Let x € ¢, (ﬁco(x) =X
wheri ty 2 0, (Pt (x) # x, 0t < tg Then to, 1s an invariant

f
of (Y , the period of d/
s \ c < sk 3

For a positive real number L, let L consistwf X
on M such that, if (f 'is a closed orbit of length £ L, then (}/ is ele-

A ¢

o T L &z T [,, with 7.2, 8.1 is a consequen-

mentary,
Since

ce of the following,

8.2 Theorem
C ’
For every positive L, L is open and dense in
The proof is somewhat similar to the proof of 5. 2.
First that C is open in C follows from a similar argument

L

to that of 5.2 used in showing that fp is open in f . We leave this
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for the reader. , coe

It remain‘s to shoW; C) [, 1is dense in C . Let X & C . The
first step is to construct a finite number of open cells 'Ux of M of
codimension 1, transversal to X such that U;L > W, where W
is a closed sub-disk of U, suchthat every trajectory of X passes
through'some W, . It is a straightforward matter to show that such a set
of (U, W, ) exists.

Fixing A  now, the next step is to approximate X by X', a
vector field oi M equal to X outside a neighbourhood of W,  so that
if <)/ is a closed orbit of X' of length £ L, intersecting some fixed
neighbourhood of W, in U, , then ef is. elementary. The existénce
of such an approximation is sufficient for the proof of 8. 2.

- The construction of the approximation X' of the pre;:eeding para-
graph is based on the methods of Section 2 and 5. We outline how this
is done. Let Vov‘ be a compact neighbourhood of Wog in Uy . Then
let D C U, bethe set of points x of U, such that (pt(x)i Vi
for some t, 0 £t < 2L, and‘ T : D, - Y( the associated diffeo-
morphism, say really defined on some neighbourhood of D, in I(,TL .
Now apply the methods of 5.2 to approximate T by T! such that T'
is defined in a neighbourhood of D, and that Y’YI" has only generic pe-
riodic points. Now using the construction of Section 2 and 3.2a one

deéfines the above X' wusing T'.

9. Stable manifolds for a differential equation

The following is the global stable manifold theorem for singulari-

ties of a vector field,

i
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9.1 Theorem

Let X bea C ” vector field ona C *  manifold generating a
1-parameter group. th, with an elementary singularity at x5 € M.
Let E1CMXO be the subspace of the tangent‘ space of M at x5 cor-
responding to the eigenvalues with real part negative. Then there is a
1-1 ¢* immersion ‘{/ tEy—> M with the following properties:

| (a) X is everywhere tangent to ‘71/ (E{) and as t—> Ky
| (Ft(x) — 16 for all 'Ié“P(El).

(b) L{/(O) = L and the derivative of % at  xq is the in-

clusion of E1 into MXo'

Proof

It can be checked that the map R of 4.1 satisfies 9. 1 using
(Pl for T of 4.1

Of course there is a local version of this theorem which can be found
for example in CZ] . One may also derive 9.1 directly from this. The

map \}/ of 9.1 or its image is called the stable manifold of X%!j

One has a stable manifold associated to an elementary closed orbit

of a differential equation by the following theorem.

9.2 Theorem -
Let ¢  bean elementary closed orbit of a differential equétion
X on M generating a 1l-parameter group (p t. Let xe¢ J/,
T Z —> Z be an associated local diffeomorphism of at x Whith
derivative I. at X, and E; the linear subspace of My tangent to

2. corresponding to the eigenvalues of L with absolute value < 1. Then

there exists a contraction Ty *: E{ ~—> Ey with the following true.
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The construction preceeding 2.1 applied to T, defines a manifold Mg
with a vector field X, on M, Then there is a 1;1 immersion

V& M, —> M mapping X, into X uptoa scalar factor and W (p)=
= x where p is the point of M, correspoﬁding to' (O‘,' 0) of E1 xR
(in the definition of M,). |

For the proof we only need to note that ‘1‘/ is - defined in a neigh-

bourhood of 0 x R and then extended to M, by the device used in the
proof of 4. 1.

Then \}/ or its image is called the stable manifold of (J/ . The

unstable manifold of a singularity or closed orbit of X on M is the

respective stable manifold with respect to -X.
In general M, is either S'x E, or the twisted product.
If X is a dynamical system on-a manifold M, we say that X

has the normal intersection property if the stable and unstable manifolds

of X have normal intersection with each other. Fixing compact M,
let @

X in C with the normal intersection property. >

o’ /3 be as in the previous section and (’»/o be the set of
LS

o
9.3 Theorem ’
OZ o is the countable intersection of open and dense seté of‘]x .
This theorem and its proof are somewhat analagous to (6. 1).
For the proof of 9.3, let Z : C L —> P;j‘r be defined in a com
pletely analagous fashion to the Z of (6. l'a) where ‘CL is defined
in section 8. Let X €& .L and x be a'singuylar' poiﬁt of X ora
closed orbit of period £ L. of X. Let W%(x), T = u,s be the unsta-

ble manifold, stable manifold respectively of x and L (x) =

- (L (Ng o (0 01 wt

(x) ) similar to the proof of 8.1. Next let’
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/
CLr bg the subspace of X  of C 1, Wwith the following property:
If x, y are singular points or periodic orbits of X of period < L,

then at each point of (Pr (Lu (x)) N (f-r (LS (y) ), wh

w® (y) have normal intersection. Here (/)t is generated by X and

(x) and

r > 0. Then 9,3 is implied by the following.

9.4 Theorem

C

As in sectior 6, for the proof of 9. 4, 11: is s:uffiycient to approxi-

Lr_ is open and dense in o() .

mate a given X € CL by a vector field in (?Lr.
Also just as,in section 6, 'one defines maps q and submanifolds

Y; of M. The only difference in the proof from that of 6.1 is in the de
tails of the construction of the approximation ‘itself. One uses here exac-
tl}; the approximation in {:1 3:]‘ page 202. We will not repeat it here, but
only remark that one can do it a little simpler than in [1 3] by changing X
on a finite sequence of Euclidean cells one at a time." | '

Thisicompletes the proof of 9. 3.

We conclude by remarking that if one takes for M, the %ﬁhgre,
then 02 o 1s open as well as dense in /3 that each = X € . 0 o has

only a finite number of closed orbits, and by a theorem first stated essen-

tially by Andronov and Ponirjagin, X is structurally stable. In this case,

ie., M= Sz, density of Olo in ‘3 was first proved by M. Pei-
xoto EB] - | | o ’
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